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ПРЕДИСЛОВИЕ

Это учебное пособие написано на основе лекций, читаемых авторами в течение ряда лет в экономических вузах Москвы и Самары.

В книге изложены необходимые основы математического аппарата и примеры его использования в современных эконо​мических приложениях: математический анализ функций од​ной и нескольких переменных, элементы линейной алгебры, ос​новы теории вероятностей и математической статистики, эле​менты линейного программирования и оптимального управ​ления. Именно такой объем знаний актуален сегодня для лиц, получающих образование по экономическим специальностям (в том числе и второе образование), и соответствует требованиям государственных образовательных стандартов по экономичес​ким дисциплинам.

Изложение материала проведено почти без доказательств — основной упор сделан на приобретение навыков использова​ния математического аппарата. Каждый раздел сопровожда​ется решением большого числа характерных задач и соответ​ствующих экономических приложений, сложность которых по​степенно возрастает от раздела к разделу. Приложения, пред​ставляющие в экономике самостоятельный интерес, выделены в специальные разделы. Книга содержит также обширную под​борку задач и упражнений, оформленную в виде практикума с разделами по каждой теме.

Предлагаемое учебное пособие может успешно использоваться при изучении высшей математики и ее экономических приложений в высших и средних учебных заведениях, осущест​вляющих экономическое образование с широким спектром требований. Эта книга будет весьма полезной и востребованной при подготовке студентов и слушателей заочного и дистанци​онного обучения, при комплектовании контрольных заданий можно использовать практикум.

Благодаря обширному материалу и большому числу раз​обранных задач и экономических приложений предлагаемая книга может служить справочным пособием для специалистов, работающих в различных областях экономики.

ВВЕДЕНИЕ

Математика — одна из самых древних наук. Она появилась из насущных нужд человека, когда возникла потребность в количественном отображении окружающего его мира.

Статус самостоятельной науки математика приобрела в Древней Греции примерно в VI в. до н. э. Все философские школы того времени включали математику в круг вопросов миросозерцания; строгий язык формальной логики (именно он стал языком математики) формировал уровень и строй мышления. В III в. до н. э. математика выделилась из философии, что отражено в "Началах" — эпохальном труде, прославившем в веках имя Евклида и заложившем фундамент классической геометрии. Более двух тысяч лет математику изучали по этой книге.

Много веков после этого математика практически не эво​люционировала, XVII век стал эпохой ее бурного развития. Применение математики Галилеем и Кеплером в исследова​нии движения небесных тел привело к поразительным по тому времени открытиям — законам движения планет вокруг Солнца. Труды Декарта, Ньютона и Лейбница ознаменовали новый этап развития математики — появление математики перемен​ных величин. Начинается период дифференциации единой нау​ки на ряд самостоятельных математических наук: алгебру, ма​тематический анализ, аналитическую геометрию. В свою оче​редь это инициировало интенсивное развитие физики и астро​номии.

Имена русских ученых занимают достойное место в исто​рии развития математики: Н.И. Лобачевский (1792 — 1856), М.В. Остроградский (1801 — 1861), П. Л. Чебышев (1821 — 1894), А.А. Марков (1856 — 1922) и другие. Достижения современной математики во многом обусловлены трудами из​вестных российских ученых: В. И. Арнольда, С. Н. Бернштейна, Л. В. Канторовича, А. Н. Колмогорова, И. Г. Петровского, Л. С. Понтрягина, Ю. В. Прохорова, А. Н. Тихонова и многих других.

Современная математика характеризуется интенсивным проникновением в другие науки, во многом этот процесс про​исходит благодаря разделению математики на ряд самостоя​тельных областей. Язык математики оказался универсальным, и это есть объективное отражение универсальности законов окружающего нас многообразного мира.

Экономика как наука об объективных причинах функцио​нирования и развития общества еще со времен Адама Смита пользуется разнообразными количественными характеристи​ками, а потому вобрала в себя большое число математичес​ких методов. Современная экономика использует специальные методы оптимизации, составляющие основу математического программирования, теории игр, сетевого планирования, тео​рии массового обслуживания и других прикладных наук.

Изучение математических дисциплин и их экономических приложений, составляющих основу актуальной экономической математики, позволит будущему специалисту не только при​обрести необходимые базовые навыки, используемые в эконо​мике, но и сформировать компоненты своего мышления: уро​вень, кругозор и культуру. Все это понадобится для успешной работы и для ориентации в будущей профессиональной дея​тельности.

Раздел I. ОСНОВЫ МАТЕМАТИКИ

Часть 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Математический анализ представляет собой основу всей высшей математики. Его содержание составляют дифферен​циальное и интегральное исчисления одной и нескольких пере​менных.

Глава 1. МНОЖЕСТВА

1.1. Множества. Основные обозначения. Операции над множествами

Понятие множества является одним из основных в ма​тематике. Система, семейство, совокупность — эти термины можно считать синонимами слова "множество". Множество можно определить как совокупность объектов, объединенных по определенному признаку. Например, множество зрителей в данном кинотеатре; множество студентов определенного учеб​ного заведения; совокупность студентов, учащихся на "хоро​шо" и "отлично" в некоторой школе, совокупность коммерчес​ких банков, имеющих уставный фонд не ниже 100 миллиардов рублей. Множество может содержать конечное или бесконеч​ное число объектов.

Объекты, составляющие множество, называются его эле​ментами или точками. Обычно множества обозначаются боль​шими буквами, а входящие в них элементы — малыми буква​ми. Выражение "элемент х из множества Х" соответствует записи х 
[image: image2.wmf]Î

 Х (х принадлежит X); если же элемент х не вхо​дит в множество X, то это соответствует записи х 
[image: image3.wmf]Ï

 Х (х не принадлежит X).
Пусть Х и Y — два множества. Тогда между ними мож​но определить следующие соотношения. Если оба множества состоят из одних и тех же элементов, то они совпадают, что соответствует записи X=Y. Если все элементы множества Х содержатся в множестве Y, то Х целиком содержится в Y, или Х 
[image: image4.wmf]Ì

 Y (X является подмножеством множества Y). Если ни один элемент множества Х не содержится в Y, то, значит, и само множество X не содержится в Y, или X 
[image: image5.wmf]Ë

Y.

В математике используется понятие пустого множества, обозначаемого символом Ø. Это множество, в котором не содер​жится ни один элемент, и потому оно является подмножеством любого множества.

Введем также понятия суммы множеств и их пересечения. Суммой или объединением двух множеств Х и.Y называет​ся совокупность элементов, входящих как в множество X, так и в множество Y. Сумма этих множеств обозначается X
[image: image6.wmf]U

Y. Например, пусть Х — множество государственных предприя​тий с годовым оборотом не ниже S денежных единиц, а Y — множество негосударственных предприятий с тем же порогом годового оборота; тогда Х 
[image: image7.wmf]U

 Y будет множеством всех пред​приятий с указанным нижним ограничением S.
Отметим, что добавление пустого множества Ø к любому множеству Х не меняет этого множества, т.е.

Х 
[image: image8.wmf]U

 Ø = Х.

Пересечением множеств Х и Y (или их общей частью) яв​ляется совокупность элементов, входящих как в множество X, так и в множество Y; это множество обозначается Х 
[image: image9.wmf]I

 Y. На​пример, если Х — это множество предприятий с годовым обо​ротом Т не ниже s, а Y — совокупность предприятий с годовым оборотом не более S, причем s < S, то в пересечение Х 
[image: image10.wmf]I

 Y войдут объекты с годовым оборотом T, удовлетворяющим не​равенству
s ≤ T ≤ S.

Отсутствие элементов со свойствами множеств Х и У одновременно означает, что пересечение этих множеств представ​ляет собой пустое множество Ø. Схематически пересечение двух множеств показано на рис. 1.1 (заштрихованная область).

 [image: image11.png]



Рис. 1.1 

Разностью множеств Х и Y называется множество Z, со​держащее все элементы множества X, не содержащиеся в Y; эта разность обозначается Z = Х \ Y.

В общем случае сложение и пересечение определяются для любого конечного числа множеств путем последовательного попарного проведения соответствующих операций.

В математических формулировках довольно часто исполь​зуются отдельные предложения и слова, так что при их записи целесообразно употреблять экономную логическую символику. Вместо выражения "любое х из множества X" употребима за​пись 
[image: image12.wmf]X
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"

, где перевернутая латинская буква 
[image: image13.wmf]"

 взята от начала английского слова Any — любой. Аналогично вместо выражения "существует элемент х из множества X" кратко пишут:
[image: image14.wmf]X
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$

, где перевернутая латинская буква 
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 является начальной в английском слове Existence — существование.

1.2. Вещественные числа и их свойства  
Множество вещественных чисел является бесконечным. Оно состоит из рациональных и иррациональных чисел. Рациональ​ным называется число вида p/q, где р и q — целые числа. Вся​кое вещественное число, не являющееся рациональным, назы​вается иррациональным. Всякое рациональное число либо является целым, либо представляет собой конечную или пери​одическую бесконечную десятичную дробь. Например, рацио​нальное число 1/9 можно представить в виде 0,11111.... Иррациональное число представляет собой бесконечную неперио​дическую десятичную дробь; примеры иррациональных чисел:


[image: image16.wmf]2

 = 1,41421356...;  
[image: image17.wmf]p

 = 3,14159265....

Сведения о вещественных числах могут быть кратко сис​тематизированы в виде перечисления их свойств.

А. Сложение и умножение вещественных чисел
Для любой пары вещественных чисел а и b определены единственным образом два вещественных числа а + b и а ∙ b, называемые соответственно их суммой и произведением. Для любых чисел а,b и с имеют место следующие свойства.

1. a + b = b + а, а ∙ b = b ∙ а (переместительное свойство).

2. а + (b + с) = (а + b) + с, а ∙ (b ∙ с) = (а ∙ b) ∙ с (сочетательное свойство).

3. (а + b) ∙ с = а ∙ с + b ∙ с (распределительное свойство).

4. Существует единственное число 0, такое, что а + 0 = a для любого числа а.

5. Для любого числа а существует такое число (-а), что а + (-а) = 0.

6. Существует единственное число 1 ≠ 0, такое, что для любого числа а имеет место равенство 
а ∙ 1 = a.

7. Для любого числа а ≠ 0 существует такое число а-1, что а ∙ а-1 = 1. Число а-1 обозначается также символом 
[image: image18.wmf]а

1

.
В. Сравнение вещественных чисел
Для любых двух вещественных чисел имеет место одно из трех соотношений: а = b (а равно b), а > b (а больше b) или а < b (а меньше b). Отношение равенства обладает свойством транзитивности: если а = b и b = с, то а = с.

Отношение "больше" обладает следующими свойствами.

8. Если а > b и b > с, то а > с.

9. Если а > b, то а + с > b + с.
10. Если а > 0 и b > 0, то а b > 0
Вместо соотношения а > b употребляют также b < а. Запись а ≥ b (b ≤ а) означает, что либо а = b, либо a > b. Соотношения со знаками >, <, ≥ и ≤ называютcя неравенствами, причем соотношения типа 8 < 10 — строгими неравенствами.

11. Любое вещественное число можно приблизить рацио​нальными числами с произвольной точностью.
С. Непрерывность вещественных чисел.
12. Пусть Х и Y — два множества вещественных чисел. Тогда, если для любых чисел 
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 выполняется неравенство х ≤ у, то существует хотя бы одно число с, такое, что для всех х и у выполняются нера​венства х ≤ с ≤ у.

Отметим здесь, что свойством непрерывности обладает множество всех вещественных (действительных) чисел, но не обладает множество, состоящее только из рациональных чисел.

Таким образом, вещественные числа представляют собой множество элементов, обладающих свойства​ми А-С. Такое определение, из которого выводятся ос​тальные свойства, называется аксиоматическим, а сами свойства А-С — аксиомами вещественных чисел.

1.3. Числовая прямая (числовая ось) и множества на ней      

Здесь нам понадобится понятие о соответствии множеств, позже мы еще раз обратимся к нему в разделе о функциональ​ной зависимости. Будем говорить, что между множествами Х и Y установлено соответствие, если по какому-либо закону или правилу каждому элементу х 
[image: image21.wmf]Î

 Х соответствует элемент у 
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 Y. Соответствие называется взаимно однозначным, если любому х 
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 Х соответствует только один элемент из Y и, наоборот, любому у 
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 Y соответствует только один элемент 
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.
Оказывается, что между множеством вещественных чисел и множеством точек на прямой может быть установлено вза​имно однозначное соответствие. Это дает возможность нагляд​но геометрически изобразить вещественные числа на числовой оси. На прямой выберем точку О начала отсчета, укажем на​правление отсчета (обычно слева направо, рис. 1.2) и единицу измерения или масштаб.

[image: image26.png] J




Рис. 1.2
Эти три действия полностью определяют нам числовую (ко​ординатную) ось. На ней вещественные числа изображаются в виде точек. Пусть М — произвольная точка на этой оси. По​ставим ей в соответствие число x, равное по величине длине отрезка ОМ, со знаком +, если точка М находится справа от начала отсчета, или со знаком —, если М расположена слева от точки О. Тогда число х называется координатой точки х. Справедливо и обратное утверждение: каждому вещественно​му числу х соответствует определенная точка на координатной оси, координата которой равна х.
Пусть а и b — два числа, причем а < b. Укажем некоторые наиболее употребительные числовые множества:

1) множество всех чисел, удовлетворяющих неравенству а ≤ х ≤ b, называется отрезком (сегментом) и обозначается [а, b];.
2) множество всех чисел, удовлетворяющих строгому неравен​ству а < х < b, называется интервалом и обозначается (а,b);

3) множество всех вещественных (действительных) чисел бу​дем обозначать
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4) аналогично пп. 1-3 можно определить числовые множества типа (a,b], [а, b), (а, +
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), (-
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,b), [а, +
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) и (-
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, b].

Все эти множества называются промежутками; промежут​ки типа 1 и 2 и первые два из п. 4 называются конечными, а числа а и b — их концами; остальные промежутки называются бесконечными. Промежутки первых двух типов из п. 4 называются полуинтервалами.                          

Числовым промежуткам соответствуют промежутки на координатной оси. Сегмент [а, b] изображается отрезком М1М2, таким, что точка M1 имеет координату а, точка M2 — координату b. Вся координатная прямая является изображени​ем множества всех вещественных чисел, и потому множество (-
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, 
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) называется числовой прямой (осью), а любое число называется точкой этой прямой.

1.4. Грани числовых множеств

Будем говорить, что множество Х ограничено сверху (снизу), если существует число d, такое, что для любого х 
[image: image34.wmf]Î

 Х выполняется неравенство х ≤ d (х ≥ d). Число d тогда называется верхней (нижней) гранью множества X. Множест​ва, ограниченные снизу и сверху, называются ограниченными. Любой конечный промежуток ограничен. Интервалы (а, +
[image: image35.wmf]¥

) и (-
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, b) представляют собой множества, ограниченные соот​ветственно снизу (сверху), но не ограниченные сверху (снизу). Вся числовая прямая не ограничена ни снизу, ни сверху.

Любое ограниченное сверху (снизу) множество имеет бесконечное число верхних (нижних) граней. Действительно, если число d является верхней гранью множества X, то и любое чис​ло d1 > d, согласно определению верхней грани, также будет верхней гранью этого множества. Наименьшая верхняя грань множества X, ограниченного сверху, называется точной верх​ней гранью этого множества; она обозначается символом supX. Наибольшая нижняя грань ограниченного снизу множества Х называется точной нижней гранью этого множества и обозна​чается символом infX. Эти символы заимствованы из латин​ского языка: supremum — наивысший и infimum — наиниз​ший.

Приведем некоторые примеры. Пусть Х = (а, b). В таком cлучае числа а и b являются точными нижней и верхней граня​ми множества X, т.е. а = inf X, b = sup X. Пусть X = (-
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, b). Тогда нижних граней (в том числе и точной нижней грани) множество Х не имеет, а число b является его точной верхней гранью: b = sup X.
Известна следующая теорема о существовании точной верх​ней (нижней) грани числового множества, которую мы приво​дим ниже без доказательства.

ТЕОРЕМА 1. Если непустое числовое множество ограниче​но сверху (снизу), то оно имеет точную верхнюю (нижнюю) грань.

1.5. Абсолютная величина числа

Приведем определение абсолютной величины вещественно​го числа х (модуля числа):
х,   если х ≥ 0;

|x| = 

-х,  если х < 0.
Из этого определения следует ряд свойств абсолютной величи​ны, который мы приводим ниже без доказательств.

1. |х|  ≥ 0.

2. |х| = | - x|.
3. -|х| ≤ х ≤ |x| .
4. Пусть а — положительное число. Тогда неравенства |х| ≤ а и  -а ≤ х ≤ а равносильны.
5. Для любых двух действительных чисел х и у справед​ливо неравенство
|x + y| ≤ |x| + |y|.
В это свойство можно включить также и неравенство
|х – у| ≤ |х| + |у|.

6. Для любых двух действительных чисел х и y справед​ливо неравенство               
|х – y| ≥ |х| -|у|.

УПРАЖНЕНИЯ
Определить множества значений x, удовлетворяющих следую​щим условиям.
1.1. |х| < 2.  1.2. x2 ≤ 9. 1.3. х2 > 25.  1.4. |x – 3| < 1. 1.5. (x2 + l) ≤ 17.   1.6 (x2 - 3) ≥ 1. 1.7. х - х2 > 0. 

1.8. x2 – 2x + 7 > 0. 1.9. x2 – 2x + 5 < 0.
Глава 2. ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

2.1. Числовые последовательности 
Числовые последовательности и операции над ними
Числовые последовательности представляют собой беско​нечные множества чисел. Примерами последовательностей мо​гут служить: последовательность всех членов бесконечной гео​метрической прогрессии, последовательность приближенных значений 
[image: image38.wmf]2

 (x1 = 1, х2 = 1,4, х3 = 1,41, ...), последовательность периметров правильных n-угольников, вписанных в данную окружность. Уточним понятие числовой последова​тельности.

Определение 1. Если каждому числу n из натурального ряда чисел 1, 2, 3,..., п,... поставлено в соответствие вещественное число xп, то множество вещественных чисел
x1, x2, x3, …, xn, … 

(2.1)

называется числовой последовательностью, или просто после​довательностью.               .

Числа х1, x2, x3, ..., xп, ... будем называть элемента​ми, или членами последовательности (2.1), символ xп — об​щим элементом, или членом последовательности, а число п — его номером. Сокращенно последовательность (2.1) будем обо​значать символом {хп}. Например, символ {1/n} обозначает последовательность чисел
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Иными словами, под последовательностью можно понимать бесконечное множество занумерованных элементов или мно​жество пар чисел (п, xп), в которых первое число принимает последовательные значения 1, 2, 3, ... . Последовательность считается заданной, если указан способ получения любого ее элемента. Например, формула xп = -1 + (-1)n определяет последовательность 0, 2, 0, 2,... .

Геометрически последовательность изображается на число​вой оси в виде последовательности точек, координаты кото​рых равны соответствующим членам последовательности. На рис. 2.1 изображена последовательность {хп} = {1/n} на чи​словой прямой.
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Понятие сходящейся последовательности

Определение 2. Число а называется пределом последова​тельности {xn}, если для любого положительного числа ε су​ществует такой номер N, что при всех п > N выполняется неравенство
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(2.2)

Последовательность, имеющая предел, называется сходя​щейся. Если последовательность имеет своим пределом число а, то это записывается так:
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Последовательность, не имеющая предела, называется рас​ходящейся.
Определение 3. Последовательность, имеющая своим преде​лом число а = 0, называется бесконечно малой последователь​ностью.
Замечание 1. Пусть последовательность {хп} имеет своим  пределом  число а.  Тогда последовательность {αn}= {xn — a} есть бесконечно малая, т.е. любой элемент xп сходящейся последовательности, имеющей предел а, можно представить в виде                                
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где αn  — элемент бесконечно малой последовательности {αn}.

Замечание 2. Неравенство (2.2) эквивалентно неравен​ствам (см. свойство 4 модуля числа из п. 1.5)
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Это означает, что при п > N все элементы последователь​ности {xn} находятся в ε-окрестности точки а (рис. 2.2), причем номер N определяется по величине ε.

Интересно дать геометрическую интерпретацию этого определения. Поскольку последовательность представляет со​бой бесконечное множество чисел, то если она сходится, в лю​бой ε-окрестности точки а на числовой прямой находится бес​конечное число точек — элементов этой последовательности, тогда как вне ε-окрестности остается конечное число элемен​тов. Поэтому предел последовательности часто называют точ​кой сгущения.
Замечание 3. Неограниченная последовательность не имеет конечного предела. Однако она может иметь бесконеч​ный предел, что записывается в следующем виде:

[image: image46.png]‘ oA
lim z, = .
n—oo ™ OQ’,‘\'I‘;R-;*





(2.3)

Если при этом начиная с некоторого номера все члены по​следовательности положительны (отрицательны), то пишут
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Если {xn} — бесконечно малая последовательность, то {1/xп} — бесконечно большая последовательность, имеющая бесконечный предел в смысле (2.3), и наоборот.

Приведем примеры сходящихся и расходящихся последова​тельностей.

Пример 1. Показать, используя определение предела последовательности, что 
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Решение. Возьмем любое число ε > 0. Так как
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то чтобы выполнялось неравенство (2.2), достаточно решить неравенство 1 / (n + 1) < ε, откуда получаем n > (1 — ε) / ε. Доста​точно принять N  =  [(1 — ε)/ε] (целая часть числа (1 — ε)/ ε)* , чтобы неравенство |xп — 1| < ε выполнялось при всех п > N.
* Символ [a] означает целую часть числа а, т.е. наибольшее целое число, не превосходящее а. Например,  [2] = 2, [2,5] = 2, [0,8] = 0, [-0, 5] = -1, [-23,7] = -24.

Пример 2. Показать, что последовательность {хп} = (-1)n, или -1, 1, -1, 1,... не имеет предела.
Решение. Действительно, какое бы число мы ни предпо​ложили в качестве предела: 1 или —1, при ε < 0,5 неравенство (2.2), определяющее предел последовательности, не удовлетво​ряется — вне ε -окрестности этих чисел остается бесконечное число элементов xп: все элементы с нечетными номерами рав​ны —1, элементы с четными номерами равны 1.

Основные свойства сходящихся последовательностей

Приведем основные свойства сходящихся последовательнос​тей, которые в курсе высшей математики сформулированы в виде теорем.

1. Если все элементы бесконечно малой последователь​ности {хп} равны одному и тому же числу с, то с = 0.

2. Сходящаяся последовательность имеет только один предел.

3. Сходящаяся последовательность ограничена.

4. Сумма (разность) сходящихся последовательностей {хп} и {уп} есть сходящаяся последовательность, предел которой равен сумме (разности) пределов последо​вательностей {xп} и {yп}.
5. Произведение сходящихся последовательностей {хп} и {уп} есть сходящаяся последовательность, предел ко​торой равен произведению пределов последовательностей {хп} и {уп}.

6. Частное двух сходящихся последовательностей {хп} и {уп} при условии, что предел последовательности {уп} отличен от нуля, есть сходящаяся последователь​ность, предел которой равен частному пределов после​довательностей {хп} и {yп}.
7. Если элементы сходящейся последовательности {хn} удовлетворяют неравенству xп ≥ b (хп ≤ b) начиная с некоторого номера, то и предел а этой последова​тельности удовлетворяет неравенству а ≥ b (а ≤ b).

8. Произведение бесконечно малой последовательности на ограниченную последовательность или на число есть бесконечно малая последовательность.
9. Произведение конечного числа бесконечно малых после​довательностей есть бесконечно малая последователь​ность.

Рассмотрим применение этих свойств на примерах.

Пример 3. Найти предел 
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Решение. При n 
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 числитель и знаменатель дроби стремятся к бесконечности, т.е. применить сразу теорему о пределе частного нельзя, так как она предполагает сущест​вование конечных пределов последовательностей. Преобразу​ем данную последовательность, разделив числитель и знаме​натель на n2. Применяя затем теоремы о пределе частного, пределе суммы и снова пределе частного, последовательно на​ходим
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Пример 4. Найти предел последовательности {xп} = 
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Решение. Здесь, как и в предыдущем примере, числитель и знаменатель не имеют конечных пределов, и потому снача​ла необходимо выполнить соответствующие преобразования. Поделив числитель и знаменатель на n, получаем
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Поскольку в числителе стоит произведение бесконечно малой последовательности на ограниченную последовательность, то в силу свойства 8 окончательно получаем
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Пример 5. Найти предел последовательности {хп} = 
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Решение. Здесь применить непосредственно теорему о пределе суммы (разности) последовательностей нельзя, так как не существует конечных пределов слагаемых в формуле для {хп}. Умножим и разделим формулу для {хn} на сопряженное выражение 
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Число е
Рассмотрим последовательность {хп}, общий член которой выражается формулой                         
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В курсе математического анализа доказывается, что эта последовательность монотонно возрастает и имеет предел. Этот предел называют числом е. Следовательно, по определе​нию
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Число е играет большую роль в математике. Далее будет рассмотрен способ его вычисления с любой требуемой точнос​тью. Отметим здесь, что число е является иррациональным; его приближенное значение равно е = 2,7182818... .

2.2 Применение в экономике

Рассмотрим два примера из экономики на использование числа е.

Пример 1. Известно, что формула сложных процентов имеет вид
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                              (2.4)

где Q0 — первоначальная сумма вклада в банк, р — процент начисления за определенный период времени (месяц, год), п — количество периодов времени хранения вклада, Q — сумма вклада по истечении п периодов времени. Формулы типа (2.4) используются также в демографических расчетах (прирост на​родонаселения) и в прогнозах экономики (увеличение валового национального продукта). Пусть первоначальный депозит Q0 помещен в банк под р = 100% годовых, тогда через год сумма депозита составит 2Q0. Предположим, что через полгода счет закроется с результатом 
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 и эта сумма будет вновь помещена в качестве депозита в том же банке. В конце года депозит будет составлять 
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. Будем уменьшать срок размещения депозита в бан​ке при условии его последующего размещения после изъятия. При ежеквартальном повторении этих операций депозит в конце года составит 
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. Если повторять операцию изъятие-размещение в течение года сколько угодно раз, то при ежемесячном манипулировании сумма за год составит 
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; при ежедневном посещении банка 
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; при ежечасном — 
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 и т.д. Нетрудно видеть, что последовательность значений возрастания первоначально​го вклада {qn} = {Qn/Q0} как раз совпадает с последователь​ностью, пределом которой является число ε при п 
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 соглас​но (2.4). Таким образом, доход, который можно получить при непрерывном начислении процентов, может составить за год не более чем
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В общем случае, если р — процент начисления и год разбит на n частей, то через t лет сумма депозита достигнет величины
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где r = р/100. Это выражение можно преобразовать:
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Мы можем ввести новую переменную 
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Расчеты, выполненные по этой формуле, называют вычисле​ниями по непрерывным процентам.  
Пример 2. Пусть темп инфляции составляет 1% в день. Насколько уменьшится первоначальная сумма через полгода?

Решение. Применение формулы сложных процентов дает
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где Q0 — первоначальная сумма, 182 — число дней в полуго​дии. Преобразуя это выражение, получаем
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т.е. инфляция уменьшит первоначальную сумму примерно в 6 раз.

УПРАЖНЕНИЯ
Найти пределы следующих последовательностей.
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 2.6. 
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2.9. Прирост населения страны составляет р процентов в год. За сколько лет население страны удвоится? Дать ответ при а) р = 3% и б) р = 5%.

2.10. Коммерческий банк, обслуживающий предприятие по вы​даче заработной платы, задерживает перечисляемые ему сред​ства в среднем на 9 месяцев. За это время он успевает три раза "прокрутить" эти деньги в виде краткосрочных кредитов, вы​даваемых частным предпринимателям на три месяца, под 3% в месяц. Сколько процентов прибыли получает банк на этой операции?

2.11. В условиях предыдущей задачи рассчитать, что выгод​нее банку: кредитовать из собственных средств предприятия на условиях ставки годового процента, равной 20%, или зани​маться вышеуказанной деятельностью.

2.12. Темп инфляции составляет 6% в месяц. Каков должен быть процент годовой ставки кредита, выдаваемого банком, чтобы прибыль от кредитования составляла 12% в год?

Глава 3. ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

3.1. Понятие функции 

Определение функциональной зависимости

Определение 1. Пусть Х и Y — некоторые числовые множес​тва и пусть каждому элементу x 
[image: image89.wmf]Î

 Х по какому-либо закону f поставлен в соответствие один элемент у 
[image: image90.wmf]Î

 Y. Тогда будем го​ворить, что определена функциональная зависимость у от x по закону у = f(x). При этом x называют независимой перемен​ной (или аргументом), у — зависимой переменной, множество Х — областью определения (существования) функции, мно​жество Y — областью значений (изменения) функции.

Кроме буквы f для обозначения функции используются и другие буквы, другими буквами может обозначаться также и независимая переменная. Примеры записи функций: у = у (x), y = F(x), y = g(x).
Если множество Y значений функции ограничено, то функ​ция называется ограниченной, в противном случае — неогра​ниченной. 
Способы задания функций

Задать функцию — значит указать закон, по которому, со​гласно определению, каждому значению аргумента из области определения ставится в соответствие (вычисляется) значение зависимой переменной из области значений функции. Сущест​вуют три основных способа задания функций: табличный, ана​литический и графический.
1. Табличный способ. Этот способ имеет широкое при​менение в разных отраслях знаний и приложениях: ряды экспе​риментальных измерений, социологические опросы, таблицы бухгалтерской отчетности и банковской деятельности и т.п. Как правило, в таких таблицах по крайней мере одну из пе​ременных можно принять за независимую (например, время), тогда другие величины будут являться функциями от этого аргумента. По сути дела базы данных основаны на табличном способе задания, хранения и обработки информации, а значит, и на табличной форме функциональной зависимости.

2. Аналитический способ. Этот способ состоит в зада​нии связи между аргументом и функцией в виде формул. Сле​дует подчеркнуть, что функция может определяться и набором формул — на разных промежутках области определения функции используются разные формулы.

Приведем примеры аналитического задания функций.

Пример 1. у = х3. Эта функция задана на бесконечной пря​мой -
[image: image91.wmf]¥

 < x < 
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. Множество значений этой функции тоже бесконечная числовая прямая -
[image: image93.wmf]¥

 < у < 
[image: image94.wmf]¥

. Функция называ​ется кубической параболой (рис. 3.1).
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Рис. 3.1

Пример 2. у = 
[image: image96.wmf]2

1

x

-

. Функция задана на отрезке [—1, 1], множество ее значений — отрезок [0, 1]. Это половина окруж​ности, лежащая в верхней полуплоскости (рис. 3.2).
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Рис. 3.2

+1, если x > 0;

Пример 3. у = sign x  =     0, если х = 0;       

-1, если х < 0. 

Термин sign происходит от латинского signum — знак. Функ​ция задана на всем бесконечном промежутке (-
[image: image98.wmf]¥

,
[image: image99.wmf]¥

), а область ее значений состоит из трех чисел: —1, 0, 1 (рис. 3.3).
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Рис. 3.3

Стрелки означают, что полупрямые не достигают точек ни оси ординат, так как при х = 0 значение функции определено по другому соответствию.

3. Графический способ. Здесь соответствие между аргу​ментом и функцией задается посредством графика. Этот спо​соб обычно используется в экспериментальных измерениях с употреблением самопишущих приборов (осциллографы, сейс​мографы и т.п.).                                     

Область определения функции

Остановимся на процедуре нахождения области определе​ния функции.

1. В том случае, когда функция задана в аналитическом виде (посредством формулы)

[image: image101.png]




(3.1)

и никаких ограничений или оговорок более не имеется, область ее определения устанавливается исходя из правил выполнения математических операций, входящих в формулу f в (3.1). Эти ограничения хорошо известны: подкоренное выражение в кор​не четной степени не может быть отрицательным, знаменатель дроби не может быть равным нулю, выражение под знаком ло​гарифма должно быть только 
положительным, а также неко​торые другие. Приведем здесь два примера.

Пример 1. у = log2 (x2 — 5x + 6). 
Область определения этой функции находится из условия x2 — 5x + 6 > 0. Поскольку x = 2 и x = 3 — корни квадратно​го трехчлена, стоящего под знаком логарифма, то это условие выполняется на двух полубесконечных интервалах: (-
[image: image102.wmf]¥

, 2) и (3, 
[image: image103.wmf]¥

). На рис. 3.4 выделена заштрихованная полоса, в которой график функции отсутствует.
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Рис. 3.4

Пример 2. у = arcsin 
[image: image105.wmf]2
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x

.
Область определения этой функции находится из совокуп​ности двух условий: аргумент под знаком arcsin не может быть по модулю больше единицы и знаменатель аргумента не дол​жен равняться нулю, т.е.
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Двойное неравенство эквивалентно двум более простым нера​венствам: х + 2 ≥ 1 и х + 2 ≤ -1. Отсюда получаем, что область определения функции состоит из двух полубесконечных проме​жутков: (-
[image: image107.wmf]¥

, -3] и (-1, 
[image: image108.wmf]¥

). Запретная точка х = -2 сюда не попадает. В отличие от предыдущего примера концы полуин​тервалов входят в область определения функции.

2. Область определения функции задана вместе с функцией f(x).
Пример 3. у = 3x-4​​/3 + 2, 1 ≤ х ≤ 4.

3. Функция имеет определенный прикладной характер, и область ее существования определяется также и реальными значениями входящих параметров (например, задачи с физи​ческим смыслом).

Определение 2. Функция у = f(x) называется четной (сим​метрия относительно оси Оу), если для любых значений аргу​мента из области ее определения выполнено равенство
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Определение 3. Функция у = f(x) называется нечетной (симметрия относительно начала координат О), если выпол​нено условие:
[image: image110.png]f(-z)=—f(z).




Например, функции у = х2 и у = cos x являются четными, а функции у = x3 и у = sin x— нечетными.

Приложения в экономике
Приведем примеры использования функций в области эко​номики.

1. Кривые спроса и предложения. Точка равнове​сия. Рассмотрим зависимости спроса D (demand) и предложе​ния S (supply) от цены на товар Р (price). Чем меньше цена, тем больше спрос при постоянной покупательной способности населения. Обычно зависимость D от Р имеет вид ниспадаю​щей кривой (рис. 3.5, а):
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        (3.2)

где а < 0. В свою очередь предложение растет с увеличением цены на товар, и потому зависимость S от Р имеет следующую характерную форму:
[image: image112.png]S=P+d,



          (3.3)

где b ≥ 1 (рис. 3.5, б). В формулах (3.2) и (3.3) с и d — так называемые экзогенные величины; они зависят от внешних причин (благосостояние общества, политическая обстановка и т.п.). Вполне понятно, что переменные, входящие в формулы (3.2) и (3.3), положительны, поэтому графики функций имеют смысл только в первой координатной четверти.
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Рис. 3.5

Для экономики представляет интерес условие равновесия, т.е. когда спрос равен предложению; это условие дается урав​нением

[image: image114.png]' D(P) = S(P) (3.4)




и соответствует точке пересечения кривых D и S — это так называемая точка равновесия (рис. 3.6). Цена Ро, при которой выполнено условие (3.4), называется равновесной.

[image: image115.png]GO
:1/‘{ 4 ,
L
‘?HSL‘

M)





Рис. 3.6

При увеличении благосостояния населения, что соответ​ствует росту величины с в формуле (3.2), точка равновесия М смещается вправо, так как кривая D поднимается вверх; при этом цена на товар растет при неизменной кривой предло​жения S.
2. Паутинная модель рынка. Рассмотрим простейшую задачу поиска равновесной цены. Это одна из основных проб​лем рынка, означающая фактически торг между производите​лем и покупателем (рис. 3.7).
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Рис. 3.7

Пусть сначала цену P1 называет производитель (в прос​тейшей схеме он же и продавец). Цена P1 на самом деле выше равновесной (естественно, всякий производитель стремится по​лучить максимум выгоды из своего производства). Покупатель оценивает спрос D1 при этой цене и определяет свою цену Р2, при которой этот спрос D1 равен предложению. Цена Р2 ниже равновесной (всякий покупатель стремится купить подешев​ле). В свою очередь производитель оценивает спрос D2, соот​ветствующий цене P2, и определяет свою цену Р3, при которой спрос равен предложению; эта цена выше равновесной. Процесс торга продолжается и при определенных условиях приводит к устойчивому приближению к равновесной цене, т.е. к "скручи​ванию" спирали. Если рассматривать последовательность чисел, состоящую из называемых в процессе торга цен, то она имеет своим пределом равновесную цену Р0: 
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3.2. Предел функции

Предел функции в точке

Пусть функция f(x) определена на некотором множестве X. Возьмем из Х последовательность точек
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сходящуюся к точке а, причем а 
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 Х или a 
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 X. Соответ​ствующие значения функции в точках этой последовательности также образуют числовую последовательность
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и правомерно рассмотреть вопрос о ее сходимости.

Определение. Число А называется пределом функции f(x) в точке а (или пределом функции при х 
[image: image122.wmf]®

 а), если для любой cходящейся к а последовательности (3.5) значений аргумента х, отличных от а, соответствующая последовательность зна​чений функции (3.6) сходится к числу А.

Для обозначения предельного значения функции использу​ется следующая символика: 
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 А. Заметим, что функция f(x) может иметь в точке а только одно предельное зна​чение, поскольку последовательность f(xn) имеет только один предел.                              
Приведем несколько примеров.  
Пример 1. Функция f(x) = С = const имеет предел в каж​дой точке числовой прямой. Действительно, любой последо​вательности (3.5), сходящейся к точке а, соответствует после​довательность (3.6), состоящая из одного и того же числа C, откуда следует, что f(xn) 
[image: image125.wmf]®
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Пример 2. Функция f(x) = х в любой точке а числовой пря​мой имеет предел, равный а. Действительно, последователь​ности значений аргумента (3.5) и значений функции (3.6) в этом случае тождественны, и если последовательность {xn} сходится к а, то и последовательность {f(xn)} также сходится к а.

Пример 3. Функция f(x) = 
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2

2

3

2

-

+

-

x

x

x

 имеет в точке x = 0 предел, равный -2. Действительно, пусть {xn} — любая по​следовательность значений аргумента, сходящаяся к нулю, т.е. lim xп = 0 при n 
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, тогда в силу свойств последовательнос​тей 1—9 имеем
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Левый и правый пределы функции
Здесь вводятся и в дальнейшем будут использоваться по​нятия односторонних пределов функции: когда последователь​ность значений аргумента xn 
[image: image130.wmf]®

 а либо слева от точки а (левый предел), либо справа (правый предел), т.е. либо xп < а, либо xп > а. Для правого (левого) предела функции используется символическая запись:
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Пример 4. Рассмотрим функцию f(x) = sign x (п. 3.1, при​мер 3). В точке x = 0 эта функция имеет левый и правый пределы:
[image: image132.png]lim signz = -1, lim signz = +1.
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Действительно, для любой сходящейся к нулю последовательности {xn}, у которой все элементы xп < 0 (xn > 0), соот​ветствующая последовательность значений функции состоит только из одного числа -1 (+1), т.е. предел слева (справа) в точке x = 0 также равен этому числу.

ТЕОРЕМА 1. Функция f(x) имеет в точке а предел тогда и только тогда, когда в этой точке существуют левый и правый пределы, причем они равны. В таком случае предел функции равен односторонним пределам.

Предел функции при х 
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Кроме понятия предела функции в точке существует так​же и понятие предела функции при стремлении аргумента к бесконечности. Для обозначения предела функции при x 
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используется запись: 
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 f(x) = А.

Приведем пример предела функции при х 
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. Пусть f(x) = 1/x. Эта функция имеет предел при x
[image: image142.wmf]¥
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, рав​ный нулю. Действительно, если (3.5) — бесконечно большая последовательность значений аргумента, то соответствующая последовательность (3.6) значений функции имеет вид 1/x1, 1/x2,..., 1/xn,...; она является бесконечно малой (п. 2.1), т. е. ее предел равен нулю, или в символической записи 
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 (1/x) = 0.

Аналогично можно доказать, что 
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 (1/xn) = 0 при п > 0.

3.3. Теоремы о пределах функций

Арифметические операции над функциями, имеющими пре​дел в точке а, приводят к функциям, также имеющим предел в этой точке.

ТЕОРЕМА 2. Пусть функции f(x) и g(х) имеют в точке а пределы А и В. Тогда функции f(x) ± g{x), f(x)g(x) и f(x)/g(x) (при В ≠ 0) имеют в точке а пределы, равные соответ​ственно А± В, А В и А/В.

ТЕОРЕМА 3. Пусть функции f(x), g(x) и h(x) определены в некоторой окрестности точки а за исключением, быть мо​жет, самой точки а, и функции f(x) и g(х), имеют в этой точке предел, равный А:
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 Кроме того, пусть выполнены неравенства f(x) ≤ h(x) ≤ g(x). Тогда
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Заметим, что теоремы 3.2 и 3.3 справедливы и в случае, когда а является 
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Часто встречаются случаи, когда непосредственно приме​нить теорему о пределе частного нельзя. Это так называемые неопределенности вида 
[image: image150.wmf]0
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 или 
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. Далее будет рассмотрен метод раскрытия этих неопределенностей, связанный с диф​ференцированием. Однако зачастую решение связано с более простыми методами: разложением числителя и знаменателя на сомножители, делением числителя и знаменателя на степень x и т.д. Рассмотрим это на примерах.
Пример 1. Найти предел 
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Решение. Нетрудно видеть, что непосредственная подста​новка предельного значения x = 2 в дробь под знаком предела приводит к неопределенности вида 
[image: image153.wmf]0

0

. Разложим квадратные трехчлены числителя и знаменателя на сомножители и сокра​тим общий сомножитель, после чего уже подставим предельное значение х = 2:
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Пример 2. Найти предел 
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Решение. В задачах такого типа следует разделить чис​литель и знаменатель на старшую степень x (в данном случае это просто x) и затем применить теорему 3.2 о переходе к пре​делу в числителе и знаменателе с последующим переходом к пределу слагаемых. Имеем
[image: image156.png]32+2 . 3+2/z _ Jim (3 +2/z)
1m =
“:c-—)oo z+1 z——+ool+1/;1: l—i->nolo(1+1/z)5

3+ lim (2/2) 340
1+ hm (1/z) 1+0_—3'





Пример 3. Найти предел 
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Решение. Поделим числитель и знаменатель дроби под знаком предела на x3 (это старшая степень x), после чего вос​пользуемся теоремой 3.2:
[image: image158.png]B L i AN
. 2+ 41 i 1z +1/a? +1/z® 04040 0.
s—o0 70 + g2 +3 @00 1+ 1/z+3/a3 14040 1





Поясним также раскрытие неопределенности вида 
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 — 
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. Рассмотрим характерный случай.

Пример 4. Найти предел 
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Решение. Здесь следует умножить и разделить выраже​ние под знаком предела на сопряженное выражение — в дан​ном случае на (
[image: image162.wmf]x
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), после чего воспользоваться приемом деления числителя и знаменателя на старшую степень x, в данном случае — на 
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3.4. Два замечательных предела

В этом разделе приводятся два предела функции, которые наиболее широко используются в математике и ее приложени​ях. Доказательства соответствующих теорем мы опускаем.

ТЕОРЕМА 4. Предел функции 
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 в точке х =0 существу​ет и равен единице, т.е. 
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Предел (3.7) называется первым замечательным пределом. Этот предел применяется при вычислении ряда других преде​лов. Рассмотрим несколько примеров на применение предела (3.7). 

Пример 1. Найти предел функции sin (ax) / bx при х 
[image: image167.wmf]®

 0.

Решение. Преобразуем данную дробь так, чтобы в знаме​нателе был аргумент синуса; только тогда можно будет при​менить первый замечательный предел, поскольку при х 
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 0 пределом ах также является нуль. Получаем
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Пример 2. Найти 
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Решение. Теорему 3.2 здесь непосредственно применить нельзя, так как при х 
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 0 знаменатель дроби стремится к нулю. Для решения задачи необходимо сначала преобразовать данную дробь, а затем уже выполнить предельный переход:
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Пример 3. Найти 
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Решение. Как и в первых двух примерах, преобразуем данную дробь, чтобы "подогнать" ее под первый замечательный предел:
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ТЕОРЕМА 5 (второй замечательный предел). Предел функции f(x) = 
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Число е является одной из фундаментальных величин в ма​тематике. Показательная функция вида е​​ax называется экспонентой, логарифм с основанием е называется натуральным и обозначается символом ln. В теории вероятностей и статистике функция 
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 является основополагающей.

Второй замечательный предел (3.8) широко применяется для вычисления других пределов. Рассмотрим примеры на его применение. 
Пример 4. Найти 
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Решение. Применим здесь замену переменной, полаем 1/x = у. Тогда у 
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 0, т.е. имеем 
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Пример 5. Найти 
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Решение. Заменим переменную, положив x = 2у. При x 
[image: image186.wmf]®



 EMBED Equation.3  [image: image187.wmf]¥

 (а значит, и у 
[image: image188.wmf]®

 
[image: image189.wmf]¥

) последовательно получаем
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Пример 6. Найти 
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Решение. Сначала преобразуем дробь под знаком предела, а затем уже перейдем к пределу:
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3.5. Бесконечно малые и бесконечно большие функции

Определение 1. Функция f(x) называется бесконечно малой функцией (или просто бесконечно малой) в точке x = а, если предел ее в этой точке равен нулю: 
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Аналогично определяются бесконечно малые при х 
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ТЕОРЕМА 6. Алгебраическая сумма и произведение конечно​го числа бесконечно малых функций в точке а, как и произве​дение бесконечно малой на ограниченную функцию, являются бесконечно малыми функциями в точке а.

Определение 2. Функция f(x) называется бесконечно большой функцией в точке а (или просто бесконечно большой), если для любой сходящейся к а последовательности {хn} значений аргумента соответствующая последовательность {f(xn)} зна​чений функции является бесконечно большой.

В этом случае пишут 
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f(x) = -
[image: image205.wmf]¥

) и говорят, что функция имеет в точке а бесконечный предел (+
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 или -
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). По аналогии с конечными односторонними пределами определены и односторонние бесконеч​ные пределы:                                      
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Аналогично определяются бесконечно большие функции при x
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Между бесконечно малыми и бесконечно большими функ​циями существует та же связь, что и между соответствующи​ми последовательностями, т.е. если α(х) — бесконечно малая функция при х 
[image: image215.wmf]®

 а, то f(x) = 1/α(х) — бесконечно большая функция, и наоборот.

3.6. Понятие непрерывности функции

Понятие непрерывности функции является фундаментальным в математическом анализе. Сформулируем его на языке последовательности. Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точки а.

Определение 1. Функция f(x) называется непрерывной в точке а, если предел этой функции и ее значение в этой точке равны, т.е.
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Так как 
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x = а, то это равенство можно переписать в следующей форме: 
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Определение 2. Функция f(x) называется непрерывной спра​ва (слева) в точке а, если правый (левый) предел этой функции в точке а равен значению функции в этой точке.

Символическая запись непрерывности функции справа (слева):
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Если функция f(x) непрерывна в точке а слева и справа, то она непрерывна в этой точке.                  
Точки, в которых функция не является непрерывной, назы​ваются точками разрыва функции.

Рассмотрим пример точек, в которых функция не является непрерывной.

Пример 1. Функция f(x) = sign x (п. 3.1). Как было показано ранее, в точке х = 0 существуют левый и правый пределы этой функции, равные соответственно —1 и +1. Сама же точка х = 0 является точкой разрыва функции, поскольку пределы слева и справа не равны значению f(0) = 0.

Действия над непрерывными в точке функциями определя​ет следующая фундаментальная теорема.

ТЕОРЕМА 7. Пусть функции f(x) и g(х) непрерывны в точке а. Тогда функции f(x) ± g(x), f(x)g(x) и f(x)/g(x) также непрерывны в точке а (частное при условии g(a) ≠ 0).

3.7. Непрерывность элементарных функций

Непрерывность элементарных функций в точке

Постоянная функция f(x) = С является непрерывной в лю​бой точке числовой прямой. Действительно, 
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 f(x) = С = f(а), что соответствует определению непрерывности функ​ции в точке. 
Функция f(x) = х непрерывна в каждой точке а числовой прямой, так как предел функции в точке а равен ее значению в этой точке: 
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Из сказанного выше и теоремы 3.7 следует, что в любой точке числовой прямой функции x2 = x ∙ x, x3 = x2 ∙ х,..., xn = xn-1 ∙ x (n — натуральное число) непрерывны.

Алгебраический многочлен
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также является непрерывной функцией в любой точке число​вой прямой в силу теоремы 3.7, поскольку представляет собой сумму произведений непрерывных функций. 
Дробно-рациональная функция
[image: image223.png]



где Р(x) и Q(x) — алгебраические многочлены, в силу теоремы 3.7 непрерывна во всех точках числовой прямой за исключени​ем корней знаменателя.

Тригонометрические функции sin x, и cos x непрерывны в любой точке x числовой прямой.

Непрерывность функций tg x = sin x / cos x и sec x = 1/ cos x соблюдается во всех точках, x ≠ π / 2 + nπ; аналогично непре​рывность функций ctg x = cos x / sin x и sec x = 1 / sin x обеспе​чена во всех точках x ≠ пπ (n = 0, ±1, ±2,...).

Рассмотренные выше функции непрерывны в каждой точ​ке, в окрестности которой они определены. В силу теоремы 3.7 функции, получаемые из них при использовании конечного чис​ла арифметических операций, являются также непрерывными.

Непрерывность функции на интервале и отрезке

Говорят, что функция f(x) непрерывна на интервале (а, b), если она непрерывна в каждой точке этого интервала. Функ​ция f(x) непрерывна на отрезке [а, b], если она непрерывна на интервале (а, b) и непрерывна в точке a справа, а в точке b слева:
[image: image224.png]lim f(z)=f(a), lim f(a)=f(b)
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Классификация точек разрыва функции
Точки разрыва, в которых функция не является непрерыв​ной, классифицируются следующим образом.

1. Устранимый разрыв. Точка а называется точкой устранимого разрыва функции f(x), если предел функции в этой точке существует, но в точке а функция f(x) либо не опре​делена, либо ее значение f(а) не равно пределу в этой точке.
Пример 1. Функция f(x) = 
[image: image225.wmf]x
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 в точке х = 0, как известно, имеет предел, равный единице (первый замечательный пре​дел). Однако в самой точке х = 0 эта функция не определе​на, т.е. здесь разрыв первого вида. Этот разрыв можно устра​нить (потому он и называется устранимым), если доопреде​лить функцию в этой точке значением предела в ней, т.е. ввес​ти новую функцию
[image: image226.png]+f sinz -
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Функция f1(x) является непрерывной на всей числовой прямой.

2. Разрыв первого рода. Точка а называется точкой раз​рыва первого рода функции f(x), если в этой точке функция имеет конечные, но не равные друг другу левый и правый пре​делы:
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Пример 2. Рассмотрим функцию
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для нее точка х = 0 является точкой разрыва 1-го рода.   
3. Разрыв второго рода. Точка а называется точкой раз​рыва второго рода функции f(x), если в этой точке функция f(x) не имеет по крайней мере одного из односторонних преде​лов или хотя бы один из односторонних пределов бесконечен.

Пример 3. Для функции f(x) = 1/x точка х = 0 является точ​кой разрыва 2-го рода, поскольку 
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Пример 4. Для функции f(x) = sin (l/x) точка х = 0 явля​ется точкой разрыва 2-го рода, так как ни левого, ни правого предела функции в этой точке не существует.

Пример 5. Рассмотрим функцию f(x) = е1/x = ехр 
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 (рис. 3.8). Точка х = 0 является точкой разрыва 2-го рода для этой функции, так как предел слева равен нулю, а предел справа бесконечен:
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Рис. 3.8

3.8. Понятие сложной функции

Определение. Если на некотором промежутке Х определена функция z = φ(x) с множеством значений Z и на множестве Z определена функция у = f(z), то функция у = f[φ(x)] называ​ется сложной функцией от x (или суперпозицией функций), а переменная z — промежуточной переменной сложной функции.

Приведем примеры сложных функций. 
Пример 1. у = cos 
[image: image234.wmf]x
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—сложная функция, определенная на полубесконечном интервале (—
[image: image235.wmf]¥

,1], так как у = f(z) = cos z, z = φ(x) = 
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Пример 2. у = 
[image: image237.wmf]2
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— сложная функция, определенная на всей числовой прямой, поскольку у = f(z) = еz , z = φ(x) = —х2.
Пример 3. у = 
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    — сложная функция, определенная на полубесконечных интервалах (-
[image: image239.wmf]¥

,0) и (0, + 
[image: image240.wmf]¥

), так как y = f(z) = z3/2, z = φ(x) = (1 + x) / x.

ТЕОРЕМА 8. Пусть функция z = φ(x) непрерывна в точке x0, а функция у = f(z) непрерывна в точке z0 = φ(x0). Тогда сложная функция у = f[φ{x)] непрерывна в точке x0 = 0.
Пример 4. Функция y = tg (x2 + 2x) непрерывна в точке x = 0, так как функция z = х2 + х непрерывна в точке х = 0, а функ​ция у = tg z непрерывна в точке z = 0.  
3.9. Элементы аналитической геометрии на плоскости

Уравнение линии на плоскости

Пусть на плоскости задана система координат. Рассмот​рим уравнение вида

[image: image241.png]F(z,y) =




Говорят, что уравнение (3.9) определяет (задает) линию L в системе координат Оху. Вообще говоря, линии на координат​ной плоскости могут быть самыми различными.

Линии первого порядка

К линиям первого порядка относятся те линии, для кото​рых задающее их уравнение (3.9) содержит переменные x и у только в первой степени. Иными словами, такие линии описы​ваются уравнениями вида

[image: image242.png]Az + By +C =0,




где А, В и С — постоянные числа. Из этого уравнения можно выразить переменную у как функцию от аргумента х при В ≠ 0:

[image: image243.png]y=kz + 9&
(3.11)




Уравнение (3.11) называют уравнением прямой с угловым ко​эффициентом k = tg φ, где φ — угол наклона прямой к положительному направлению оси Ох (рис. 3.9). Если k = 0, то прямая параллельна оси Ох и отстоит от нее на b масштабных единиц.
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Рис. 3.9

Определим самые необходимые элементы знания о прямых на плоскости.

1. Кроме "классического" уравнения прямой (3.11) следует знать еще две его разновидности. Первая из них — это уравне​ние прямой с заданным угловым коэффициентом k, проходящей через заданную точку М0(x0, у0):

[image: image245.png]¥~ Yo = k(z = z0).




Другой вид — это уравнение прямой, проходящей через две заданные точки на плоскости M1(x1, y1) и М2(х2, у2):
[image: image246.png]



2. Угол между прямыми. Рассмотрим две прямые, заданные уравнениями у = k1x + b1 и у = k2x + b2,  где k1 = tg φ1 и k2 = tg φ2 (рис. 3.10). Пусть φ — угол между этими прямы​ми. Тогда φ = φ2 — φ1 и мы получаем tg φ = tg (φ2 — φ1) = 
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или, что то же самое,
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Рис. 3.10

Формула (3.12) определяет один из углов между пересекающи​мися прямыми; второй угол равен π - φ.

Из равенства (3.12) вытекают условия параллельности и перпендикулярности прямых. В самом деле, если прямые па​раллельны, то

[image: image250.png]ki = ka.




Если прямые перпендикулярны, то  α2 = π/2 + α1, откуда tg α2 = -ctg α1 = -1 / tg α1, или окончательно 

[image: image251.png]1




Пример 1. Найти угол между прямыми, заданными уравне​ниями у = 2x - 5 и у = -3x + 4.

Решение. Подставляя в формулу (3.12) значения k1 = 2 и k2 = -3, имеем 
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откуда получаем, что один из углов равен φ  = π / 4.

3. Расстояние от точки до прямой. Пусть прямая за​дана уравнением общего вида (3.10). Тогда расстояние d от произвольной точки М0(x0, y0) до прямой (рис. 3.11) дается формулой                                  
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Рис. 3.11

Линии второго порядка

Рассмотрим здесь три наиболее используемыx вида линий: эллипс, гиперболу и параболу. 

1. Эллипс. Линия, для всех точек которой сумма рассто​яний от двух данных точек, называемых фокусами, есть вели​чина постоянная и большая, чем расстояние между фокусами, называется эллипсом.
Согласно определению эллипса, сумма расстояний от произвольной точки М на этой линии до его фокусов F1 и F2 по​стоянна (рис. 3.12):               

[image: image255.png]T1 +re = 2a.
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Рис. 3.12

Отсюда можно вывести уравнение эллипса в его основной (канонической) форме:
[image: image257.png](3.13)




где а и b — полуоси эллипса, b2 = а2 — с2, точка O (0,0) — центр эллипса, с — половина расстояния между фокусами эл​липса. Из уравнения (3.13) следует, что оси эллипса являются его осями симметрии, а точка их пересечения — центром его симметрии.
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В частном случае, когда a = b, фокусы эллипса сливаются, т.е. с = 0, и мы имеем окружность радиуса а с центром в начале координат. Характеристикой эллипса, показывающей меру его вытянутости, является эксцентриситет — величина, определяемая отношением
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2. Гипербола. Гиперболой называется линия, для всех то​чек которой модуль разности расстояний от двух данных то​чек, называемых фокусами, есть величина постоянная и мень​шая, чем расстояние между фокусами.

На рис. 3.13 показаны все основные элементы гиперболы. Разность расстояний от произвольной точки М на гиперболе до фокусов F1 и F2, согласно определению, есть величина по​стоянная: 
[image: image260.png]™ — ’r‘gl = 2a.




Из этой основной предпосылки выводится каноническое урав​нение гиперболы, которое имеет вид
[image: image261.png]



где b2 = с2 — а2. 

Нетрудно видеть, что прямые у = ±
[image: image262.wmf]a

b

х являются наклонными асимптотами гиперболы. Линия (3.14) имеет две оси сим​метрии, точка пересечения которых является центром симмет​рии гиперболы. 

3. Парабола. Параболой называется линия, все точки ко​торой находятся на одинаковом расстоянии от данной точки, называемой фокусом, и от данной прямой, называемой дирек​трисой и не проходящей через фокус.

Согласно определению, точка М(х, у) лежит на параболе, если r1 = r2. Отсюда и выводится каноническое уравнение параболы, которое имеет вид
[image: image263.png]y = /2pz. (3.15)




График параболы (3.15) показан на рис. 3.14. Нетрудно видеть, что перемена осей координат приводит к более привычному уравнению параболы вида у = Ах2, где А — постоянное число.
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Рис. 3.14
УПРАЖНЕНИЯ
Найти области определения функций, заданных следующими формулами.
3.1. у = 3x - 2. 3.2. у = х2 – 5x + 6. 3.3. 
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3.15. f(x) = x2 + x – 2, найти f(0), f(1), f(-3).  3.16. f(x) = arccos (lg x), найти f(1/10), f(1), f(10).  3.17. 
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3.18. Спрос и предложение на некоторый товар на рынке опи​сываются линейными зависимостями вида 

[image: image278.png]D(P)=a—-bP, S(P)=dP+ec.




1) Определить равновесную цену; 2) установить графичес​ким способом, является ли модель паутинного рынка "скручи​вающейся". Варианты задания параметров зависимостей спро​са и предложения:

а) а = 19, b = 2, с = 3, d = 2; б) а = 15, b = 3, с = 1, d = 4; в) а = 11, b = 3, с = 3, d = 1; г) а = 23, b = 3, с = 5, d = 6. 
Найти пределы.
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Найти точки разрыва функций и определить типы разрывов.
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Глава 4. ОСНОВЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

4.1. Понятие производной 

Определение производной
Пусть функция f(x) определена на некотором промежутке X. Придадим значению аргумента в точке x0 
[image: image301.wmf]Î

 Х произволь​ное приращение Δx так, чтобы точка x0 + Δx также принад​лежала X. Тогда соответствующее приращение функции f(x) составит Δу = f(x0 + Δx) — f(x0).

Определение 1. Производной функции f(x) в точке x0 назы​вается предел отношения приращения функции в этой точке к приращению аргумента при Δx 
[image: image302.wmf]®

 0 (если этот предел сущест​вует).
Для обозначения производной функции употребимы симво​лы у' (x0) или f'(x0):
[image: image303.png]f'(zo) = lim Ay _ lim f(z0 + A2) f"f(mO). . (4.1)
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Если в некоторой точке x0 предел (4.1) бесконечен:
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то говорят, что в точке x0 функция f(x) имеет бесконечную производную.
Если функция f(x) имеет производную в каждой точке мно​жества X, то производная f'(x) также является функцией от аргумента х, определенной на X.
Геометрический смысл производной
Для выяснения геометрического смысла производной нам понадобится определение касательной к графику функции в данной точке.

Определение 2. Касательной к графику функции у = f(x) в точке М называется предельное положение секущей MN, ког​да точка N стремится к точке М по кривой f(x).

Пусть точка М на кривой f(x) соответствует значению ар​гумента x0, а точка N — значению аргумента x0 + Δx (рис. 4.1). Из определения касательной следует, что для ее существования в точке x0 необходимо, чтобы существовал предел 
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, который равен углу наклона касательной к оси Оx. Из треугольника MNA следует, что
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Если производная функции f(x) в точке x0 существует, то, согласно (4.1), получаем
[image: image308.png]tg po = f' (o). .

(4.2)




Отсюда следует наглядный вывод о том, что производная f'(x0) равна угловому коэффициенту (тангенсу угла наклона к положительному направлению оси Ох) касательной к графику функции у = f(x) в точке М(x0, f(x0)). При этом угол наклона касательной определяется из формулы (4.2):
[image: image309.png]wo = arctg f'(zo).




Физический смысл производной

Предположим, что функция l = f(t) описывает закон дви​жения материальной точки по прямой как зависимость пути l от времени t. Тогда разность Δl = f(t + Δt) - f(t) — это путь, пройденный за интервал времени Δt, а отношение Δl/Δt — средняя скорость за время Δt. Тогда предел 
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определяет мгновенную скорость точки в момент вре​мени t как производную пути по времени.

В определенном смысле производную функции у = f(x) можно также трактовать как скорость изменения функции: чем больше величина f'(x), тем больше угол наклона касательной к кривой, тем круче график f(x) и быстрее растет функция.

Правая и левая производные
По аналогии с понятиями односторонних пределов функ​ции вводятся понятия правой и левой производных функции в точке.

Определение 3. Правой (левой) производной функции у = f(x) в точке x0 называется правый (левый) предел отноше​ния (4.1) при Δx 
[image: image311.wmf]®

 0, если этот предел существует.

Для обозначения односторонних производных используется следующая символика:
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Если функция f(x) имеет в точке x0 производную, то она имеет левую и правую производные в этой точке, которые сов​падают.
Приведем пример функции, у которой существуют одно​сторонние производные в точке, не равные друг другу. Это f(x) = |x|. Действительно, в точке х = 0 имеем f’+(0) = 1, f'-(0) = -1 (рис. 4.2) и f’+(0) ≠ f’-(0), т.е. функция не имеет производной при х = 0. 
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Операцию нахождения производной функции называют ее дифференцированием; функция, имеющая производную в точ​ке, называется дифференцируемой.
Связь между дифференцируемостью и непрерывностью функции в точке устанавливает следующая теорема.
ТЕОРЕМА 1. Если функция дифференцируема в точке x0, то она и непрерывна в этой точке.

Обратное утверждение неверно: функция f(x), непрерыв​ная в точке, может не иметь производную в этой точке. Таким примером является функция у = |x|; она непрерывна в точке x = 0, но не имеет производной в этой точке.

Таким образом, требование дифференцируемости функции является более сильным, чем требование непрерывности, по​скольку из первого автоматически вытекает второе.

Уравнение касательной к графику функции в данной точке

Как было указано в разделе 3.9, уравнение прямой, про​ходящей через точку М(x0, у0) с угловым коэффициентом k имеет вид          

[image: image314.png]y—yo=k(z —zp).




Пусть задана функция у = f(x). Тогда поскольку ее произ​водная в некоторой точке М(x0, у0) является угловым коэффи​циентом касательной к графику этой функции в точке М, то отсюда следует, что уравнение касательной к графику функ​ции f(x) в этой точке имеет вид
[image: image315.png]Y-y = f'(:z:o)(a: —330)-




4.2. Понятие дифференциала функции

Определение и геометрический смысл дифференциала

Определение 1. Дифференциалом функции у = f(x) в точке x0 называется главная линейная относительно Δx часть приращения функции в этой точке:    

[image: image316.png]dy = fl(‘l"O)Amd G LU V) (43)




Дифференциалом dx независимой переменной х будем называть приращение этой переменной Δx, т.е. соотношение (4.3) принимает вид
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Из равенства (4.4) производную f'(x) в любой точке х мож​но вычислить как отношение дифференциала функции dy к дифференциалу независимой переменной dx:

[image: image318.png](4.5)




Дифференциал функции имеет четкий геометрический смысл (рис. 4.3). Пусть точка М на графике функции у = f{x) соответствует значению аргумента x0, точка N — зна​чению аргумента x0 + Δx, MS — касательная к кривой f(x) в точке М, φ — угол между касательной и осью Ох. Тогда МА — приращение аргумента, AN — соответствующее при​ращение функции. Рассматривая треугольник АВМ, получа​ем, что АВ = Δx tg φ = f'(x0) Δx = dy, т.е. это главная по по​рядку величины Δx и линейная относительно нее часть прира​щения функции Δу. Оставшаяся часть более высокого порядка малости соответствует отрезку BN.
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Приближенные вычисления с помощью дифференциала

Приближенные вычисления с применением дифференциала функции основаны на приближенной замене приращения функ​ции в точке на ее дифференциал:
[image: image320.png]~
~




Абсолютная погрешность от такой замены является, как сле​дует из рис. 4.3, при Δx 
[image: image321.wmf]®

 0 бесконечно малой более высокого порядка по сравнению с Δx. Подставляя в это приближенное соотношение формулу (4.4) и выражение для Δу, получаем
[image: image322.png]f(zo + Az) = f(zo) + f'(z0)Az. (4.6)




Формула (4.6) является основной в приближенных вычисле​ниях.

Пример. Вычислить приближенное значение корня 
[image: image323.wmf]07
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Решение. Рассмотрим функцию f(x) = x0,5 в окрестности точки x0 = 1. Поскольку, как будет показано далее, производ​ная этой функции вычисляется по формуле f'(x) = 
[image: image324.wmf]x
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, то, принимая Δx = 0,07, получаем из формулы (4.6)
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4.3. Правила дифференцирования суммы, произведения и частного    
Приведем без доказательства одну из основных теорем диф​ференциального исчисления.

ТЕОРЕМА 2. Если функции и(х) и v(x) дифференцируемы в точке х0, то сумма (разность), произведение и частное этих функций (частное при условии v(x) ≠ 0) также дифференци​руемы в этой точке, причем справедливы следующие форму​лы:
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4.4. Таблица производных простейших элементарных функций

Производные всех простейших элементарно функций мо​жно свести в следующую таблицу.

1. (С)' = 0, где С — постоянное число.    
2. (xα)' = αxα-1; в частности, 
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3. (logax)' = 
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logae; в частности, (ln x)' = 
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4. (аx)' = ax ln а; в частности, (еx)' = еx.

5. (sin x)' = cos x. 
6. (cos x)’= -sin x.

7.(tg x)' = 
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8. (ctg x)' = - 
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9. (arcsin х)' = 
[image: image335.wmf]2

1

1

x

-

.
10. (arccos x)' = - 
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11. (arctg x)' = 
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12. (arcctg x)' = - 
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Формулы, приведенные в таблице, вместе с правилами диф​ференцирования (теорема 4.2) являются основными формула​ми дифференциального исчисления. Отсюда можно сделать важный вывод: поскольку производная любой элементарной функции есть также элементарная функция, то операция диф​ференцирования не выводит из класса элементарных функций.
4.5. Дифференцирование сложной функции

ТЕОРЕМА 3. Пусть функция х = φ(t) имеет производную в точке t0, а функция у = f(x) имеет производную в соответ​ствующей точке x0 = φ(t0). Тогда сложная функция f[φ(t)] имеет производную в точке t0 u справедлива следующая фор​мула:          

[image: image339.png]y'(to) = ‘Z—Z: e = f'(zo) ' (o) (47)




В теореме 4.3 рассмотрена суперпозиция двух функций, где у зависит от t через промежуточную переменную х. Возможна и более сложная зависимость с двумя и более промежуточны​ми переменными, однако правило дифференцирования сложной функции остается тем же. Например, если у = у(х), х = φ(и), и = ψ(t), то производная y'(t) вычисляется по формуле
[image: image340.png]y'(t) = y'(2) ¢’ (u) ¥/ (1)




Рассмотрим несколько примеров на дифференцирование сложной функции.

Пример 1. Найти производную функции у = tg (x3).
Решение. Эту функцию можно представить через проме​жуточную переменную и как y = tg u, и = х3. Тогда по фор​муле (4.7) имеем
[image: image341.png]



Пример 2. Найти производную функции у = 
[image: image342.wmf]x
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Решение. Здесь функция представляется с помощью трех промежуточных переменных: у = еu, и = v2, v = tg w, w = 4x. Применяя правило (4.7) дифференцирования сложной функ​ции, последовательно получаем               
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Пример 3. Найти угол наклона к оси Оx касательной к гра​фику функции 
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Решение. Данная функция является суммой двух сложных функций, представляемых через промежуточные переменные как

[image: image345.png]= u
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Применяя правила дифференцирования суммы функций и сложных функций, получаем
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Поскольку тангенс угла наклона касательной к оси Ох при х = 0 равен значению производной в этой точке, из последнего равенства получаем, подставляя в него х = 0:
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откуда φ = arctg 1 = 45°.

4.6. Понятие производной n-го порядка

Производная f'(x) функции f(x) сама является функцией аргумента х, и по отношению к ней также можно ставить во​прос о производной. Производная от первой производной некоторой функции у = f(x) называется второй производной, или производной второго порядка этой функции. Производ​ная от второй производной называется третьей производной, или производной третьего порядка. Этот процесс можно про​должить. Производные начиная со второй называются произ​водными высших порядков. Для их обозначения используют символы: у", у'", у(4), у(5), ..., у(n) (для второй и третьей производных соответственно еще и у(2) и у(3)) или вместо у пишут f(x): f"(x), f"(х), ..., f(n)(x).

Производная n-го порядка определяется, таким образом, как производная от производной (n — 1)-го порядка: y(n) = (y(n-1))'
Рассмотрим несколько примеров на вычисление производ​ных высших порядков.

Пример 1. Найти производную второго порядка от функции у = х3 + 2х.

Решение. Последовательно находим первую производную, а затем и производную от нее:

[image: image348.png]y =322+2, ' =6z




Пример 2. Найти производную второго порядка от функции 
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Решение. Сначала находим первую производную сложной функции:
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Затем ищем вторую производную, дифференцируя полученное произведение функций:             
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Пример 3. Найти производную третьего порядка от функции у = х In х.
Решение. Последовательно находим
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Пример 4. Найти производную n-го порядка от функции y = e2x.
Решение: Находим

[image: image353.png]



т.е. каждое дифференцирование прибавляет к исходной функ​ции сомножитель 2. Отсюда получаем   

[image: image354.png]y(n) —9n 621:.




В заключение укажем формулы для вычисления производ​ных n-го порядка для функций sin х и cos х. Нетрудно убедить​ся, что
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УПРАЖНЕНИЯ
Найти производные следующих функций.

4.1. у = x3 + 3x2 – 2x + 1. 4.2. у = 5x7 + 3x3 – 4x - 1. 4.3. у = 
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 4.5. y = 
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4.6. у = 3x5 + 2 sin x + 5 tg x. 4.7. у = 
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 4.8. у = log2 х — 3 log3 x. 4.9. у = 3ex + arctg х —  arcsin x.
4.10. y = 5x + 6x + 
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4.13. у =  
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4.15. у =
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4.18. y = 
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4.21. y = x2 - 
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4.22. у = x ln x, найти f'(1), f'(e), f'(1/e), f'(1/e2).
4.23. у = sin 4x. 4.24. у = cos (x2 – 2x + 1). 4.25. у = sin2 х. 4.26. у =
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4.29. у = arctg 
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4.32. у = arctg2 
[image: image375.wmf]x
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4.35. у = xх. 4.36. у = xcosx.                             
Составить уравнения касательных к графикам следующих функций.

4.37. у = x2 в точке М (1, 1). 4.38. у = ln х в точке М (1, 0).

4.39. у = е2x в точке пересечения с осью Оу.
4.40. Найти угол наклона к оси Ох касательной к гиперболе у = 1 / х в точке (1, 1).

4.41. Найти приближенное приращение функций у = х2, если x = 2 и Δx = 0,01.

4.42. С помощью дифференциалов найти приближенные зна​чения: а) 
[image: image376.wmf]101

, б) 
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, в) 
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, г) 
[image: image379.wmf]3

9

, д) 
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Найти производные второго порядка от функций:

4.43. у = tg х. 4.44. у = sin2 x. 4.45. у = 
[image: image381.wmf]2

x
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4.46. у = x sin x. 4.47. у = 
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Найти производные третьего порядка от функций:

4.48. у = x e-x. 4.49. у = ex sin x. 4.50. у = x ln x. 

Найти производные n-го порядка от функций:

4.51. у = ln x. 4.52. у = sin 2x. 4.53. у = 3х. 4.54. у = x2 ln x. 4.55. у = х cos x. 4.56. у = x3еx.

Глава 5. ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ В ИССЛЕДОВАНИИ ФУНКЦИЙ      
5.l. Раскрытие неопределенностей

Правило Лопиталя

Будем говорить, что отношение двух функций 
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 a есть неопределенность вида 
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Раскрыть эту неопределенность означает вычислить предел 
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, если он существует.

ТЕОРЕМА 1 (теорема Лопиталя*). Пусть функции f(x) и g(х) определены и дифференцируемы в некоторой окрестнос​ти точки а за исключением, быть может, самой точки a. Кроме того, пусть 
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, причем g'(х) ≠ 0 в указанной окрестности точки а. Тогда если существует предел отношения 
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 (конечный или бесконечный), то существует и предел 
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, причем справедлива формула
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* Гийом Франсуа Антуан де Лопиталь — французский математик (1661 — 1704).                                           

Эту теорему обычно называют правилом Лопиталя.
Замечание 1. Правило Лопиталя можно применять повторно, если f'(x) и g'(х) удовлетворяют тем же требо​ваниям, что и исходные функции f(x) и g(х).

Замечание 2. Теорема остается верной и в случае, когда х 
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Теперь рассмотрим примеры.

Пример 1.
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Здесь мы дважды последовательно применили правило Ло​питаля, поскольку два раза имели дело с неопределенностью вида 
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Пример 2.
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Пример 3.
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Неопределенности вида 
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Будем называть отношение двух функций 
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Пример 4. 
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Пример 5.
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Другие виды неопределенностей

Неопределенности вида 0 ∙ 
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 и 
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 можно свести к неопределенностям вида 
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. Покажем это на примерах.

Пример 6. Найти предел 
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Решение. Здесь неопределенность вида 0 ∙ 
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. Преобразуем функцию под знаком предела: х ln х = 
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 и теперь уже имеем неопределенность вида 
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 0+. Теперь, применяя правило Лопиталя, получаем
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Пример 7. Найти 
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Решение. Это неопределенность вида 
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. Преобразуя функцию под знаком предела, получаем
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Теперь это неопределенность вида 
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Рассмотрим неопределенности вида 00, 1
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, 
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0, возникаю​щие при вычислении пределов функций у = и(х)v(x). Неопреде​ленности этого вида сводятся к неопределенности вида 0 ∙ 
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, уже рассмотренной выше, с помощью тождественного преоб​разования
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Пример 8. Найти предел 
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Решение. Это предел вида 00; используя формулу (5.1), имеем с учетом решения шестого примера
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Пример 9. Найти предел
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Решение. Это предел вида 1
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. Найдем предел функции у = ctg x ln(1 + x) при x 
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Следовательно, искомый предел равен
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5.2. Формула Маклорена 
Разложение функций по формуле Маклорена

Одним из основных принципов математики является пред​ставление сложного через более простое. Формула Маклорена* как раз и является реализацией этого принципа. Любые функ​ции, дифференцируемые достаточное число раз в точке х = 0, могут быть представлены в виде многочлена некоторой степе​ни. Многочлены же являются наиболее простыми элементар​ными функциями, над которыми удобно выполнять арифмети​ческие действия, вычислять значения в любой точке и т.д.

* Колин Маклорен — шотландский математик (1698 — 1746).

Итак, функцию f(x), имеющую (n + 1) производных в точке х = 0, можно представить по формуле Маклорена вместе с остаточным членом:
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Формула (5.2) дает возможность разложить функцию f(x) по формуле Маклорена (в окрестности нуля) или, что то же самое, представить f(x) в виде многочлена, коэффициенты ко​торого вычисляются достаточно просто. Эта формула широко используется и для приближенных вычислений значений раз​личных функций; при этом погрешность вычислений оценива​ется по остаточному члену о(xn).

Рассмотрим примеры разложения функций по формуле Маклорена.

Пример 1. f(x) = еx.
Решение. Поскольку (ex)(n) = eх, f(n)(0) = е0 = 1 для любого п, формула Маклорена (5.2) имеет вид
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Формула (5.3) используется для вычисления числа е с лю​бой необходимой точностью. Отсюда при х = 1 получаем при​ближенное значение числа е ≈ 2,7182818 ....

Пример 2. f(x) = sin x.

Решение. Нетрудно проверить, что f(n)(x) = sin 
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Подстановка в формулу (5.3) приводит к выражению
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Пример 3. f(x) = cos x.

Решение. По аналогии с функцией синуса имеем 
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, откуда получаем
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Подстановка в формулу (5.2) приводит к разложению по формуле Маклорена:
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Пример 4. f(x) = ln (l + х).

Решение. Так как 
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, то f(0) = 0, 
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; подстановка в формулу (5.2) приводит к разложению функции ln (1 +x) по формуле Маклорена (при этом 0! = 1):
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Пример 5. f(x) = (1 + x)α, где α — вещественное число.

Решение.  Производная n-го порядка имеет вид f(n)(x) = α (α - 1)( α - 2)... (α - n +1)(1 + x) α-n, т.е. f(n)(0) = α (α — 1)... (α - п + 1), и формула Маклорена для данной функции такова:
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В частном случае, когда α = п — целое число, имеем f(n + l) = 0 и формула (5.7) переходит в формулу бинома Нью​тона:
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т.е. бином Ньютона является частным случаем формулы Мак​лорена.

Формула Маклорена в асимптотических формулах и вычислениях пределов функций

Формулы (5.3)-(5.7) представляют собой асимптотичес​кие формулы (или оценки) соответственно для функций eх, sin x, cos x, ln (l + x), (1 + x) α при x 
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 0. Аналогичные раз​ложения можно получить с использованием формулы (5.2) и для других функций. Асимптотические формулы эффективно применяются при вычислении пределов функций. Покажем это на примере.

Пример 6. Найти 
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Решение. Применяя формулу (5.2) при п = 2, получаем
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5.3. Исследование функций и построение графиков

Признак монотонности функции

Одной из существенных характеристик функции являет​ся ее поведение на отдельных интервалах — возрастание или убывание. Это определяется приводимой ниже теоремой, дока​зательство которой мы опускаем.

ТЕОРЕМА 2. Если функция f (x) дифференцируема и f'(x) ≥ 0 (f'(x) ≤ 0) на интервале (а, b), то она не убывает (не возрас​тает) на этом интервале.

При f'(x) > 0 (f'(x) < 0) имеем признак строгой моно​тонности, т.е. функция возрастает (убывает). Геометрическая интерпретация связи знака производной функции и характера ее изменения очевидна (рис. 5.1): если углы наклона касатель​ных на каком-то интервале являются острыми, то функция на этом интервале возрастает: tg φ > 0; при тупом угле наклона касательной функция убывает и tg φ < 0.
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Точки локального экстремума

Определение 1. Точка x0 называется точкой локального мак​симума (минимума) функции f(x), если для любого х ≠ x0 в не​которой окрестности точки x0 выполнено неравенство f(x0) > f(х) (f(x0) < f(x)).
Локальный минимум и локальный максимум объединены общим названием локальный экстремум. 
ТЕОРЕМА 3 (необходимое условие существования локаль​ного экстремума). Если функция f(x) дифференцируема в точке x0 и имеет в этой точке локальный экстремум, то f'(x0) = 0.

Геометрический смысл теоремы 5.3 указан на рис. 5.2: если в точках локальных экстремумов существуют касательные, то они параллельны оси Ох.
Точки, в которых касательные параллельны оси Оx, а зна​чит, производная равна нулю, называют точками возможного экстремума, или стационарными точками. Если x0 — точка возможного экстремума, т.е. f'(x0) = 0, то она может и не быть точкой локального экстремума. Например, для функции f(x) = x3 (рис. 3.1) производная при х = 0 равна нулю, од​нако в этой точке нет локального экстремума. Таким образом, теорема 5.3 не является достаточным условием существования локального экстремума.
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ТЕОРЕМА 4 (достаточное условие существования локаль​ного экстремума). Пусть функция f(x) дифференцируема в некоторой окрестности точки x0. Если при переходе через точку x0 слева направо производная f'(x) меняет знак с плю​са на минус (с минуса на плюс), то в точке x0 функция f(x) имеет локальный максимум (минимум). Если же f'(x) не ме​няет знака в δ-окрестности точки x0, то данная функция не имеет локального экстремума в точке x0.

Рассмотрим применение доказанных теорем на примерах нахождения точек локальных экстремумов функций.

Пример 1. Найти точки локального экстремума и интервалы монотонности функции f(x) = х3 — 7,5x2 + 18x.

Решение. Сначала находим производную f'(x) = 3x2 — 15x + 18. Приравнивая ее к нулю и решая уравнение х2 — 5х + 6 = 0, находим две точки возможного экстремума: x1 = 2 и x2 = 3. Нетрудно видеть, что f'(x) при переходе через точку x1 =2 меняет знак с "+" на "-", т.е. в этой точке имеет место локальный максимум; аналогично устанавливается, что в точке x2 = 3 функция f'(х) имеет локальный минимум.
Найдем теперь интервалы монотонности данной функции (рис. 5.3). Поскольку f'(x) > 0 при х 
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,2), то в силу теоремы 5.2 функция монотонно возрастает на этом интер​вале; (2, 3) является интервалом монотонного убывания f(x) (f'(x) < 0), а на интервале (3, +
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) функция монотонно воз​растает (f'(x) > 0).
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Пример 2. Найти размеры консервной банки, имеющей форму цилиндра (радиус r и высоту h) заданного объема V, при кото​рых полная поверхность сосуда будет минимальной. Эта зада​ча имеет производственный смысл: найти оптимальные разме​ры банки, при которых затраты материала на ее изготовление будут минимальны.

Решение. Исходя из формулы объема цилиндра V = πr2h, выразим h:
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Как известно, полная поверхность цилиндра дается формулой
[image: image463.png]S = 2nrh + 2772,




Подставляя сюда формулу для h, получаем S как функцию от r:
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Минимум этой функции найдем из условия S' (r) = 0, от​куда получаем уравнение 2r — V / π r2 = 0. Из этого уравнения находим оптимальное значение r; его подставляем в формулу для h и окончательно вычисляем оптимальные размеры банки:
[image: image465.png]r=V/2r, h=4V/x.




Например, при V = 0,33 л оптимальные размеры банки соста​вят: диаметр дна ≈ 7,5 см и высота ≈ 7,5 см.

Выпуклость и точки перегиба графика функции

Определение 2. Будем говорить, что график функции y = f(x) имеет на интервале (а, b) выпуклость, направленную вниз (вверх), если он расположен не ниже (не выше) любой каса​тельной к графику функции на (а, b) (рис. 5.4).
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Способ определения направления выпуклости графика функции дается теоремой, приведенной ниже без доказатель​ства.

ТЕОРЕМА 5. Если функция у = f(х) имеет на интервале (а, b) вторую производную и f"(x) ≥ 0 (f"(x) ≤ 0) на (а, b), то график функции имеет на (а, b) выпуклость, направленную вниз (вверх).

Определение 3. Точка М(x0, f(x0)) называется точкой пере​гиба графика функции у = f(x), если в точке М график имеет касательную и существует такая окрестность точки x0, в пре​делах которой график функции f(x) имеет разные направления выпуклости.

В точке перегиба касательная пересекает график функции, поскольку он переходит с одной стороны касательной на дру​гую, т.е. "перегибается" через нее (рис. 5.5).

ТЕОРЕМА 6. (необходимое условие существования точки перегиба). Пусть график функции у = f(x) имеет перегиб в точке M(x0, f(x0)) и функция f(x) имеет в точке x0 непре​рывную вторую производную. Тогда
[image: image467.png]f (@) = 0. (5.8)




Отметим, что не всегда условие f"(x0) = 0 означает нали​чие точки перегиба на графике функции у = f(x). Например, график функции у = x2n (п > 1) не имеет перегиба в точке (0, 0), хотя при х = 0 вторая производная равна нулю. Потому равенство (5.8) является только необходимым условием пере​гиба. Точки графика, для которых условие (5.8) выполнено, будем называть критическими. В каждой такой точке необхо​димо исследовать дополнительно вопрос о наличии перегиба; здесь имеется полная аналогия с существованием экстремума функции.
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ТЕОРЕМА 7 (достаточное условие существования точки пе​региба). Пусть в некоторой окрестности точки x0 вторая производная функции у = f(x) имеет разные знаки слева и справа от x0. Тогда график у = f(x) имеет перегиб в точке М(x0, f(x0)).
Теорема верна и для случая, когда f"(x) существует в не​которой окрестности точки x0 за исключением самой точки x0 и существует касательная к графику функции в точке М. На​пример, функция f(x) = x1/3 в точке х = 0 имеет бесконечные производные; в точке O(0, 0) касательная совпадает с осью Оу. Однако график этой функции имеет перегиб в начале коорди​нат, поскольку вторая производная f"(x) = -2 /(9x5/3) имеет разные знаки слева и справа от точки х = 0 (рис. 5.6). Рас​смотрим примеры: найти точки перегиба и направления вы​пуклости графиков следующих функций.
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Пример 3. f(x) = ехр (-x2).

Решение. Последовательно находим f'(x)= -2x exp(—x2), f"(x) = 2 exp (-x2)(2x2 — 1). Приравнивая вторую производ​ную к нулю, получаем критические точки х = ±1/
[image: image470.wmf]2

. Вви​ду зависимости функции от х2 достаточно исследовать точку x = l/
[image: image471.wmf]2

. Нетрудно видеть, что при переходе через эту точку слева направо f"(x) меняет знак с минуса на плюс. Следова​тельно, на левой ветви функции точка M1(-1 / 
[image: image472.wmf]2

, e-1/2) явля​ется точкой перегиба графика функции со сменой выпуклости вниз слева на выпуклость вверх справа (рис. 5.7). На правой ветви в точке перегиба М2(1/
[image: image473.wmf]2

, е-1/2) графика функции име​ет место смена выпуклости вверх слева на выпуклость вниз справа.
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Пример 4. f(x) = ln (х2 – 2x + 2).

РHешение. Вторая производная равна 
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. Приравнивая ее к нулю, получаем критические точки x1 = 0, x2 = 2. Несложный анализ квадратного трехчлена х(2 — х), стоящего в числителе второй производной и определяющего ее знак, показывает, что точка перегиба M1 (0, ln 2) графи​ка функции меняет выпуклость вверх слева на выпуклость вниз справа; в другой точке перегиба М2 (2, ln2) выпуклость графика функции вниз слева меняется на выпуклость вверх справа.

Асимптоты графика функции

Часто оказывается, что график функции неограниченно приближается к некоторой прямой. Такого рода прямые назы​ваются асимптотами. Неограниченность приближения графи​ка функции к асимптоте означает, что расстояние от графика до этой прямой (перпендикуляр, опущенный из произвольной точки графика на прямую) стремится к нулю.

Различают три вида асимптот: вертикальные, горизон​тальные и наклонные.

Определение 4. Прямая х = а называется вертикальной асимптотой графика функции у = f(x), если хотя бы одно из предельных значений 
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Вертикальные асимптоты обычно сопутствуют точкам раз​рыва второго рода. Например, график функции у = е1/x име​ет вертикальную асимптоту х = 0, так как f(x) 
[image: image480.wmf]®
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Определение 5. Прямая у = kx + b называется наклонной асимптотой графика функции у = f(x) при х 
[image: image483.wmf]®

 ±
[image: image484.wmf]¥

, если f(x) можно представить в виде
[image: image485.png]f(z) = kz + b+ a(z),




где α(х) 
[image: image486.wmf]®

 0 при х 
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Это определение относится как к наклонной, так и к гори​зонтальной асимптотам: в случае горизонтальной асимптоты угловой коэффициент k в (5.9) равен нулю.

Укажем способ нахождения коэффициентов k и b в уравне​нии наклонной асимптоты. Разделив обе части равенства (5.9) на x и перейдя к пределу при х 
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т.е. k = 
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. Затем из равенства (5.9) находим:
[image: image493.png]Jim b+ a(z)] = b = lim [f(x) - ka].




Рассмотрим примеры: найти асимптоты графиков функ​ций.

Пример 5. f(x) = 
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Решение. Найдем вертикальную асимптоту. Точка x = -1 является точкой разрыва 2-го рода, причем
[image: image495.png]lim f(z) =400, lim f(z)=—oc0.
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Затем находим наклонные асимптоты:
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Таким образом, получаем уравнение наклонной асимптоты
[image: image498.png]y=12r—2.




Пример 6. f(x) = х + e-x.
Решение. Вертикальных асимптот здесь нет, поскольку точки разрыва 2-го рода отсутствуют. Отыщем наклонную асимптоту:

[image: image499.png]



Таким образом, уравнение наклонной асимптоты имеет вид

[image: image500.png]



Схема исследования графика функции

Приведем схему исследования поведения функции и постро​ения ее графика.

1. Найти область определения функции.

2. Определить возможный тип симметрии функции: чет​ность или нечетность функции. Функция f(x) называется чет​ной, если выполнено условие симметрии ее графика относи​тельно оси Оу:
[image: image501.png](5.10)




Функция f(x) называется нечетной, если выполнено условие симметрии ее графика относительно начала координат O (0, 0):
[image: image502.png]f=z) = —f(z).

(5.11)




При наличии симметрии достаточно построить график функции на правой координатной полуплоскости и затем ото​бразить его на левую половину: зеркально относительно оси Оу в случае (5.10) (рис. 5.8,а) или с центральной симметрией в случае (5.11) (рис. 5.8,6).
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3. Найти точки пересечения графика функции с осями коор​динат Ох и Оу, т.е. решить соответственно уравнения у = f(0) и f(x) = 0.

4. Найти асимптоты.

5. Найти точки возможного экстремума.

6. Найти критические точки.

7. Исследовать знаки первой и второй производных, опреде​лить участки монотонности функции, направление выпуклос​ти графика, точки экстремума и перегиба.

8. Определить максимум и минимум функции на области ее определения. Если областью определения функции является отрезок [а, b], необходимо вычислить значения функции в его концах и сопоставить их с локальными экстремумами.

9. Построить график функции с учетом проведенного ис​следования.

Пример 7. Исследовать и построить график функции
[image: image504.png](5.12)




Решение. Действуем по приведенной выше схеме.

1. Область определения функции: х ≠ 0 или х 
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).
2. Функция (5.12) является нечетной, так как f(-x) = - f(x).

3. Уравнение f(x) = 0 дает корни х = ±1 (точки пересече​ния с осью Ох). Пересечения с осью Оу нет в силу п.1.

4. Имеется вертикальная асимптота — ось Оу, так как пре​дел f(x) при х 
[image: image509.wmf]®

 0 бесконечен: f(x) 
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Определяем наклонную асимптоту:
[image: image516.png]



Итак, уравнение наклонной асимптоты: у = х.
5. f'(x) = 
[image: image517.wmf]2
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, т.е. производная нигде не равна нулю и точек возможного экстремума нет. В области определения везде f'(x) положительна.

6. f"(x) = —2/х3 — критических точек нет.

7. Функция (5.12) монотонно возрастает на всей области своего определения, так как ее производная всюду положитель​на. В левой координатной полуплоскости выпуклость графика функции направлена вниз (f"(x) > 0), в правой полуплоскости выпуклость направлена вверх (f"(x) < 0).

8. Наибольшего и наименьшего значений функции не су​ществует, поскольку область ее значений неограничена.

9. График функции (5.12) приведен на рис. 5.9.
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5.4. Применение в экономике 
Предельные показатели в микроэкономике

Приведем примеры двух предельных показателей в микро​экономике.

1. Первый из них связан с зависимостью себестоимости С произведенной продукции от ее объема Q: С = f(Q). Так называемая предельная себестоимость характеризует себестои​мость ΔC прироста продукции ΔQ:
[image: image519.png](5.13)




В предположении о непрерывной зависимости ΔС от ΔQ естес​твенно напрашивается замена разностного отношения в (5.13) его пределом:
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Обычно в приложениях с использованием аппарата математи​ки под предельной себестоимостью понимают именно величину (5.13а).

Например, пусть зависимость издержек производства от объема выпускаемой продукции выражается формулой
[image: image521.png]C = 40Q — 0,03Q? nex. en.




Определим средние и предельные издержки при объеме про​дукции Q = 15 ден. ед.

А) Функция средних издержек на единицу продукции опре​деляется по формуле 
[image: image522.wmf]C

 = C/Q, или в нашем случае
[image: image523.png]C = 40 - 0,03Q?,




откуда 
[image: image524.wmf]C

(15) = 40 - 0,03 ∙ 225 = 33,25 ден. ед.

Б) Предельные издержки определяются, согласно (5.13а), по формуле
[image: image525.png]' =
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откуда при Q = 15 получаем С' (15) = 19,75 ден. ед.

Иными словами, при средних издержках на производство единицы продукции в 33,25 ден. ед. дополнительные затраты на производство единицы дополнительной продукции составят 19,75 ден. ед. и не превысят средних издержек.

2. В анализе и прогнозах ценовой политики применяется понятие эластичности спроса. Пусть D = f(Р) — функция спроса от цены товара Р (см. п. 3.1). Тогда под эластичнос​тью спроса понимается процентное изменение спроса при из​менении цены товара на один процент:
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Как и в предыдущем случае, в случае непрерывной зависимос​ти ΔD от ΔQ удобно перейти к пределу при ΔР 
[image: image527.wmf]®

 0:
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Аналогичное понятие можно ввести и для функции предло​жения S(P). Напомним, что функция D(P) убывает, а функция S(P) возрастает с ростом цены Р.
Укажем некоторые свойства эластичности. Как следует из формулы (5.14а), ее можно выразить так:
[image: image529.png]E(D) = P(InD(P)Y. (5.146)




Из равенства (5.14 б) следует, что E(D) обладает свойствами логарифма, а значит,
[image: image530.png]E(D1Ds) = E(D1) + E(D3), E(D1/D2) = E(D1) — E(Dy).




Заметим, что поскольку функция D(P) убывающая, то D'(P) < 0, а тогда согласно формуле (5.14а) и E(D) < 0. Напротив, поскольку функция предложения возрастающая, то соответствующая эластичность E(S) > 0.

Различают три вида спроса в зависимости от величины |E(D)|:
а) если |E(D)| > 1 (E(D) < -1), то спрос считается элас​тичным;

б) если |E(D)| = 1 (E(D) = -1), то спрос нейтрален;

в) если |E(D)| < 1 (E(D) > -1), то спрос неэластичный. 
Рассмотрим два примера из этой области.

Пример 1. Пусть функция спроса описывается формулой
[image: image531.png]D(P) = Dgexp(—kP?),




где D0 и k — известные величины. Найти, при каких значениях цены Р спрос будет эластичным.

Решение. Согласно формуле (5.14а) составляем выраже​ние для E(D):
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Для того чтобы спрос был эластичным (случай а), необходимо, чтобы выполнялось неравенство

[image: image533.png]2kP? > 1, otxyna P > 1/V2k.




Пример 2. Найти изменение выручки с увеличением цены на товар при разных вариантах эластичности спроса.

Решение. Выручка I равна произведению цены Р на товар на величину спроса D:

[image: image534.png]I(P) = D(P)P.




Найдем производную этой функции:

[image: image535.png]I'(P) = D(P) + PD'(P). (5.15)




Теперь проанализируем все варианты эластичности спроса, приведенные выше, с учетом формулы (5.14а).

1) E(D) < -1; тогда, подставляя (5.14а) в это неравенст​во, получаем, что правая часть уравнения (5.15) отрицательна. Таким образом, при эластичном спросе повышение цены Р ве​дет к снижению выручки. Напротив, снижение цены на товар увеличивает выручку.

2) E(D) = -1. Из (5.14а) следует, что правая часть (5.15) равна нулю, т.е. при нейтральном спросе изменение цены на товар не влияет на выручку.

3) E(D) > -1. Тогда I'(P) > 0, т.е. при неэластичном спросе повышение цены Р на товар приводит к росту выручки.

Понятие эластичности распространяется и на другие обла​сти экономики. Рассмотрим один характерный пример.

Пример 3. Пусть зависимость между себестоимостью продук​ции С и объемом Q ее производства выражается формулой

[image: image536.png]C = 50 — 0,4Q.




Требуется определить эластичность себестоимости при выпус​ке продукции Q = 30 ден. ед.

Решение. По формуле (5.14а) получаем

[image: image537.png]



откуда при Q = 30 искомая эластичность составит около —0,32, т.е. при данном объеме выпуска продукции его увеличение на 1% приведет к снижению себестоимости примерно на 0,32%.

Максимизация прибыли

Пусть Q — количество реализованного товара, R(Q) — функция дохода; C(Q) — функция затрат на производство то​вара. В реальности вид этих функций зависит в первую оче​редь от способа производства, организации инфраструктуры и т.п. Прибыль от реализации произведенного товара дается формулой

[image: image538.png](5.16)




В микроэкономике известно утверждение: для того чтобы прибыль была максимальной, необходимо, чтобы предельный доход и предельные издержки были равны. Оба упомянутых предельных показателя определяются по аналогии с (5.14а), так что этот принцип можно записать в виде R'(Q) = C'(Q). Действительно, из необходимого условия экстремума для функ​ции (5.16) следует, что П'(Q) = 0, откуда и получается основ​ной принцип.

Пример 4. Найти максимум прибыли, если доход и издержки определяются следующими формулами:
[image: image539.png]R(Q) = 100Q — Q?,
C(Q) = Q® — 37Q* + 169Q + 4000.




Решение. Согласно (5.16), прибыль П(Q) = - Q3 + 36Q2 - 69Q — 4000. Приравнивая производную функции прибыли к нулю, получаем уравнение
[image: image540.png]Q2
— 24
Q+
23
= 0.




Корни этого уравнения Q1 = 1, Q2 = 23. Проверка показы​вает, что максимальная прибыль достигается при Q = 23: Пmах = 1290.

Закон убывающей эффективности производства

Этот закон утверждает, что при увеличении одного из ос​новных факторов производства, например капитальных затрат К, прирост производства начиная с некоторого значения К яв​ляется убывающей функцией. Иными словами, объем произве​денной продукции V как функция от К описывается графиком со сменой выпуклости вниз на выпуклость вверх.

Пример 5. Пусть эта функция дается уравнением
[image: image541.png]V(K) = Viim(1 + e 2K+e), (5.17)




где b и с — известные положительные числа (они определя​ются прежде всего структурой организации производства), а Vlim — предельно возможный объем выпускаемой продукции. Нетрудно подсчитать, что вторая производная функции (5.17) имеет вид
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Критическая точка находится из условия V"(K) = 0, откуда
[image: image543.png]K = ¢/b. (5.18)




График функции (5.17) приведен на рис. 5.10. В точке пе​региба (5.18) выпуклость графика функции вниз меняется на выпуклость вверх. До этой точки увеличение капитальных за​трат приводит к интенсивному росту объема продукции: темп прироста объема продукции (аналог первой производной) воз​растает, т.е. V"(K) > 0. При К > Кcr темп прироста объема выпускаемой продукции снижается, т.е. V"(K) < 0, и эффек​тивность увеличения капитальных затрат падает.
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Таким образом, в стратегии капиталовложений оказывает​ся очень важным моментом определение критического объема затрат, сверх которого дополнительные затраты будут приво​дить все к меньшей отдаче при данной структуре организа​ции производства. Зная этот прогноз, можно пытаться совер​шенствовать и менять структуру организации производства: "улучшать" показатели b, с и Vlim в сторону повышения эф​фективности капиталовложений.

УПРАЖНЕНИЯ
Найти пределы с использованием правила Лопиталя.
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5.12. Разложить по формуле Маклорена функцию f(x) = tg x до члена с x3 включительно.

5.13. Разложить по формуле Маклорена функцию f(x) = e-x до члена с x2 включительно.

Найти пределы с использованием разложений по формуле Мак​лорена.

5.14. 
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5.16. 
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Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графиков функций.

5.18. 
[image: image560.wmf]x

x

x

y

+

-

=

2

3

6

. 5.19.
[image: image561.wmf]2

2

1

2

x

x

y

+

=


5.20. 
[image: image562.wmf]x

x

y

ln

2

2

+

=

.

Найти асимптоты графиков функций.
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Исследовать и построить графики функций.
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5.32. 
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Решите задачи на наибольшее и наименьшее значения.

5.34. Разложить число 12 на два слагаемых так, чтобы их произведение было наибольшим.

5.35. Определить размеры открытого бассейна с квадратным дном объемом V, при которых на облицовку дна и стен пойдет наименьшее количество материала.

5.36. Даны точки А(0, 3) и В(4, 5). На оси Ох найти точку, сумма расстояний от которой до точек А и В наименьшая.

Решите задачи с экономическим содержанием.

5.37. Зависимость между издержками производства С и объ​емом продукции Q выражается функцией С = 30Q — 0,08Q3. Определить средние и предельные издержки при объеме про​дукции: а) Q = 5 ед., б) Q = 10 ед.

5.38. Функции долговременного спроса D и предложения S от цены р на мировом рынке нефти имеют соответственно вид
[image: image576.png]D =30-0,9, S=16+1,2p.




1) Найти эластичность спроса в точке равновесной цены.

2) Как изменятся равновесная цена и эластичность спроса при уменьшении предложения нефти на рынке на 25%?

5.39. Функции спроса D и предложения S от цены р выража​ются соответственно уравнениями
[image: image577.png]D=9—p, S=1+p.




Найти эластичность спроса и предложения при равновесной цене, а также изменение дохода (в процентах) при увеличении цены на 10%.

5.40. Зависимость объема выпуска продукции V от капиталь​ных затрат К определяется функцией V = V0 ln (4 + K3). Найти интервал изменения К, на котором увеличение капитальных затрат неэффективно.

Глава 6. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

6.1. Первообразная и неопределенный интеграл

Понятие первообразной функции

Предыдущие главы были посвящены одной из основных за​дач дифференциального исчисления — нахождению производ​ной заданной функции. Множество вопросов математическо​го анализа и приложений в разнообразных науках приводит к другой задаче: по данной функции f(x) найти такую функцию F(x), производная которой равна функции f(x).
Определение 1. Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на промежутке X, если для любого х 
[image: image578.wmf]Î

 Х функ​ция F(x) дифференцируема и выполняется равенство F'(x) = f(x).
Приведем примеры.

Пример 1. Функция F(x) = sin x является первообразной для функции f(x) = cos x на бесконечном промежутке (-
[image: image579.wmf]¥

, +
[image: image580.wmf]¥

), так как при любых х выполнено равенство (sin x)' = cos х.
Пример 2. Функция F(x) = ln x — первообразная для функ​ции f(x) = 1/x на промежутке (0, +
[image: image581.wmf]¥

), так как в каждой точке этого интервала выполнено равенство (ln x)' =1/x.
Заметим, что задача отыскания по заданной функции f(x) еe первообразной неоднозначна; если F(x) — первообразная, то и функции F(x) + С, где С  - произвольное постоянное число, также первообразная для функции f(x), так как [F(x) + С]' = f(x).
Неопределенный интеграл
Определение 2. Совокупность всех первообразных функций для функции f(x) на промежутке Х называется неопределен​ным интегралом от функции f(x) на этом промежутке и обо​значается символом
[image: image582.png]/f(a:) dz = F(z) + C.




В этом обозначении 
[image: image583.wmf]ò

 называется знаком интеграла (это стилизованная латинская буква S, означающая суммирование), f(x) — подынтегральной функцией, f(x)dx — подынтеграль​ным выражением, а переменная х — переменной интегриро​вания.
Операция нахождения первообразной по ее производной или неопределенного интеграла по заданной подынтегральной функции называется интегрированием этой функции. Интег​рирование является операцией, обратной дифференцированию. Для проверки правильности выполнения интегрирования нуж​но продифференцировать результат и получить при этом подынтегральную функцию.

Рассмотрим примеры.

Пример 3. 
[image: image584.wmf]ò

xdx
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= x2 + С; проверка: (x2 + С)' = 2х.
Пример 4. 
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 = - cos х + С; проверка: (-cos х + С)' = sin x.

Пример 5. 
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6.2. Основные свойства неопределенного интеграла

Прежде всего укажем свойства, которые непосредственно вытекают из определения неопределенного интеграла.
[image: image589.png]Ld([ f(@)dz) = f(@)dz u ([ f(z) de) = j(a)
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Следующие два свойства называются линейными свойст​вами неопределенного интеграла.
[image: image591.png]3. /kf(:c)da: k/f z) dx.
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Заметим, что последнее свойство справедливо для любого конечного числа слагаемых в подынтегральной функции.

6.3. Таблица основных неопределенных интегралов

Ранее мы получили таблицу основных производных эле​ментарных функций. Приводимая ниже таблица основных не​определенных интегралов представляет собой вычислитель​ный аппарат интегрального исчисления. Часть формул таб​лицы непосредственно следует из определения интегрирования как операции, обратной дифференцированию. Справедливость всех формул легко проверить дифференцированием.
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Интегралы этой таблицы принято называть табличными. 

Как было установлено в п. 4.4, операция дифференцирова​ния не выводит нас из класса элементарных функций. С опе​рацией интегрирования дело обстоит иначе: интегралы от не​которых элементарных функций уже не являются элементар​ными функциями. Укажем некоторые из них.
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Каждый из этих интегралов есть функция, которая не яв​ляется элементарной, хотя подынтегральные функции в этих интегралах являются элементарными. Они играют большую роль в прикладных науках; так, интеграл 1 является одним из основных в теории вероятностей и статистике.

Как правило, интегралы, с которыми приходится иметь де​ло в различных приложениях, не выражаются элементарными функциями (или, как принято говорить, являются "неберущи​мися"). Тем не менее существуют достаточно хорошо разрабо​танный аппарат приближенных формул с использованием эле​ментарных функций и методы приближенных расчетов, поз​воляющие с любой степенью точности оценивать и вычислять "неберущиеся" интегралы.

6.4. Основные методы интегрирования

Непосредственное интегрирование
Вычисление интегралов с использованием основных свойств неопределенных интегралов и таблицы простейших интегралов называется непосредственным интегрированием. Покажем это на примерах.
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Метод подстановки
Замена переменной интегрирования является одним из са​мых эффективных приемов сведения неопределенного интегра​ла к табличному. Такой прием называется методом подста​новки, или методом замены переменной. Он основан на следу​ющей теореме.

ТЕОРЕМА 1. Пусть функция х = φ(t) определена и диффе​ренцируема на некотором промежутке Т, а Х — множество значений этой функции, на котором определена функция f(x). Тогда если функция f(x) имеет первообразную на множестве Х, то на множестве Т справедлива формула
[image: image596.png][ f@)de = [ fleie @t

(6.1)




Выражение (6.1) называется формулой замены переменной в неопределенном интеграле. Рассмотрим применение этого приема на примерах вычисления интегралов.
[image: image597.png]IIpumep 3. /x(x — 1)124z.




Решение. Здесь разложение по биному Ньютона представ​ляется весьма сложным. Введем новую переменную t = х — 1. Тогда х = t + 1, dx = dt, и исходный интеграл преобразуется следующим образом:
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Сделав обратную замену переменной, получаем окончатель​ный ответ:

[image: image599.png]/a:(:z: 1)2%dr = (¢ — 1)1 (:r + 1;2) +C.
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Решение. Положим t = 2 - х, тогда х = 2 - t, dx = -dt. Отсюда по формуле (6.1) получаем
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Решение. Преобразуем этот интеграл, переписав его в виде

[image: image603.png]CcoS T cos T
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Из вида подынтегральной функции следует, что целесообразно ввести новую переменную t = sin x. Тогда 1 — sin2 х = 1 — t2, dt = cos x dx; подстановка в интеграл дает
[image: image604.png]= |
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Здесь использован табличный интеграл 10.

[image: image605.png]IIpumep 6. /

z8 +1

dz.




Решение. Введем новую переменную t = x4 и выполним все необходимые операции: x8 + 1 = t2 + 1, dt = 4xзdx, откуда имеем
[image: image606.png]1
/:c8+1 4/t2 ——arctgt+C*Zarctgm +C.




[image: image607.png]Ipumep 7. / (n #1).

Ty 1)n




Решение. Положим t = х2 + 1, тогда dt = 2х dx или xdx = 
[image: image608.wmf]2

dt

, и данный интеграл принимает вид табличного интеграла:

[image: image609.png]=D 4 ¢ =
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Интегрирование по частям
ТЕОРЕМА 2. Пусть функции и(х) и v(x) определены и диффе​ренцируемы на промежутке Х и функция и'(x)v(x) имеет пер​вообразную на этом промежутке. Тогда функция u(x)v'(x) также имеет первообразную на промежутке X, причем спра​ведлива формула

[image: image610.png]



С учетом вида дифференциалов функций v'(x)dx = dv и u'(x)dx = du равенство (6.2) часто используют в форме
[image: image611.png]/udv:uv—/vdu.

(6.3)




Равенство (6.2) (или (6.3)) называется формулой интегри​рования по частям.

В интегрировании по частям самым сложным является выбop в подынтегральном выражении сомножителя v'(x) dx = dv. Под знак дифференциала d можно в принципе внести все что угодно; однако выбор должен быть таким, чтобы интеграл в правой части (6.2) был проще исходного, а не сложнее. В этом смысле метод интегрирования по частям позволяет свести ин​теграл 
[image: image612.wmf]ò

u

dv к интегралу 
[image: image613.wmf]ò

v

du, вычислить который существенно проще. Рассмотрим примеры нахождения интегралов ме​тодом интегрирования по частям.

Пример 8. 
[image: image614.wmf]ò

x

ln

dx.
Решение. Здесь берем и(х) = ln x, dv = dx, т.е. v = х. По формуле (6.2) получаем
[image: image615.png]/lnxdm:wlnm~/m(lnx)'dwzmlnx—/1dx=m(lnx—1)+C.




В общем случае интегралы вида 
[image: image616.wmf]ò

n

x

ln х dx, где п ≠ 1 — целое число, берутся только интегрированием по частям: и = ln x, xndx = dv, т.е. v = хn+1 /(п + 1). Аналогичным образом берутся и интегралы вида 
[image: image617.wmf]ò

n

x

arctg x dx.
Пример 9. 
[image: image618.wmf]ò

x

xe

dx.
Решение. В этом случае и = х, eхdx = dv = d(ex), тогда по формуле (6.2) имеем
[image: image619.png]/a:emd:cza:ez—/ez(af:)'dz‘=:cem—/emdx:ez(a:—1)+C’.




Интегралы вида 
[image: image620.wmf]ò

kx

n

e

x

dx, где п > 0 — целое число и k ≠ 0 — любое число, берутся n-кратным интегрированием по частям до исчезновения степени х в подынтегральной функции; при этом каждый раз под знак d вносится еkx, т.е. ekxdx = dv = 
[image: image621.wmf]k

1

d(еkx).
[image: image622.png]ITpumep 10. /m2 cosz dx.




Ррешение. Интегралы вида 
[image: image623.wmf]ò

n

x

cos kx dx и 
[image: image624.wmf]ò

n

x

sin kx dx, где k — любое число и п > 0 — целое число, вычисляются так же, как и интеграл общего вида, приведенный в примере 1. Под знак d каждый раз вносится тригонометрическая функ​ция, и процедура интегрирования по частям повторяется n раз: 

cos kx dx = dv = 
[image: image625.wmf]k

1

d (sin kx), затем sin kx dx = -
[image: image626.wmf]k

1

d(cos kx) и т.д.

В данном случае мы имеем
[image: image627.png]/x2cos:vd:c = /a:zd(sina:) =x2sinx—/2wsinzda::

=wzsinx+2/wd(cosm) zz?‘sinx+2$cosz—2/coswdx:

= z?sinz + 2xcosz — 2sinz + C.




Введем понятие рациональной функции от двух перемен​ных. Это функция, полученная из переменных и и v путем про​ведения над ними арифметических операций. Например, функ​ция
[image: image628.png]R(u,v)

3udv + uv?

u—v




является рациональной от переменных u и v. В свою очередь переменные и и v также могут являться функциями. Например,
[image: image629.png]. z2 —sinz . cosz —sin’z
R(z,sinz) = ————, R(sinz,cosz) = —————.
rsinzr coST + sin“x




Рациональная функция от sin х и cos х
Рассмотрим интеграл вида
[image: image630.png]/ R(sinz, cos z)dz, (6.4)




где R — рациональная функция. Этот интеграл рационализи​руется универсальной подстановкой
[image: image631.png]I

i
tg 5,

—-rT<r<T.




Действительно,
[image: image632.png]2t 1-¢2 2dt
o ST=1 @ r=2arctgt, de=—70}p. (6.5)

sinz= T




Подстановка формул (6.5) в интеграл (6.4) дает
[image: image633.png]/R(. d _/R 2t 1-—t?\ 2dt _/R A di
sinz,cost)dr = T2 112112 1(t) dt,




где R1(t) — другая рациональная функция аргумента t. Рас​смотрим примеры вычисления интегралов, содержащих рацио​нальные функции от sin x и cos x.

[image: image634.png]1} 11 / de
pumep 22 1+ cosz




Решение. Подставляя сюда формулы (6.5), после очевид​ных упрощений получаем

[image: image635.png]/ dz —/dt—t+0—t x-’rC
1+cosz - T %5 '




Пример 12. 
[image: image636.wmf]ò
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 dx, т и п — натуральные числа.

Решение. Универсальная подстановка приведет здесь к громоздким выкладкам; гораздо удобнее применить метод за​мены переменной. В зависимости от четности m и п употреби​мы три следующих варианта.

1) m — четное, n — нечетное, подстановка t = sin x.

2) т — нечетное, n — четное; подстановка t = cos x.
3) m и n — оба нечетные; любая из двух подстановок 1 или 2.

4) m и п — оба четные; понизить степени тригонометри​ческих функций и в полученной сумме проверить каждое сла​гаемое по пп. 1-3.

Например, найти интеграл 
[image: image637.wmf]ò
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x
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cos

sin

dx.
Согласно п. 2 выполним подстановку t = cos x; тогда dt = - sin x dx, sin4 x = (1 — t2)2; отсюда имеем
[image: image638.png]/sin5 zcos’ zdr = — /(1 —1*)%t%dt = — /(t2 —2t* +%)dt =
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Рациональная функция от еx
Интеграл вида

[image: image639.png]f R(¢%) do




рационализируется подстановкой
[image: image640.png]€T

dt
t=¢€", orkyna x = Int,dz = 7 (6.6)




Пример 13. Найти интеграл 
[image: image641.wmf]ò
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. Применяя подстановку (6.6), получим
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УПРАЖНЕНИЯ
Вычислить интегралы методом непосредственного интегриро​вания.
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Вычислить интегралы методом подстановки.
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Вычислить интегралы методом интегрирования по частям.
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Глава 7. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

7.1. Условия существования определенного интеграла

Определение определенного интеграла
Пусть функция f(x) задана на отрезке [а, b]. Разобьем от​резок [а, b] на п произвольных частей точками:
[image: image646.png]a=To <21 <Tp< ... <L <Tip1 <...< Ty =0




Выберем в каждом из частичных отрезков [xi, xi+1] произволь​ную точку ξi:
[image: image647.png]



Теперь образуем сумму произведений:
[image: image648.png]o= f(&1)Azy + f(&)Aza + ... + f(&n)Azy

(7.1)




которую будем называть интегральной суммой для функции f(x) на отрезке [а, b]. Геометрический смысл величины σ ука​зан на рис. 7.1: это сумма площадей прямоугольников с основаниями Δxi и высотами f(ξi) (i = 1, 2, ..., п).
[image: image649.png]i-1
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Введем еще одну величину. Обозначим через λ длину макcимального частичного отрезка данного разбиения:
[image: image650.png]A= 19
1%?3;{Ax’}




Определение. Конечный предел I интегральной суммы σ при λ → 0, если он существует, называется определенным интег​ралом от функции f(x) по отрезку [а, b]:
[image: image651.png]I= ,{1_13(1); f(&)Ax;.




Определенный интеграл обозначается символом
[image: image652.png]I= /f(:c)dw




Если определенный интеграл (7.2) существует, то функ​ция f(x) называется интегрируемой на отрезке [а, b], числа а и b — соответственно нижним и верхним пределами интегри​рования, f(x) — подынтегральной функцией, х — переменной интегрирования.
Величина определенного интеграла, согласно данному вы​ше определению, однозначно определяется видом функции f(x) и числами а и b. Определенный интеграл не зависит от обозна​чения переменной интегрирования, т.е.
[image: image653.png]b b b
/f(w)dmsz(t)dt:/f(z)dz.




Классы интегрируемых функций
Ответ на вопрос о том, какие функции являются интегри​руемыми (т.е. существует определенный интеграл (7.2)), да​ют следующие теоремы, которые мы приводим без доказа​тельства.

ТЕОРЕМА 1. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, b], то она интегрируема на нем.
ТЕОРЕМА 2. Если определенная и ограниченная на отрезке [а, b] функция f(x) имеет конечное число точек разрыва, то она интегрируема на этом отрезке.

ТЕОРЕМА 3. Монотонная на отрезке [а, b] функция f(x) ин​тегрируема на этом отрезке.

7.2. Основные свойства определенного интеграла

1. Интеграл 
[image: image654.wmf]ò
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 был определен для случая, когда a < b. Обобщим понятие определенного интеграла и на дру​гие случаи.

По определению полагаем
[image: image655.png](7.3)




как определенный интеграл на отрезке нулевой длины. 
Также по определению полагаем, что
[image: image656.png]/b eyt = - [ 162
a b

(7.4)




поскольку при движении от b к а все длины частичных отрез​ков Δxi = xi-1 — xi имеют отрицательный знак в интегральной сумме (7.1).

2. Для любых чисел а, b и с имеет место равенство
[image: image657.png]/bf(ac)dx:/cf(x)da:+/bf(x)dg;.




3. Постоянный множитель можно выносить за знак опреде​ленного интеграла:
[image: image658.png]/kf(z) dz = k /f(:c) dz. (7.6)




4. Определенный интеграл от алгебраической суммы функ​ций равен алгебраической сумме их определенных интегралов:
[image: image659.png]



Заметим, что свойство 4 имеет место для любого конечного числа слагаемых.

Будем полагать далее, что а < b.
5. Если функция f(x) ≥ 0 всюду на отрезке [а, b], то
[image: image660.png]/ f(z)dz > 0.




6. Если f(x) ≤ g(х) всюду на отрезке [а, b], то
[image: image661.png]b
f(z)dz < /g(:z:) dz.




7. Если функция f(x) интегрируема на [а, b], то
[image: image662.png]b
[ $(@)de

< [1f(e)ids.
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8. Если М и т — соответственно максимум и минимум функции f(x) на отрезке [а, b], то
[image: image663.png]b
m(b—a) < /f(w) dz < M(b - a).




7.3. Основная формула интегрального исчисления

ТЕОРЕМА 4. Непрерывная на отрезке [а, b] функция f(x) имеет на этом отрезке первообразную. Одной из первооб​разных является функция
[image: image664.png]



В формуле (7.8) переменная интегрирования обозначена буквой t, чтобы избежать путаницы с верхним переменным пределом х.
Поскольку всякая другая первообразная отличается от F(x) на постоянную величину, то связь между неопределенным и определенным интегралами имеет вид
[image: image665.png]/f(m)dm:]f(t)dt+€,




где С — произвольная постоянная.

Согласно теореме 7.4 непрерывная на отрезке [а, b] функция f(x) имеет первообразную, которая определяется формулой
[image: image666.png]



где С — некоторая постоянная. Подставляя в (7.9) х = а, с учетом свойства 1 определенного интеграла получаем
[image: image667.png]/f(t) dt =F(a)+C, 0=F(a)+C, orkyma C=—F(a).

a




Тогда из (7.9) имеем
[image: image668.png]



Полагая х = b, получаем формулу
[image: image669.png]/ f(z)dz = F(b) — F(a). (7.10)




Равенство (7.10) называется основной формулой интег​рального исчисления, или формулой Ньютона-Лейбница.
Разность F(b) — F(a) условно записывают символом F(x)
[image: image670.wmf]b

a

|

, т.е.
[image: image671.png](7.11)




Формула (7.11) дает широкие возможности вычисления оп​ределенных интегралов. Нужно вычислить неопределенный ин​теграл и затем найти разность значений первообразной соглас​но (7.11). Рассмотрим примеры вычисления определенных ин​тегралов.
[image: image672.png]€

14
Ipumep 1. f—x: ln:L'l1 =Ilne—Inl =1

1 T
1 dx 1
ITpumep 2. f i arctgwlgl = arctgl — arctg(—1) =
oo T m
T4\ 42
II ; dz 1 2 1 \/_
umep 3. ——— =In(z+V1+2 = In(2+
prep 3. [ s = Inle + VT
2+5
~1 2-1)=In———.
n(v2-1) n\/i_1

25 + 1 1 2
e [ o e (o)1
751
24




7.4. Основные правила интегрирования 
Замена переменной в определенном интеграле
ТЕОРЕМА 5. Пусть: 1) f(x) — непрерывная функция на от​резке [а, b]; 2) функция φ(t) дифференцируема на [α, β], причем φ'(t) непрерывна на [α, β] и множеством значений функции φ(t) является отрезок [а, b], 3) φ(α) = а, φ(β) = b. Тогда справедлива формула
[image: image673.png]g
/f @(8)]¢'(t) dt. (7.12)




Формула (7.12) называется формулой замены переменной или подстановки в определенном интеграле.

Заметим, что при вычислении определенного интеграла с помощью замены переменной нет нужды возвращаться к преж​ней переменной, как это делалось при вычислении неопределен​ного интеграла, так как определенный интеграл представляет собой число, которое согласно формуле (7.12) равно значению каждого из рассматриваемых интегралов. Теперь при подста​новке следует сначала найти новые пределы интегрирования и затем выполнить необходимые преобразования подынтеграль​ной функции.

Заметим также, что при замене переменной в определенном интеграле необходимо соблюдать условия теоремы 7.5, иначе можно получить неверный результат (особое внимание следует уделять выполнению условия 2 теоремы).

Вычислить определенные интегралы методом подстановки.

[image: image674.png]T 1 fl 2r dzx
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Решение. Выполним подстановку t = 1 + х2. Тогда dt = 2х dx, t = 1 при х = 0 и t = 2 при х = 1. Поскольку функция х = 
[image: image675.wmf]t
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непрерывна на [1, 2], то и новая подынтегральная функция также непрерывна, и, значит, для нее в силу теоре​мы 7.5 существует первообразная на этом отрезке. Получаем

[image: image676.png]
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Решение. Применим здесь подстановку х = a sin t. Тогда dx = a cos t  dt, 
[image: image678.wmf]2
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= a cos t, t = arcsin 
[image: image679.wmf]a
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, t = 0 при x = 0, t = 
[image: image680.wmf]2
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 при x = а. Подставляя все это в исходный интеграл, получим
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Решение. По формуле Ньютона-Лейбница имеем

[image: image683.png]



Вычислим этот интеграл при помощи замены переменной t = tg х. Тогда t = 0 при х = 0 и t = 0 при х = π, х = arctg t, т.е. dx = dt / (l + t2). Подстановка в исходный интеграл дает
[image: image684.png]



Полученное противоречие объясняется тем, что функция за​мены переменной t = tg x имеет разрыв при х = π/2 и не удовлетворяет условию 2 теоремы 7.5.

Интегрирование по частям в определенном интеграле
ТЕОРЕМА 6. Пусть функции и(х) и v(x) имеют непрерывные производные на отрезке [а, b]; тогда справедлива формула
[image: image685.png]p\ss-
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Равенство (7.13) называется формулой интегрирования по частям в определенном интеграле. Рассмотрим ряд приме​ров вычисления определенных интегралов методом интегриро​вания по частям.
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Решение. Положим здесь и = х, v = e-x, тогда dv = -e-xdx и

[image: image687.png]
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ITpumep 5. / zsinzdz.
0




Решение. Здесь и = х, sin x dx = dv или v = - cos x; далее по формуле (7.13) имеем
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7.5. Геометрические приложения определенного интеграла

Площадь плоской фигуры
Рассмотрим на плоскости Оху фигуру, ограниченную гра​фиком непрерывной и положительной функции f(x) на отрезке [а, b], отрезком [а, b] и вертикальными прямыми х = а и х = b (рис. 7.2). Эту фигуру будем называть криволинейной трапе​цией.
[image: image690.png]>




Величина площади криволинейной трапеции равна опреде​ленному интегралу от функции f(x) на отрезке [а, b]:
[image: image691.png]



Если фигура ограничена сверху и снизу неотрицательными функциями f(x) и g(х) соответственно, непрерывными на от​резке [а, b], то площадь S криволинейной фигуры равна разнос​ти площадей криволинейных трапеций, ограниченных сверху графиками f(x) и g(х):
[image: image692.png]



Рассмотрим задачи на вычисление площадей фигур.

Пример 1. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции у = ln x ≥ 0, осью Ох и прямой х = 2.
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Решение. Отрезок интегрирования: 1 ≤ х ≤ 2 (рис. 7.3), так что искомая площадь согласно формуле (7.14) равна:
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Пример 2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у = 
[image: image695.wmf]x

, у = х2.

Решение. Вычислим абсциссы точек пересечения указан​ных кривых, для чего приравняем правые части этих уравне​ний: х2 = 
[image: image696.wmf]x

. Корни этого уравнения суть x1 = 0, x2 = 1. Сле​довательно, площадь фигуры, ограниченной сверху функцией у = 
[image: image697.wmf]x

 и снизу функцией у = x2 (рис. 7.4), дается определенным интегралом на отрезке [0,1]:
[image: image698.png]



[image: image699.png]Puc. 7.4




Объем тела вращения
Рассмотрим тело, которое образуется при вращении во​круг оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной сверху непрерывной и положительной на отрезке [а, b] функцией f(x) (рис. 7.5). Объем этого тела вращения определяется формулой
[image: image700.png](7.15)
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Если тело образовано вращением криволинейной трапеции вокруг оси Оу, то, выражая х через у как обратную функцию, мы можем получить аналогичным образом формулу для объ​ема тела вращения:
[image: image702.png]V=n[2*y)dy,
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где [c, d] — область изменения функции у = f(x).

Рассмотрим примеры вычисления объемов тел, образован​ных вращением фигур, ограниченных следующими линиями.

Пример 3. у = х2, у = 
[image: image703.wmf]x

 вокруг оси Ох.
Решение. Искомый объем вращения равен разности объ​емов, образованных вращением криволинейных трапеций с верхними границами соответственно у = 
[image: image704.wmf]x

 и у = х2. Пределы интегрирования определяются по точкам пересечения этих кривых: а = 0 и b = 1. По формуле (7.15) получаем
[image: image705.png]ztdz




Пример 4. у = eх, х = 0, х = 1, у = 0 вокруг оси Оу.
[image: image706.png]7.6
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Ррешение. Выражаем х через у: х = ln у; промежуток ин​тегрирования [1, е] определяется очевидным образом. Объем тела вращения (рис. 7.6) равен разности объемов соответствен​но цилиндра радиуса 1 и высоты е и тела вращения вокруг оси Оу криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой х = ln у. Согласно формуле (7.15) получаем
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7.6. Некоторые приложения в экономике

Вообще говоря, в экономических задачах переменные меня​ются дискретно. Для использования определенного интеграла нужно составить некоторую идеализированную модель, пред​полагающую непрерывное изменение зависимых переменных (функций) и независимых переменных (аргумента). Рассмот​рим соответствующие примеры.

Дневная выработка
Найти дневную выработку Р за рабочий день продолжи​тельностью восемь часов, если производительность труда в течение дня меняется по эмпирической формуле
[image: image708.png]p = f(t) = po(—0,2t*/t3 + 1,6t/to + 3),




где t — время в часах, р0 — размерность производительности (объем продукции в час), t0 — размерность времени (ч). Эта формула вполне отражает реальный процесс работы (рис. 7.7): производительность сначала растет, достигая максимума в се​редине рабочего дня при t = 4 ч, а затем падает.
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Решение. Полагая, что производительность меняется в те​чение дня непрерывно, т.е. р является непрерывной функцией аргумента t на отрезке [0, 8], дневную выработку Р можно вы​разить определенным интегралом:
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где а0 — множитель, имеющий размерность единицы продук​ции. Если бы в течение всего дня работа велась ритмично и с максимальной производительностью ртах = 6,2р0, то днев​ная выработка составила бы Рmах = 49,6а0, или примерно на 21% больше. Рис. 7.7 иллюстрирует решение задачи: дневная выработка численно равна площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой f(t); вторая кривая показывает рост выпуска продукции во времени (график первообразной F(t) соответствует правой оси ординат Р). Значение Т = 4 ч соответствует точке перегиба кривой F(t): в первой половине рабочего дня интенсивность выработки продукции выше, чем во второй. Штрихпунктирная прямая Р = рmахt соответствует выпуску продукции с равномерной производительностью рmах.
Выпуск оборудования при постоянном темпе роста
Производство оборудования некоторого вида характеризу​ется темпом роста его выпуска
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где Δу — прирост выпуска этого оборудования за промежу​ток времени Δt, а у — уровень его производства за единицу времени на момент времени t. Найти общее количество обо​рудования, произведенного к моменту времени t, полагая, что К — известная постоянная величина, единицей времени явля​ется год, а в начальный момент времени t = 0 уровень ежегод​ного производства оборудования составлял у0.
Решение. Перейдем к пределу при Δt → 0, полагая, что он существует. Будем также полагать, что у является непре​рывной функцией от времени t. Согласно определению произ​водной функции
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Интегрируя это равенство в пределах от 0 до t, получаем
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Суммарное количество оборудования, выпущенного за проме​жуток времени t, дается определенным интегралом
[image: image714.png]



Например, при К = 0,05 (5% ежегодного темпа роста) об​щее количество оборудования, выпущенного за 10 лет, соста​вит
[image: image715.png]Y (10) = 20yo(e%° — 1) ~ 13y,




причем уровень производства за указанный период времени увеличится почти на 65%.

7.7. Несобственные интегралы

При рассмотрении определенного интеграла как предела интегральных сумм предполагалось, что подынтегральная функция, во-первых, задана на конечном отрезке и, во-вторых, ограничена. Данное выше определение определенного интегра​ла не имеет смысла при невыполнении хотя бы одного из этих условий. Нельзя разбить бесконечный интервал на конечное число отрезков конечной длины; при неограниченной функции интегральная сумма не имеет предела. Тем не менее возможно обобщить понятие определенного интеграла и на эти случаи, с чем и связано понятие несобственного интеграла.
Определение. Пусть функция f(x) определена на промежутке [а, +
[image: image716.wmf]¥

) и интегрируема на любом отрезке [a, R], R > 0, так что интеграл
[image: image717.png]/f(m) dz




имеет смысл. Предел этого интеграла при R 
[image: image718.wmf]¥

®

 называется несобственным интегралом с бесконечным пределом интег​рирования:
[image: image719.png]z)dr = lim /f (7.16)
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Если этот предел конечен, говорят, что несобственный ин​теграл (7.16) сходится, а функцию f(x) называют интегри​руемой на бесконечном промежутке [а, 
[image: image720.wmf]¥

); если же предел в (7.16) бесконечен или не существует, то говорят, что несобст​венный интеграл расходится.
Аналогичным образом вводится понятие несобственного интеграла по промежутку (-
[image: image721.wmf]¥

, b]:
[image: image722.png]/ f(z)dz = Rl_i)riloo/bf(a:) dz. (7.17)
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Наконец, несобственный интеграл с двумя бесконечными пре​делами можно определить как сумму несобственных интегра​лов (7.16) и (7.17):
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где с — любое число.

Геометрический смысл несобственного интеграла первого рода заключается в следующем: это площадь бесконечной об​ласти (рис. 7.8), ограниченной сверху неотрицательной функ​цией f(x), снизу — осью Оx, слева — прямой х = а.
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Рассмотрим несколько примеров несобственных интегра​лов.
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Здесь пришлось разделить исходный интеграл на два и к каж​дому из них применить определение несобственного инте​грала.

Пример 4. 
[image: image727.wmf]ò
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, где α — некоторое положительное число.
Решение. Рассмотрим разные случаи для числа α. 

1. При α = 1 для любого R > 0 имеем

[image: image728.png]R
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т.е. конечного предела не существует и несобственный интег​рал расходится.

2. При α ≠ 1 для любого R > 0 получаем
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Следовательно, данный интеграл сходится при α > 1 и рас​ходится при α ≤ 1.

В приведенных выше примерах сначала с помощью пер​вообразной вычислялся интеграл по конечному промежутку, а затем осуществлялся переход к пределу. Между тем если для функции f(x) существует первообразная F(x) на всем проме​жутке интегрирования [а,
[image: image730.wmf]¥

), то по формуле Ньютона-Лейб​ница
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Отсюда следует, что несобственный интеграл существует (схо​дится) в том и только в том случае, когда существует конеч​ный предел
[image: image732.png]lim F(R)
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и тогда можно записать:

[image: image733.png]



Аналогичный вывод справедлив и для несобственных интегра​лов вида (7.17) и (7.18):

[image: image734.png]/f:v)d:v F(z / f(z)dz = F(m)] (7.20)




Иными словами, формула Ньютона-Лейбница (основная фор​мула интегрального исчисления) применима и в случае, когда пределы интегрирования бесконечны.

УПРАЖНЕНИЯ
Вычислить определенные интегралы.
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Найти площади фигур, ограниченных следующими линиями.
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Найти объемы тел, образованных вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной следующими линиями.
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Вычислить несобственные интегралы в случае их сходимости.
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7.32. Найти площадь, заключенную между кривой у = 
[image: image739.wmf]2

/

2

x

xe

-

и ее асимптотой при х ≥ 0.

7.33. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох дуги кривой у = e-x от х = 0 до х = +
[image: image740.wmf]¥

.

Решить задачи с экономическим содержанием.

7.34. Найти стоимость перевозки М т груза по железной доро​ге на расстояние 1 км при условии, что тариф у перевозки одной тонны убывает на а р. на каждом последующем километре.

7.35. Мощность у потребляемой городом электроэнергии вы​ражается формулой
[image: image741.png]



где t — текущее время суток. Найти суточное потребление электроэнергии при а = 15000 кВт, b = 12000 кВт.

Глава 8. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

8.1. Евклидово пространство Em 
Евклидова плоскость и евклидово пространство

Как мы знаем, множество всех упорядоченных пар вещест​венных чисел (x, у) называется координатной плоскостью и каждая точка на ней характеризуется парой своих координат: М(x, у).
Определение 1. Координатная плоскость называется евкли​довой плоскостью, если расстояние между двумя любыми точ​ками M1(x1, y1) и М2(x2, y2) определено по формуле
[image: image742.png]p(My, M3} = \/(101 —22)? + (y1 — 92)*




Аналогично вводится и понятие евклидова пространства. В этом случае каждая точка координатного пространства ха​рактеризуется тройкой чисел и тогда расстояние между дву​мя любыми точками пространства M(x1, y1 ,z1) и М(x2, y2, z2) определяется формулой
[image: image743.png]p(My, M3) = \/(1:1 —z2)2 + (y1 — ¥2)% + (21 — 22)2.




Стало быть, евклидова плоскость и евклидово пространст​во определяются способом измерения расстояния между двумя любыми своими точками.

Понятия m-мерного координатного пространства и m-мерного евклидова пространства

Определение 2. Множество всевозможных упорядоченных со​вокупностей т действительных чисел (x1, х2, x3, ..., xm) назы​вается т-мерным координатным пространством Аm.

Каждую упорядоченную совокупность (x1, x2, x3,, … ,xт,) называют точкой этого пространства и обозначают одной буквой М. При этом числа x1, x2, x3, …, xm называются коорди​натами точки М, что символически записывается следующим образом: М(x1, x2, ..., xm).
Определение 3. Координатное пространство Аm называется т-мерным евклидовым пространством Еm, если между двумя любыми точками М'(х1', х2, '... , хm') и М"(x1'', х2'',... , хm'') про​странства Аm определено расстояние ρ(М', М") по формуле
[image: image744.png]p(M', M")=\ /(@ ~} )2 H(zh—ah)+ .. +(zhy—af )2 (8.1)




Очевидно, что введенные понятия m-мерного координат​ного пространства Аm и m-мерного евклидова пространства Em являются обобщениями понятий соответственно коорди​натных плоскости и пространства и евклидовых плоскости и пространства.

8.2. Множества точек евклидова пространства Еm
Примеры множеств евклидова пространства Еm
Будем обозначать символом {М} некоторое множество то​чек m-мерного пространства Еm. Рассмотрим некоторые при​меры множеств в этом пространстве.

1. Множество {М} всевозможных точек, координаты x1, x2, ..., xm которых удовлетворяют неравенству
[image: image745.png](
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называется т-мерным шаром радиуса R с центром в точке M0(x
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Этот пример является m-мерным обобщением соответ​ственно круга на евклидовой плоскости и шара в трехмерном евклидовом пространстве, которые задаются следующими не​равенствами:
[image: image749.png](. —0)® + (y — y0)? < R?,
(z —20)* + (y — 90)® + (2 — 20)% < R>.




Неравенство (8.2) можно переписать с учетом (8.1) в виде
[image: image750.png]p(M, Mo) < R. (8.3)




В случае строгого неравенства ρ(М, М0) < R множество {М} называется открытым т-мерным шаром. Часто это мно​жество также называют R-окрестностью точки M0. В случае (8.3) если неравенство не строгое, множество {М} называет​ся замкнутым т-мерным шаром. Эти понятия переносятся на случай любой размерности при т ≥ 2.

2. Множество {М} точек, таких, что расстояние от каж​дой из них до некоторой точки M0 удовлетворяет равенству ρ(М, М0) = R, называется т-мерной сферой радиуса R с цент​ром в точке M0.
Аналогия: для плоскости — окружность (x – x0)2 + (у – y0)2 = R2 радиуса R с центром в точке М0(х0, у0), для пространства — сфера (x – x0)2 + (у – y0)2 + (z – z0)2 = R2 радиуса R с центром в точке М0(х0, у0, z0).
Понятие функции нескольких переменных

Введем понятие функции нескольких переменных.

Определение 1. Пусть каждой точке М из множества точек {М} евклидова пространства Em по какому-либо закону ста​вится в соответствие некоторое число и из числового множес​тва U. Тогда будем говорить, что на множестве {М} задана функция и = f(M). При этом множества {М} и U называют​ся соответственно областью определения (задания) и областью изменения функции f(M).
Как известно, функция одной переменной у = f(x) изобра​жается на плоскости в виде линии. В случае двух переменных область определения {Мп} функции z = f(x, y) представляет собой некоторое множество точек на координатной плоскости Оху (рис. 8.1). Координата z называется аппликатой, и тогда сама функция изображается в виде некоторой поверхности в пространстве E3. Аналогичным образом функция от т пере​менных
[image: image751.png]u= f(zy,T2, ..., Tm),




определенная на множестве {М} евклидова пространства Еm, представляет собой гиперповерхность в евклидовом простран​стве Еm+1.
[image: image752.png]z=f(x,y)





Некоторые виды функций нескольких переменных

Рассмотрим примеры функций нескольких переменных и найдем их области определения.

[image: image753.png]=2? 4+ 42
IIpumep 1. z




Решение. Это поверхность в евклидовом пространстве Е3. Областью определения этой функции является все множест​во точек плоскости Оху. Область значений этой функции — промежуток [0, 
[image: image754.wmf]¥

). Данная функция представляет собой пара​болоид вращения (рис. 8.2): в вертикальных сечениях этой поверхности плоскостями Oxz и Оуz получаются соответственно параболы z = х2 и z = у2.
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Решение. Это поверхность в евклидовом пространстве Е3. Область определения данной функции — все множество точек евклидова пространства Е2 или плоскости Оху. Эта функция является так называемым эллиптическим конусом с вершиной в начале координат O(0, 0, 0); приведенная формула суммирует две функции, задающие две его симметричные относительно плоскости Оху части (рис. 8.3):
[image: image757.png]



[image: image758.png]



Приведем теперь наиболее часто встречающиеся в различ​ных приложениях виды функций нескольких переменных. 

1. Уравнение вида

[image: image759.png]Az +By+Cz+D =0




называется общим уравнением плоскости в системе коорди​нат Oxyz. Вектор 
[image: image760.wmf]N
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= (А, В, С) перпендикулярен плоскости (8.4); он называется нормальным вектором этой плоскости. Ес​ли известно, что плоскость проходит через некоторую точку M0(x0, y0, z0), то она может быть задана уравнением

[image: image761.png]Az — =) + B(y — yo) + C(2 — 20) = 0. (8.5)




Например, составить уравнение плоскости с перпендику​лярным вектором 
[image: image762.wmf]N

r

 = (1, 2, -1), проходящей через точку М0 (2, 1, 1), Согласно формуле (8.5) имеем

[image: image763.png](z—2)+2y—-1)~-1(z=1)=0, mmz+2y—2-3=0.




2. Функция Кобба—Дугласа — производственная функция, показывающая объем выпуска продукции Q при затратах ка​питала К и трудовых ресурсов L. Для случая двух переменных она имеет вид

[image: image764.png]Q =
AKaLl——a




где А > 0 — параметр производительности конкретно взятой технологии, 0 < α < 1 — доля капитала в доходе.

Линии уровня

Понятие линии уровня широко используется прежде всего в геодезии, картографии, при составлении синоптических карт, а также при описании различных физических полей (темпера​тура, давление и пр.).

Определение 2. Линией уровня функции двух переменных z = f(x, y) называется плоская кривая, получаемая при пе​ресечении графика этой функции плоскостью z = С, где С — постоянная величина, параллельной координатной плоскости Оху.
Обычно линии уровня, соответствующие различным зна​чениям постоянной величины С, проецируются на одну плос​кость, например на координатную плоскость Оху; тогда их удобно анализировать и с их помощью исследовать сложный характер поверхности, описываемой функцией z = f(x, у).
Таким образом, можно сказать, что линии уровня функции z = f(x, у) — это семейство кривых на координатной плоскос​ти Оху, описываемое уравнениями вида
[image: image765.png]flz,y)=C.




Обычно берут арифметическую прогрессию чисел Ci с по​стоянной разностью h; тогда по взаимному расположению ли​ний уровня можно получить представление о форме поверхнос​ти, описываемой функцией z = f(x, у). Там, где функция изме​няется быстрее, линии уровня сгущаются, а там, где поверх​ность пологая, линии уровня располагаются реже (рис. 8.4).
[image: image766.png]<y




Пример 3. Найти линии уровня функции z = х2 + у2 — 2х — 2у.
Решение. Линии уровня данной функции — это семейство кривых на плоскости Оху, описываемое уравнением

[image: image767.png]x2+y2—2x—2y:C, Ui (m—1)2+(y—1)2=2+C.




Последнее уравнение описывает семейство окружностей с цент​ром в точке O1(l, 1) радиуса r =
[image: image768.wmf]С

+
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. Поверхность враще​ния (параболоид), описываемая данной функцией, становится "круче" по мере ее удаления от оси, которая дается уравнени​ями x = 1, у = 1.

8.3. Частные производные функции нескольких переменных

Частные производные первого порядка

Пусть функция двух переменных z = f(x, у) определена в некоторой окрестности точки М(x, у) евклидова пространства Е2. Частная производная функции z = f(x, у) по аргументу x является обыкновенной производной функции одной перемен​ной х при фиксированном значении переменной у и обознача​ется как
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Аналогичным образом определяется частная производная функции f(x, у) по переменной у в точке М, обозначаемая как
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Функция, имеющая частные производные, называется диффе​ренцируемой.
Совершенно аналогично определяются частные производ​ные функций трех и более переменных. Частная производная функции нескольких переменных характеризует скорость ее изменения по данной координате при фиксированных значени​ях других координат.

Найти частные производные следующих функций.

[image: image771.png]Hpumep 1. z = 2% — 2zy + 2y




Решение. Дифференцируем функцию z = f(x, y) сначала по х, полагая у фиксированной величиной, потом повторяем эту же процедуру, меняя роли x и у. Получаем
[image: image772.png]
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Ррешение. Частные производные этой функции трех пере​менных выражаются следующими формулами:

[image: image774.png]



Пример 4. Найти предельные показатели продукции Q при изменении одного из факторов: затрат капитала К или вели​чины трудовых ресурсов L — по функции Кобба—Дугласа
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Решение. Частные производные этой функции
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дают решение сформулированной выше задачи. Очевидно, что в функции Кобба—Дугласа показатели степеней α и l — α пред​ставляют собой соответственно коэффициенты эластичности EK(Q) и EL(Q) по каждому из входящих в нее аргументов.

Градиент

Рассмотрим функцию трех переменных и = f(x, у, z), диф​ференцируемую в некоторой точке M(x, y, z).
Определение 1. Градиентом функции и = f(x, у, z) называ​ется вектор, координаты которого равны соответственно частным производным 
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 в точке М. 
Для обозначения градиента функции используется символ
[image: image778.png]Oou Ou Bu}' (8.7)
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Аналогично в случае функции двух переменных и = f(x, у) имеем
[image: image779.png]gradu = {
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Градиент функции характеризует направление и величину максимальной скорости возрастания этой функции в точке.

Для определения геометрического смысла градиента функ​ции введем понятие поверхности уровня. Это понятие анало​гично понятию линии уровня, рассмотренному в п. 8.2.

Определение 2. Поверхностью уровня функции и = f(x, у, z) называется поверхность, на которой эта функция сохраняет по​стоянное значение
[image: image780.png]f(z,y,2) = ¢ = const.




В курсе математического анализа доказывается, что градиент в данной точке ортогонален к этой поверхности.

В случае функции двух переменных все сказанное выше остается в силе, только вместо поверхности уровня будет фи​гурировать линия уровня. Рассмотрим некоторые примеры.

Пример 5. Найти градиент и его модуль функции z = 
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 в точке М (0, 1).

Решение. По формуле (8.8) имеем для функции двух пе​ременных

[image: image782.png]Q= 9z 8z _ | yly+1) z(z + 1)
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При х = 0 и у = 1 получаем

[image: image783.png]gradz,(o = {1/2,0}, |gradz| =172




Пример 6. Найти градиент и его модуль функции и = x2 + у2 - z2 в точке М (1, 1, -2).

Решение. По формуле (8.7) имеем

[image: image784.png]d Ou Ou Ou {929 9
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Подставляя в это выражение координаты точки М, полу​чаем
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Пример 7. Найти поверхности уровня функции u = х2 — 2х + у2 + 2у — z.

Решение. Согласно определению поверхности уровня (8.9) имеем

[image: image786.png]2 -2z 4y +2y—z=c, orkyma z = (z — 1) + (y + 1)2 - C,




где С = с + 2. Следовательно, поверхностями уровня данной функции являются параболоиды вращения с осью х = 1, у = -1, параллельной оси Oz, вершины которых лежат в точках с ко​ординатами (1, -1, -С).
Частные производные высших порядков

Частные производные первого порядка от функции двух и более переменных также представляют собой функции не​скольких переменных, и их можно также продифференциро​вать, т.е. найти частные производные от этих функций. Так, для функции двух переменных вида z = f(x, у) возможны че​тыре вида частных производных второго порядка:
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Частные производные, в которых дифференцирование произво​дится по разным переменным, называются смешанными произ​водными. Аналогичным образом для функций нескольких пе​ременных определяются частные производные более высоких порядков.

Рассмотрим два примера нахождения частных производ​ных второго порядка для функции двух переменных.
[image: image788.png]ITpumep 8.z:x3~$y2+m+y+y4.




Решение. Последовательно дифференцируя, получаем

[image: image789.png]Oz 0

.2 2 z

__(%_3.»,; — 41, —ay:—2zy+1+4y3,
02

0°z 8z 8%z 82z

=6z, =2, a—=-— -
9z 520y e 12y* - 2z.




[image: image790.png]IIpumep 9. z = e® cos 2y.




Решение. По правилам дифференцирования произведения имеем
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В рассмотренных примерах смешанные производные оказа​лись равными друг другу, хотя это бывает и не всегда. Ответ на вопрос о независимости смешанных вторых производных от порядка дифференцирования функции двух переменных дает следующая теорема.

ТЕОРЕМА 1. Если функция z = f(x, у) дважды дифферен​цируема в точке М0(x​0, y0), тo ее смешанные производные в этой точке равны.
8.4. Локальный экстремум функции нескольких переменных

Определение и необходимые условия существования локального экстремума

Пусть функция z = f(x, y) определена на множестве {М}, а М0 (x0, у0) — некоторая точка этого множества.

Определение. Функция z = f(x, у) имеет в точке М0 локаль​ный максимум (минимум), если существует такая окрестность точки M0, принадлежащая {М}, что для любой точки М(х, у) из этой окрестности выполняется неравенство f(M) ≤ f(M0) (f(М) ≥ f(М0)); для случая функции трех и более переменных локальный экстремум определяется аналогично.

Согласно данному определению локального экстремума (минимума или максимума) полное приращение функции z = f(M) — f(М0) удовлетворяет одному из условий в окрест​ности точки M0:
Δz ≤ 0, если M0 — точка локального максимума;

Δz ≥ 0, если M0 — точка локального минимума.

Теперь установим необходимые условия существования ло​кального экстремума.

ТЕОРЕМА 2. Если функция z = f(x, у) имеет в точке M0 (x0, y0) локальный экстремум и частные производные пер​вого порядка, то все эти частные производные равны нулю:
[image: image792.png]Oz 0 0z
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Для случая функции двух и более переменных необходи​мое условие существования локального экстремума имеет вид, аналогичный (8.10); все частные производные первого порядка должны обращаться в нуль в точке M0.
Следует особо отметить, что условия (8.10) не являются достаточными условиями экстремума. Например, для функции z = х2 — у2 частные производные равны нулю в точке O(0, 0), однако в этой точке функция (которая является уравнением ги​перболического параболоида) не имеет экстремума: f(0, 0) = 0, но в любой окрестности точки О есть значения функции как положительные, так и отрицательные.

Точки, в которых выполняются условия (8.10), называются точками возможного экстремума, или стационарными точ​ками.
Рассмотрим задачи на отыскание возможного экстремума функций.

[image: image793.png]Ilpumep 1. z = 22 + y% + zy — 4z — 5y.




Ррешение. Согласно условиям (8.10) имеем  
[image: image794.wmf]x
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 = 0 и 
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 = 0, откуда получаем систему двух алгебраических урав​нений с двумя неизвестными
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Решение этой системы х = 1, у = 2, т.е. точка с координа​тами (1, 2) является стационарной для данной функции двух переменных.

[image: image797.png]Ipumep 2. u = 2 + 2z + y% + 2zy + 22 + zy.




Решение. По условию (8.10) все три первые частные про​изводные функции равны в этой точке нулю, откуда получаем систему трех линейных алгебраических уравнений с тремя не​известными

[image: image798.png]{

z+y
2 + 2y + 2
y+ 2z




Решение этой системы дает единственную стационарную точ​ку возможного экстремума: (3, -4, 2).

Достаточные условия существования локального экстремума

Рассмотрим случай функции двух переменных z = f(x, y), часто используемый на практике. Обозначим вторые частные производные этой функции 
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в некоторой точке M0 через а11, a12, a22 соответственно. Тогда достаточное усло​вие локального экстремума формулируется следующим обра​зом.

ТЕОРЕМА 3. Пусть в точке М0(х0, у0) возможного экстре​мума функции и = f(x, у) и в некоторой ее окрестности все вторые частные производные этой функции непрерывны. Тогда если
[image: image802.png]2
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то функция и = f(x, y) имеет в точке М0 локальный экстре​мум: минимум при а11 < 0 и максимум при а11 > 0. Если же а11а22 — a122 ≤ 0, то данная функция не имеет локального эк​стремума в точке M0.
Пример 3. Найти точки локального экстремума и значения в них функции z = х3 — у3 — 3ху.
Решение. Сначала находим стационарную точку из условий 
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 = 0. Получаем систему двух алгебраических уравнений с двумя неизвестными
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решения которой дают координаты двух точек (0, 0) и (-1, 1). Найдем вторые производные:
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откуда получаем Δ = а11a22 — а122 = -36xу — 9. В точке (0, 0) имеем Δ < 0, и, значит, в ней нет локального экстремума. В точке (-1, 1) получаем Δ = 27 > 0, т.е. в этой точке данная функция имеет локальный экстремум; поскольку а11 < 0, то это  точка  максимума.   Значение  функции  в  ней: umax = f(-1, 1) = 1.

8.5. Применение в задачах экономики 
Экстремум функции нескольких переменных
Рассмотрим типичную задачу нахождения экстремума функции нескольких переменных, возникающую в экономике.

Прибыль от производства разных видов товара

Пусть x1, x2, …, xт. — количества производимых т разно​видностей товара, а их цены — соответственно P1, P2, …, Pm (все Pi — постоянные величины). Пусть затраты на производ​ство этих товаров задаются функцией издержек
[image: image807.png]C:S(l‘hx?)"' ,xm)-




Тогда функция прибыли имеет вид
[image: image808.png]M= Pz + Poxo+...+ Ppzy — S(Jtl,wg, e ,.’Bm). (8.11)




Максимум прибыли естественно искать как условие локально​го экстремума функции многих переменных (8.11) при xi ≥ 0 (при отсутствии других ограничений)
[image: image809.png]



Это условие приводит к системе алгебраических уравнений от​носительно переменных хi
[image: image810.png](8.12)




Система уравнений (8.12) реализует известное правило эконо​мики: предельная стоимость (цена) товара равна предельным издержкам на производство этого товара. Решениями этой сис​темы уравнений являются наборы, состоящие из т значений каждый. Нужно заметить, что сам процесс нахождения реше​ния системы уравнений (8.12) зависит от вида функции издер​жек и может быть достаточно сложным.

Приведем конкретный пример. Пусть производятся два ви​да товаров, обозначим их количества через x и у. Пусть P1 = 8 и Р2 = 10 — цены на эти товары соответственно, а С = х2 + ху + у2 — функция затрат. Тогда согласно (8.11) при x1 = х, x2 = y прибыль является функцией двух перемен​ных:
[image: image811.png]I(z,y) = 8z + 10y — 2* — zy — ¢°.




Условия локального экстремума приводят к системе линейных алгебраических уравнений
[image: image812.png]{
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решением которой является точка (2,4). Поскольку
[image: image813.png]aj; = —2 <0, A:anagg—a%z:3>0,




то найденная точка определяет локальный максимум функции прибыли, который равен Пmах = 28.

Оптимальное распределение ресурсов

Рассмотрим типичную задачу оптимального распределе​ния ресурсов на примере функции выпуска и = а0ху2 при до​пущении, что функция затрат на ресурсы x и у линейна, т.е. имеет вид и = Р1х+Р2у, где P1 и Р2 — соответствующие цены на эти факторы.

В точке F(x0, y0), определяющей оптимальное определение ресурсов, линии уровня функций выпуска и затрат касают​ся (рис. 8.5). Эти линии определяются соответственно уравне​ниями a0xy2 = C, Р1х + Р2у = А, или у = (b/x)1/2, у = —(Р1/Р2)х + А/Р2, где C > 0 и A > 0 — постоянные числа, b =C/a0. Условие касания этих линий дается уравнением
[image: image814.png][(b/x)!/2Y
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Из этого уравнения определяется значение x0 = b1/3(P2/2P1)2/3. Тогда из уравнения линии уровня функции выпуска определя​ется значение у0 = (b/x0)1/2 = b1/3(2P1/P2)1/3. Отсюда полу​чаем, что оптимальное распределение ресурсов х0/у0 должно быть произведено в отношении Р2 : 2P1.
Максимизация прибыли производства продукции

Функция прибыли обычно вычисляется по формуле
[image: image816.png]I(K,L) = PF(K,L) - WL - RK, (8.13)




где F(K, L) — производственная функция, Р — цена продук​ции, W и R — соответственно факторные цены на труд и ка​питальные затраты, L и К — соответственно затраты трудо​вых ресурсов и капитала. Рассмотрим две задачи, связанные с определением максимума прибыли.

1. Точка (K0, L0) называется оптимальным планом, если в ней функция прибыли (8.13) принимает максимальное зна​чение. Найти предельную норму замещения производственной функции F при оптимальном плане.

В точке локального экстремума первые производные функ​ции прибыли П(K, L) равны нулю, откуда имеем систему двух уравнений
[image: image817.png]PFL(Ko, Lo) — W = 0.




Как известно, предельная норма замещения вычисляется по формуле μ = -F'L / F'K, откуда при оптимальном плане полу​чаем μ = -W/R.
2. Максимизация функции прибыли. Найти оптимальный план  и  максимум  функции  прибыли  (8.13),  если F(K, L) = 2(K L)1/3.

В данном случае функция прибыли имеет вид
[image: image818.png]I(K,L) =2P(KL)'®* - WL - RK.




Условия локального экстремума приводят к системе двух ли​нейных алгебраических уравнений относительно координат К0 и L0 оптимального плана
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Отсюда получаем координаты оптимального плана:
[image: image820.png]Ko = (2P/3)°/ (R*W), Lo = (2P/3)*/ (Rw?).




Подстановка этих величин в функцию прибыли дает ее макси​мум:
[image: image821.png]Hmax = (2P/3)3/ (RW).




Метод наименьших квадратов

Метод наименьших квадратов относится к методам аппро​ксимации, или приближенного восстановления функции по из​вестным ее значениям в ряде точек. На практике часто возни​кает задача о наилучшем подборе эмпирических формул, поз​воляющих представить в аналитической форме данные статис​тических наблюдений, измерений и т.д. Задача формулируется следующим образом: имеются данные наблюдений в п точках
[image: image822.png]Ml,Mg,... ,Mn (8_14)




некоторой величины и и получены соответствующие значения
[image: image823.png]UL, U,y - ., Uny,. (8.15)




Нужно подобрать функцию определенного вида и = f(М), что​бы она по возможности наиболее точно отражала общую зави​симость измеряемой величины и от параметров (координат) точек измерения {Мi}.
Таким образом, задача нахождения эмпирических формул состоит из двух этапов:

1) определение общего вида зависимости f(M) или вида функции f с точностью до постоянных параметров (коэффи​циентов), входящих в нее;

2) неизвестные коэффициенты подбираются таким образом, чтобы в точках наблюдений (8.14) подобранная функция как можно лучше отвечала данным измерений (8.15).

Итак, пусть на первом этапе определено, что эмпирическая формула должна включать совокупность известных базовых функций
[image: image824.png]e1(M), p2(M),... ,om(M), (8.16)




т.е. эта формула должна иметь вид
[image: image825.png]F(M) =a101(M) + axpa(M) + ... + ampm (M), (8.17)




где
[image: image826.png]a1,a2,... ,0ay (818)




— неизвестные параметры эмпирической функции.

Второй этап состоит в определении неизвестных парамет​ров (8.18). Их следует выбрать такими, чтобы значения функ​ции (8.17) по возможности наименее всего отклонялись в точ​ках (8.14) от измеренных значений (8.15).

Метод наименьших квадратов состоит в минимизации суммы квадратов погрешностей (отклонений) δi (рис. 8.6) функции (8.17) в точках (8.14) как функции от т аргумен​тов — неизвестных параметров:
[image: image827.png](8.19)
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Для установления точки минимума функции (8.19) т перемен​ных (8.18) нужно найти частные производные этой функции по всем т аргументам и приравнять их к нулю. Отсюда полу​чается система т линейных алгебраических уравнений отно​сительно т неизвестных параметров (8.18)
[image: image829.png]Ajrar + Ajpag + ... + Ajmam = Bj,j = 1,2,... ,m.  (8.20)




Коэффициенты и свободные члены уравнений этой системы определяются по формулам
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Поскольку функция (8.19) является положительной, выпуклой вниз и неограниченной в евклидовом пространстве Em, то ре​шение системы уравнений (8.20) представляет собой коорди​наты точки ее локального минимума.

При обработке данных экономической статистики наиболее распространенным является приближение эмпирической фор​мулой в виде линейной функции одной переменной (например, это широко используется в трендовом анализе). В этом случае совокупность точек измерения (8.14) представляет собой на​бор значений аргумента x1, х2, ..., xп, а совокупность функций (8.16) состоит из двух функций: x и 1. Эмпирическая формула (8.17) имеет вид
[image: image831.png]u=azr +b.




Неизвестные параметры а и b определяются из системы двух линейных уравнений
[image: image832.png]{ Apa+ Apb = By,
Asra + Axnb Bs,




в которой коэффициенты и свободные члены выражаются фор​мулами
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УПРАЖНЕНИЯ
Найти области определения функций.
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Построить линии уровня функций.
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Найти частные производные от функций.
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Найти градиент и его модуль для функций в указанных точках.

[image: image837.png]8.25. z = 4 — z% — 42, B Touke M(1,2).




[image: image838.png]8.26.z = (z—y)?, M(0,3).8.27. u = z2+y2—2%, M(1,-1,2).
8.28. u = zyz, M(3,—1,2).




8.29. Доказать, что для функций, указанных в задачах 8.23 и 8.24, модуль градиента равен единице во всей области опреде​ления. 
Найти частные производные второго порядка.
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Найти экстремумы функций.

[image: image840.png]8.36. z = 22 +y? + zy — 4z — 5y. 8.37. z = zy(1l — z — y).
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8.42. z = &*/%(z + ?).




8.43. Найти размеры цилиндра наибольшего объема, если его полная поверхность равна 6π.

8.44. Цены на два вида товаров равны соответственно Р1 = 32 и P2 = 24 денежным единицам. Определить, при каких коли​чествах х и у продаж этих товаров прибыль будет максимальной, если функция издержек имеет вид С = 
[image: image841.wmf]2
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х2 + 2ху + у2.
8.45. В результате эксперимента для пяти значений аргумента x получены пять значений величины и:
[image: image842.png]



Методом наименьших квадратов найти функциональную зави​симость между х и и в виде линейной функции и = ах + b.
Часть 2. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Дифференциальные уравнения занимают особое место в ма​тематике и имеют многочисленные приложения в большом спектре наук. Исследования природных процессов и изучение закономерностей общественных процессов приводят к построе​нию математических моделей, основой которых являются диф​ференциальные уравнения.

В дифференциальных уравнениях неизвестная функция со​держится вместе со своими производными. Основной задачей теории дифференциальных уравнений является изучение функ​ций, представляющих собой решения этих уравнений.

В этой части излагаются элементы теории обыкновенных дифференциальных уравнений, когда неизвестные функции за​висят от одной переменной. Теория дифференциальных урав​нений, когда неизвестные функции зависят от нескольких пере​менных — уравнения в частных производных, является более сложной и представляет специальный раздел математики.

Глава 9. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

9.1. Основные понятия 
Базовые определения
Определение 1. Уравнение вида
[image: image843.png]F(z,y,y') =0,




где х — независимая переменная, у и у' — соответственно не​известная функция и ее производная, называется дифференци​альным уравнением первого порядка.
Примеры дифференциальных уравнений первого порядка:
[image: image844.png](yr)ayz + 2zy = 0, y' = z%sin Yy, vty = 3my2.




В случае когда из уравнения можно выразить у', оно имеет вид
[image: image845.png]y' = f(z,y). (9.1)




Уравнение (9.1) называется уравнением первого порядка, раз​решенным относительно производной. В дальнейшем будем рассматривать уравнения первого порядка именно такого ви​да. Примеры уравнений, разрешенных относительно производ​ной:
[image: image846.png]y =’ +47

y' =y’ + tg (zy),

y' =2z +y,




Приведем примеры уравнений, которые можно разрешить относительно производной неизвестной функции у'.
Пример 1. (y')2 = x2 + у2, откуда получаем два уравнения первого порядка у' = ±
[image: image847.wmf]2
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[image: image848.png]lIpumep 2. V' = z + siny, orxyna ' = (¢ + siny)2.




Определение 2. Решением дифференциального уравнения первого порядка называется функция у = φ(x), определенная на некотором интервале (а, b), которая при подстановке в урав​нение обращает его в тождество.

Например, функция у = х2 тождественно обращает в нуль левую часть уравнения ху' — 2х2 = 0 и потому представляет собой решение этого уравнения.

В теории дифференциальных уравнений основной задачей является вопрос о существовании и единственности решения. Ответ на него дает теорема Коши, которую мы приводим без доказательства.

ТЕОРЕМА 1. Пусть дано дифференциальное уравнение (9.1). Если функция f(x,y) и ее частная производная f'y(x,y) непре​рывны в некоторой области D плоскости Оху, то в неко​торой окрестности любой внутренней точки (x0, у0) этой области существует единственное решение уравнения (9.1), удовлетворяющее условию у = у0 при х = x0.
График решения дифференциального уравнения называет​ся интегральной кривой. В области D содержится бесконечно много интегральных кривых. Теорема Коши гарантирует, что при соблюдении определенных условий через каждую внутрен​нюю точку области D проходит только одна интегральная кри​вая. Условия, которые задают значение функции у0 в фиксиро​ванной точке x0, называют начальными условиями (условиями Коши) и записывают в такой форме:
[image: image849.png]Zo

= Yo-

(9.2)




Задача нахождения решения уравнения (9.1), удовлетворя​ющего условию (9.2), называется задачей Коши — из множес​тва интегральных кривых выделяется та, которая проходит через заданную точку (x0, y0) области D.
В ряде случаев, когда условия теоремы Коши не выполне​ны, через некоторые точки плоскости Оху либо не проходит ни одной интегральной кривой, либо проходит более одной ин​тегральной кривой; эти точки называются особыми точками данного дифференциального уравнения.

Определение 3. Общим решением уравнения (9.1) называет​ся функция у = φ(x, С), удовлетворяющая этому уравнению при произвольном значении постоянной С.
Определение 4. Частным решением уравнения (9.1) в облас​ти D называется функция у = φ(х,С0), полученная при опре​деленном значении постоянной С = С0.
Общее решение у = φ(x, С) описывает семейство интег​ральных кривых на плоскости Оху. Условия Коши (9.2) фик​сируют произвольную постоянную С и позволяют выбрать из семейства интегральных кривых уравнения (9.1) одну интег​ральную кривую у = φ(x,C0), проходящую через заданную точку (x0, y0).
Например, рассмотрим уравнение у' = 2х. Правая часть этого уравнения удовлетворяет условиям теоремы Коши во всех точках плоскости Оху (функции f(x, у) = 2х и f'y(x, у) 
[image: image850.wmf]º

 0 определены и непрерывны на всей плоскости Оху). Нетруд​но видеть, что общим решением уравнения является функция у = х2 + С, где С — произвольная постоянная, описывающая семейство парабол (рис. 9.1). Для отыскания частного решения зададим произвольные начальные условия (9.2) и подставим их в формулу общего решения; получаем, что С = у0 — x02, откуда находим частное решение у = х2 + у0 – х02. Это частное решение выделяет из семейства парабол одну, проходящую через точку (х0, у0).

[image: image851.png]



Геометрический смысл уравнения первого порядка
Рассмотрим уравнение у' = f(x,y). Пусть у = φ(x) — его решение, график которого представляет собой непрерыв​ную интегральную кривую, причем в каждой ее точке сущест​вует касательная. Из дифференциального уравнения следует, что угловой коэффициент касательной к интегральной кривой в каждой ее точке равен правой части этого уравнения. Сле​довательно, уравнение первого порядка задает угловой коэф​фициент у' касательной к интегральной кривой как функцию двух переменных. Если каждой точке (x, у) сопоставить отрезок, направленный под углом наклона α = arctg (f (x, y)) к оси Ох, то мы получим поле направлений данного уравнения. В этом и заключается геометрический смысл дифференциально​го уравнения первого порядка.

Поле направлений позволяет проанализировать решение дифференциального уравнения и даже приближенно построить интегральные кривые.

Пример 1. Построить поле направлений уравнения y' = x2 - y.
Решение. Нетрудно видеть, что правая часть этого урав​нения удовлетворяет условиям теоремы Коши единственности и существования решения при любых x и у, т.е. интегральные кривые заполняют всю плоскость Оху. Найдем линии, на ко​торых наклон направлений одинаков, — так называемые изоклины. Так, если у' = 0, то имеем x2 - у = 0, т.е. на параболе у = x2 касательные к интегральным кривым горизонтальны (короткие черточки на рис. 9.2). При у' = 1 имеем х2 — у = 1, т.е. касательные к интегральным кривым направлены под уг​лом 45° к оси Ох на параболе у = х2 - 1. Наконец, на параболе у = x2 + 1 угол наклона касательных равен 135°. По полю на​правлений можно приближенно восстановить ход интеграль​ных кривых (сплошные линии).
[image: image852.png]Puc. 9.2




9.2. Уравнения с разделяющимися переменными

Определение 5. Дифференциальное уравнение вида
[image: image853.png]y' = fi(z)f2(y),




где f1(x) и f2(y) — непрерывные функции, называется уравне​нием с разделяющимися переменными.

Подчеркнем, что правая часть уравнения представляет со​бой произведение, в котором один сомножитель зависит только от х, а другой — только от у. Метод решения такого вида урав​нений носит название разделения переменных. Запишем производную у' в ее эквивалентной форме как отношение дифферен​циала функции к дифференциалу независимой переменной 
[image: image854.wmf]dx

dy

, умножим обе части уравнения (9.3) на dx и поделим обе его части на f2(y), полагая, что f2(у) ≠ 0; получаем
[image: image855.png]W) = fi(z)dz. (9.4)




В этом уравнении переменная у входит в левую часть, а пе​ременная х — только в правую, т.е. переменные разделены. Пусть у = φ(x) является решением уравнения (9.3), тогда при подстановке этого решения в уравнение (9.4) получаем тож​дество: два дифференциала равны друг другу, только в правой части дифференциал выражен через независимую переменную x, а в левой части — через функцию у. Поскольку дифференци​алы равны, то их неопределенные интегралы различаются на постоянную величину, т.е., интегрируя слева по переменной у, а справа по переменной х, получаем
[image: image856.png](9.5)
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где С — произвольная постоянная.

Рассмотрим примеры решения уравнений методом разде​ления переменных.

Пример 1. ху' — у = 0, найти частное решение при начальных условиях у0 = 2 при x0 = -4.

Решение. Разделим переменные, для чего перенесем у в правую часть, поделим обе части полученного уравнения на ху и умножим их на dx; получим

[image: image857.png]



Интегрируя обе части этого уравнения (правую по x, а левую по у), имеем
[image: image858.png]In|C|,
Inly| =In|z| +




где С — произвольная постоянная. При потенцировании полу​чаем
[image: image859.png]ly| = |Cz|,




что эквивалентно уравнению у = ±Сх, или у = С1х. Получен​ная функция представляет семейство интегральных кривых. Для выделения частного решения при указанных начальных условиях подставим в эту формулу х = -4 и у = 2, откуда получим значение для С: С = -1/2. Окончательно частное решение имеет вид
[image: image860.png]



Пример 2. у' = х
[image: image861.wmf]y
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, найти частное решение, проходящее через точку (0,1).

Решение. Разделяя переменные, получаем уравнение в дифференциалах

[image: image862.png]



Интегрируя, имеем

[image: image863.png]ydy
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где С — произвольная постоянная величина. После интегриро​вания (интеграл в правой части берется при помощи замены переменной) имеем уравнение семейства интегральных кривых
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Выделение частного решения, проходящего через точку (0, 1), приводит к определению произвольной постоянной: С =
[image: image865.wmf]2

, т.е. эта кривая описывается уравнением (с учетом выбора знака)

[image: image866.png]y = \/(x2/2+\/§)2 -1




9.3. Неполные уравнения

Определение 6. Дифференциальное уравнение первого поряд​ка (9.1) называется неполным, если функция f явно зависит только от одной переменной: либо от х, либо от у.
Различают два случая такой зависимости.

1. Пусть функция f зависит только от х. Переписав это уравнение в виде
[image: image867.png]dy = f(z)dz,




нетрудно убедиться, что его решением является функция
[image: image868.png]y=/f(a:)da:+C.




2. Пусть функция f зависит только от у, т.е. уравнение (9.1) имеет вид
[image: image869.png](9.6)




Дифференциальное уравнение такого вида называется авто​номным. Такие уравнения часто употребимы в практике мате​матического моделирования и исследования природных и физи​ческих процессов, когда, например, независимая переменная х играет роль времени, не входящего в соотношения, описываю​щие законы природы. В этом случае особый интерес представ​ляют так называемые точки равновесия, или стационарные точки,— нули функции f(у), где производная у' = 0.
Решение уравнения (9.6) методом разделения переменных приводит к функциональному уравнению для определения не​известной функции у = φ(x) (или х = ψ(у)):

[image: image870.png]dy
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В общей теории дифференциальных уравнений развита те​ория качественного анализа, основанная на исследовании ха​рактера стационарных точек.

9.4. Линейные уравнения первого порядка 

Определение 7. Уравнение вида

[image: image871.png]¥ +p(z)y = q(z), (9.7)




где р(х) и q(x) — непрерывные функции, называется линейным дифференциальным уравнением первого порядка.

Неизвестная функция и ее производная входят в указанное уравнение в первой степени — линейно, что и объясняет на​звание уравнения.

Если q(x) 
[image: image872.wmf]º

 0, то уравнение (9.7) называется линейным однородным уравнением; если же функция q(x) не равна тож​дественно нулю, то уравнение (9.7) называется линейным не​однородным уравнением.

Для линейного уравнения первого порядка можно выписать общее решение с помощью метода вариации постоянной. Здесь это решение приводится без вывода:

[image: image873.png]y(z) = ¢ Jr(@dz [C’ + /q(w)efp(“’) ) . (9.8)




Следует отметить, что некоторые нелинейные уравнения приводятся к линейным уравнениям соответствующими заме​нами неизвестной функции у(х). К таковым относится уравне​ние Бернулли

[image: image874.png]y' +plz)y = q(z)y", (9.9)




где р и q — непрерывные функции, a n — некоторое постоянное число. При п = 0 имеем линейное неоднородное уравнение, а при n = 1 — линейное однородное уравнение
[image: image875.png]Y+(@p—-qy=0.




Пусть п ≠ 0, n ≠ 1. Введем новую функцию
[image: image876.png](9.10)




тогда
[image: image877.png]



Поделим обе части уравнения (9.9) на уn:
[image: image878.png]y "y +pytT" =g




Умножая обе части этого уравнения на (1 — n), с учетом выра​жений для новой функции z и ее производной получаем линей​ное дифференциальное неоднородное уравнение относительно неизвестной функции z(x):

[image: image879.png]2+ (1 —n)pz =(1-n). (9.11)




В этом уравнении, метод решения которого нам известен, функ​ция z(x) связана с искомой функцией у(x) соотношением (9.10). 
Рассмотрим примеры решения неоднородных уравнений первого порядка.

[image: image880.png]IIpumep 1. ¢ + 22y = z2.




Решение. Это линейное неоднородное уравнение перво​го порядка. Последовательное интегрирование в формуле (9.8) при р(х) = x2 и q(x) = х2 дает
[image: image881.png]3
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(этот интеграл берется с помощью подстановки t = х3 в фор​мулу (9.8)). Получаем решение дифференциального уравнения:
[image: image882.png]



[image: image883.png]Hpum
ep 2. zy +y = €*.




Решение. Тот же прием, что и в предыдущем примере, при р(х) = 1/х и q(x) = eх дает нам решение

[image: image884.png]y(z)

1 €T




[image: image885.png]IIpumep 3. y' + zy = zy°.




Решение. Данное нелинейное уравнение представляет со​бой уравнение Бернулли при п = 3. Заменой искомой функции z = у-2, согласно (9.10) и (9.11), получим линейное неоднород​ное уравнение относительно z(х)
[image: image886.png]e 2xz = 2.




По формуле (9.8) получаем общее решение этого уравнения:
[image: image887.png]z(z) = Ce® +1.




Теперь, выполняя обратную замену у = ±1/
[image: image888.wmf]z

, получаем ре​шение исходного нелинейного уравнения:
[image: image889.png]i
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УПРАЖНЕНИЯ
Найти общие решения дифференциальных уравнений методом разделения переменных.
[image: image890.png]9.1. 2y —y=0.9.2. yy' + £ =0. 9.3. 2%/ +y = 0.




[image: image891.png]9.4.y =y. 9.5. (1 +y%)dz = (1 + z?)dy.
9.6. zyy’ =1 — 2. 9.7. (1 + 2%)yy = z(1 +¢?).
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Найти частные решения уравнений первого порядка, удовле​творяющие указанным начальным условиям.

[image: image892.png]9.10. 2y'\/z = y,yo = 1 mpu 2o = 4.
9.11. 22y’ + 32 =0,y = 1 npu zp = —4.
9.12. (1 +e%)yy =€, yo =1 npu 25 = 0.

9.13. oy’ = ——y——, Yo = 1 pu g = e.
Inz
9.14. (1 + y?)dzr — zydy = 0,y0 = 1 ipm o = 2.

9.15. (2z + 1)dy + y?dz = 0,yp = 1 npu z¢ = 4.




Найти общее решение линейных уравнений.

[image: image893.png]9.16. ¢y —y=¢*.9.17. ¢y =z +y. 9.18. zyy +y = 3.
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Решить уравнения Бернулли.

[image: image894.png]9.22. ¢ + zy = zy%. 9.23. Yz + y = —zy>.
9.24. y' + y = zy>. 9.25. zy’ + 2y = 2592




Глава 10. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

10.1. Основные понятия теории

Определение 1. Дифференциальным уравнением второго по​рядка называется уравнение вида
[image: image895.png]F
(‘Tv Y, y” y”) =0,
(10.1)




где х — независимая переменная, у — искомая функция, у' и у" — соответственно ее первая и вторая производные.

Примеры дифференциальных уравнений второго порядка:
[image: image896.png]¥ +yy' — zy® — cosz = 0;

2.1

Yy +zy' + % cosy = 0.




Будем рассматривать уравнения, которые можно записать в виде, разрешенном относительно второй производной:
[image: image897.png]y' = f(z,y,9) (10.2)




Как и в случае уравнения первого порядка, решением урав​нения (10.1) называется функция у = φ(x), определенная на некотором интервале (а, b), которая обращает это уравнение в тождество. График решения называется интегральной кривой. Имеет место теорема существования и единственности реше​ния уравнения второго порядка.

ТЕОРЕМА 1 (теорема Коши). Пусть функция f(x, у, у') и ее частные производные 
[image: image898.wmf]'
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, непрерывны в некоторой обла​сти D пространства переменных (x, у, у'). Тогда для любой внутренней точки М0(х0, у0, у'0) этой области существует единственное решение уравнения (10.2), удовлетворяющее ус​ловиям:
[image: image900.png]=20,y ="Y0, Y = Yo (10.3)




Геометрический смысл этой теоремы (ее доказательство мы не приводим) заключается в том, что через заданную точку (x0, y0) на координатной плоскости Оху проходит единствен​ная интегральная кривая с заданным угловым коэффициентом y0' касательной (рис. 10.1).
[image: image901.png]Xo
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Условия (10.3) называются начальными условиями, а зада​чу отыскания решения уравнения (10.2) по заданным началь​ным условиям называют задачей Коши.
Общим решением уравнения (10.2) в некоторой области D называется функция у = φ(х, С1, С2), если она является реше​нием этого уравнения при любых постоянных величинах С1 и C2, которые могут быть определены единственным образом при заданных начальных условиях (10.3). Частным решением уравнения (10.2) называется общее решение этого уравнения при фиксированных значениях постоянных С1 и C2: у = φ(х, С10, С20).

Рассмотрим для пояснения уравнение у" = 0. Его общее решение получается при двухкратном интегрировании этого уравнения:
[image: image902.png]Y= Ciz + Co,




где С1 и C2 — произвольные постоянные. Это решение пред ставляет собой семейство прямых, проходящих в произвольных направлениях, причем через каждую точку плоскости Охy проходит бесконечное число таких прямых. Поэтому для выделения частного решения, проходящего через заданную точку (х0, y0), следует задать еще и угловой коэффициент прямой, совпадающей в данном случае со своей касательной. Например, найдем частное решение, удовлетворяющее начальным условиям
[image: image903.png]



т.е. нужно найти прямую, проходящую через точку M (l, 2), с угловым коэффициентом, равным единице. Подстановка на​чальных условий в общее решение уравнения приводит к сис​теме двух линейных уравнений относительно постоянных С1 и C2
[image: image904.png]{
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откуда С1 = 1, C2 = 1. Таким образом, искомое частное реше​ние — это прямая у = х + 1.

10.2. Уравнения, допускающие понижение порядка

Существуют три вида уравнения (10.2), которые при помо​щи замены переменной (искомой функции) сводятся к уравне​ниям первого порядка.

1. Уравнение вида
[image: image905.png]y' = f(z).

(10.4)




Введем новую функцию z(x) путем замены z(x) = у'. Тогда исходное уравнение второго порядка преобразуется в неполное уравнение первого порядка: z' = f(x), решением которого яв​ляется функция z(х) = 
[image: image906.wmf]ò

 f(x) dx + С1. Поскольку z(x) = у', то повторным интегрированием находим общее решение уравне​ния (10.4):
[image: image907.png]y(x) =/ [/f(:c)dm] dr + Ciz + Co,




где С1 и С2 — произвольные постоянные. 
2. Уравнение вида
[image: image908.png]y' = f(=z,9). (10.5)




т.е. уравнение не содержит в явном виде у. Как и в преды​дущем случае, положим z(x) = у'. Тогда получаем уравнение первого порядка общего вида z' = f(x, z). Найдя общее реше​ние этого уравнения z = φ(x, C1), повторным интегрированием получим искомое общее решение уравнения (10.5):
[image: image909.png]y(z) = /(p(:l:, C1)dz + Cs,




где С1 и С2 — произвольные постоянные. 
3. Уравнение вида
[image: image910.png]y' = fy,y), (10.6)




т.е. уравнение не содержит независимой переменной x. Здесь мы вводим новую функцию, зависящую от у, полагая z(y) = у'. Тогда, поскольку по правилу дифференцирования сложной функции
[image: image911.png]



то уравнение (10.6) преобразуется в дифференциальное урав​нение первого порядка относительно функции z(y):

[image: image912.png]= f(ya Z).
“dy




Пусть общее решение этого уравнения z = φ(у, С1). Тогда об​ратной заменой получаем неполное уравнение первого порядка относительно функции у(х)
[image: image913.png]T o(y, Ch),




из которого методом разделения переменных получаем функ​циональное соотношение для определения общего решения уравнения (10.6):
[image: image914.png]oy, C1)

=z + CYy,




где С1 и C2 — произвольные постоянные.

Рассмотрим два примера решения дифференциальных уравнений второго порядка.

[image: image915.png]Ipumep 1. 3" + z(y')? = 0.




Решение. Это уравнение вида (10.5), поскольку оно не со​держит в явном виде у. Заменой z(x) = у' приведем его к уравнению первого порядка 
[image: image916.wmf]dx
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 = -xz2, откуда имеем z = 
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[image: image918.wmf]1
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. Интегрируя это уравнение, получаем общее решение исходного уравнения:
[image: image919.png]



где С1 и С2 — произвольные постоянные. В зависимости от вы​бора знака С1 интеграл в правой части этого равенства (обо​значим его через I) может иметь разные выражения:
[image: image920.png]-2/, C1=0;
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[image: image921.png]Tpumep 2. y" — (¥')* =0.




Решение. Это уравнение вида (10.6), т.е. оно не содержит явно независимой переменной х. Заменой z(y) = у' сведем его к уравнению первого порядка

[image: image922.png]



Первое решение этого уравнения z = 0, или у = С, где С — по​стоянная величина. Сокращая после этого обе части уравнения на z, получаем 
[image: image923.wmf]dy

dz

 — z = 0. Решение этого уравнения методом разделения переменных у и z дает z = С1ey. Наконец, обратная замена приводит к уравнению первого порядка
[image: image924.png]



Разделение переменных x и у приводит к общему решению ис​ходного уравнения: e-ydy = C1dx, откуда e-y = С1х + С2, или окончательно
[image: image925.png]y(:c) = —~1In (0117 + Cz),




где С1 и С2 — произвольные постоянные. Нетрудно видеть, что это решение включает в себя и решение у = С, указанное выше (при С1 = 0, С2 ≠ 0).

Далее мы рассмотрим наиболее употребимый в математи​ческих приложениях вид дифференциальных уравнений второ​го порядка.

10.3. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами

Определение 2. Линейным дифференциальным уравнением второго порядка называется уравнение вида
[image: image926.png]y' +plx)y +qlx)y  flr), (10 7)




где y – искомая функция, а р(х), q(x) и f(x) – известные функции, непрерывные на некотором интервале (a, b).

Если f(x) ≡ 0, то уравнение (10.7) называется линейным однородным уравнением. Если f(x) ≠ 0, оно называется ли​нейным неоднородным уравнением. Если разрешить уравнение (10.7) относительно второй производной, то легко увидеть, что оно является частным случаем уравнения (10.2) и удовлетворяет условиям теоремы Коши. Поэтому для любых начальных условий (10.3) при x0 
[image: image927.wmf]Î

 (а, b) это уравнение имеет единствен​ное решение задачи Коши.

В этом разделе мы рассмотрим важный и весьма распро​страненный случай, когда в уравнении вида (10.7) функции р(х) и q(x) — постоянные величины. Уравнения такого вида называются линейными уравнениями с постоянными коэффи​циентами. Итак, мы рассматриваем уравнение вида
[image: image928.png]¥ +py' +qy = f(x), (10.8)




где р и q — вещественные числа. Как и в общем случае линей​ных дифференциальных уравнений второго порядка, основой в построении решения являются однородные уравнения.

Однородные уравнения второго порядка
Рассмотрим линейное однородное уравнение
[image: image929.png]¥ +py +qy =0, (10.9)




где р и q — вещественные числа. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка, как следует из теоремы 10.1, мо​жет иметь множество решений. Однако среди них выделяют базисные решения, по которым строится общее решение урав​нения. Таких решений для уравнения второго порядка — два, каков и порядок уравнения.

Определение 3. Решения у1(х) и у2(х) уравнения (10.9) называются линейно независимыми, если их линейная комбинация равна нулю:

[image: image930.png]Ciyi(z) + Caya(z) = 0 (10.10)




лишь в том случае, когда С1 = C2 = 0.

В том случае, когда можно найти такие числа С1 и С2, не равные нулю одновременно, что для функций у1(х) и у2(х) на некотором интервале (a, b) выполняется равенство (10.10) для любого х 
[image: image931.wmf]Î

 (а, b), эти функции называются линейно зависимы​ми на интервале (а, b). Линейная зависимость функций озна​чает их пропорциональность, например, у1(х)/у2(х) = —С2/С1, при у2(х) ≠ 0 и С1 ≠ 0.

ТЕОРЕМА 2. Пусть решения у1(х) и у2(х) уравнения (10.9) линейно независимы на интервале (а, b). Тогда функция
[image: image932.png]y(z) = Cry1(z) + Coya(z), (10.11)




где С1 и С2 — произвольные постоянные, является общим решением однородного уравнения (10.9).
Эта теорема, по сути дела, выражает метод нахождения об​щего решения однородного дифференциального уравнения вто​рого порядка: нужно отыскать два линейно независимых реше​ния и взять их линейную комбинацию вида (10.11).

Будем искать решение уравнения (10.9) в виде у = еkx, где k — некоторое число. Подставляя эту функцию в уравнение (10.9), получаем
[image: image933.png]k2€k$
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Сокращая обе части этого равенства на еkx, получаем квад​ратное уравнение относительно k
[image: image934.png]k% +
pk +
q=
=0
(10.12)




Стало быть, если число k является корнем уравнения (10.12), то функция у = еkx есть решение однородного уравнения (10.9). Уравнение (10.10) называется характеристическим уравнени​ем для дифференциального уравнения (10.9).

Вид общего решения уравнения (10.9) существенно зави​сит от того, какие корни имеет характеристическое уравнение (10.10). Обозначим эти корни через k1 и k2. Справедлива сле​дующая теорема.

ТЕОРЕМА 3. А) Если корни характеристического уравне​ния вещественные и k1 ≠ k2, то общее решение однородного дифференциального уравнения (10.9) имеет вид
[image: image935.png]y =C kizx
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Б) если корни уравнения (10.12) вещественные и равные между собой (k1 = k2 = k), то общее решение уравнения (10.9) имеет вид
[image: image936.png]y = C1e*® + Cyze*®;




В) если корни характеристического уравнения комплекс​ные (k1 = а + bi, k2 = а — bi, где i =
[image: image937.wmf]1
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, a и b — вещественные числа), то общее решение уравнения (10.9) имеет вид
[image: image938.png]y = e**(Cy cos bz + Ca sinbz),




где а = -р/2, b =
[image: image939.wmf]4
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. Во всех трех случаях С1 и С2 — произвольные постоянные.

Заметим, что когда дискриминант характеристического уравнения (10.12) отрицательный, корни характеристического многочлена с действительными коэффициентами представля​ют собой комплексно-сопряженные числа; в случае В исполь​зована их алгебраическая форма.

Рассмотрим примеры отыскания общих решений однород​ных дифференциальных уравнений второго порядка.

[image: image940.png]IIpumep 1. 3" — 5y + 4y = 0.




Решение. Характеристическое уравнение данного диффе​ренциального уравнения имеет вид

[image: image941.png]kK> —5k+4=0.




Его корни вещественные и различны: k1 = 1, k2 = 4. Следова​тельно, общее решение данного уравнения имеет вид
[image: image942.png]y = Cre”
1€ +Cge4’




[image: image943.png]IIpumep 2. " — 6y’ +9=0.




Решение. Составим характеристическое уравнение:
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Оно имеет кратный корень k = 3; следовательно, общее реше​ние данного однородного уравнения имеет вид

[image: image945.png]y = e%(Cy + Caz).




[image: image946.png]IIpumep 3. y" — 2y + 2y = 0.




Решение. Соответствующее характеристическое уравне​ние

[image: image947.png]kK2 —2k+2=0




имеет дискриминант, равный —1, и, значит, комплексно-соп​ряженные корни таковы: k1 = 1 + i, k2 = 1 — i, где i = 
[image: image948.wmf]1
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— мнимая единица. Следовательно, общее решение данного урав​нения дается формулой
[image: image949.png]= T 1
y = €°(Cysinz + Cy cos z).




Неоднородные уравнения второго порядка
Что касается решения неоднородных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, то их решение пол​ностью основывается на следующей фундаментальной теореме.

ТЕОРЕМА 4. Общее решение неоднородного уравнения (10.8) состоит из суммы его частного решения и общего ре​шения соответствующего однородного уравнения (10.9).

В ряде случаев удается "угадать" или подобрать частное решение неоднородного уравнения по виду его правой части. Рассмотрим несколько примеров решения таких уравнений.

[image: image950.png]Ipuamep 4. y' — 5y + 4y = 8.




Решение. Соответствующее однородное уравнение было рассмотрено в примере 1. Исходя из вида правой части, бу​дем искать частное решение данного неоднородного уравнения в виде константы: 
[image: image951.wmf]y

~

 = С. Подставляя это решение в уравне​ние, получаем, что С = 2. Отсюда следует, что общее решение неоднородного уравнения имеет вид

[image: image952.png]y(z) = C1e” + Cae™ + 2.




[image: image953.png]IIpumep 5. ¥’ — 6y’ + 9 = 9z.




Решение. Для отыскания частного решения этого неодно​родного уравнения воспользуемся методом неопределенных ко​эффициентов, не содержащим процесса интегрирования. Бу​дем искать это решение в виде многочлена той же степени, что и правая часть, т.е. 
[image: image954.wmf]y

~

 = Ax + В, где А и В — неизвест​ные коэффициенты. Дифференцируя дважды 
[image: image955.wmf]y

~

 и подставляя в исходное уравнение, получаем

[image: image956.png]—6A +9Ax + 9B = 9z.




Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обе​их частях этого равенства, находим 9А = 9, -6А + 9В = 0. Отсюда А = 1, В = 2/3, т.е. 
[image: image957.wmf]y

~

 = x + 2/3. Соединяя это реше​ние с общим решением соответствующего однородного урав​нения (см. пример 2), получаем общее решение неоднородного уравнения:
[image: image958.png]— 3T
y(z) = e’ (CL + Cox) + = + 2/3.




[image: image959.png]IIpnmep 6. y' — 2y + 2y = 2€%%.




Решение. В этом случае частное решение 
[image: image960.wmf]y

~

(x) ищем в виде Се2x. Подстановка в данное уравнение дает C = 1. Соединяя полученное частное решение с общим решением однородного уравнения (см. пример 3), окончательно имеем
[image: image961.png]y(z) = e*(Cy sinz + Cy cos ) + €22,




Примечание 1. В общем случае, когда характеристи​ческое уравнение содержит нулевой корень кратности s, а пра​вая часть неоднородного уравнения представляет собой много​член Рп(х) степени п, частное решение этого уравнения ищется в виде Qn(x)xs, где Qn(x) — многочлен степени п с неизвестны​ми коэффициентами, которые определяются вышеуказанным методом.

Примечание 2. В общем случае, когда правая часть неоднородного уравнения имеет вид еrx, его частное решение ищется в виде 
[image: image962.wmf]y

~

(х) = xserx, где s — кратность корня k = r в характеристическом уравнении (10.12).
10.4. Краевая задача для дифференциального уравнения второго порядка

Как было сказано в п. 10.1, в силу основной теоремы су​ществования и единственности решения для уравнения второ​го порядка
[image: image963.png]y' = flz,y.9) (10.13)




определена задача Коши, когда в точке х = x0 заданы значения неизвестной функции и ее производной:
[image: image964.png]T =120,y =40,y =Y (10.14)




Если выполнены условия теоремы 10.1, то задача Коши (10.13), (10.14) однозначно определяет частное решение.

Однако существует и другой тип задач для дифференци​альных уравнений второго порядка — значения неизвестной функции задаются в двух разных точках. Иными словами, при решении уравнения (10.13) на интервале (а, b) рассмотрим гра​ничные условия наиболее простого вида на концах интервала
[image: image965.png]T=T, Y=Y; T=ZT2 Y=Y (10.15)




В этом случае уравнение (10.13) совместно с условиями (10.14) называется первой краевой задачей для уравнения второго по​рядка. Поскольку второе условие в (10.15) равносильно второ​му условию в (10.14), то указанная краевая задача может иметь единственное решение, т.е. определять единственным образом частное решение дифференциального уравнения (10.13), прохо​дящее через точки (x1, y1), (x2, y2). Так, для линейного диффе​ренциального уравнения второго порядка первая краевая зада​ча имеет решение, если определитель системы линейных алгеб​раических уравнений относительно произвольных постоянных C1 и С2
[image: image966.png]Ciyi(z1) + Caya(z1) + g(z1) = i,
Ciyi(zz2) + Cayz(z2) + §(x2) = 1o,




реализующей краевые условия (10.15), отличен от нуля. Здесь в соответствии с теоремой 10.4 
[image: image967.wmf]y

~

(x) — частное решение не​однородного уравнения, у1(х) и у2(х) — линейно независимые решения соответствующего однородного уравнения. В таком случае краевая задача с условиями (10.15) однозначно опреде​ляет частное решение дифференциального уравнения (10.8).

Пример 1. Найти частное решение уравнения
[image: image968.png]y' -5y +4y =8,




удовлетворяющее краевым условиям
[image: image969.png]



Общее решение этого уравнения было найдено в примере 4 и. 10.3:
[image: image970.png]y(z) = Cre® + Cae®® + 2.




Для отыскания частного решения, соответствующего данным краевым условиям, подставим это решение в эти краевые усло​вия. Получаем систему линейных уравнений относительно про​извольных постоянных С1 и С2
[image: image971.png]{

C,+ Cy
2C1 + 16Cy




Нетрудно видеть, что определитель этой системы не равен ну​лю, т.е. данная краевая задача имеет решение. Вычитая из второго уравнения первое, умноженное на 2, получаем С2, а затем из первого уравнения — С1:

[image: image972.png]3
C2=1/2, Cr=-%




Отсюда решение данной краевой задачи как частное решение дифференциального уравнения, проходящее через точки (0, 1) и (ln 2, 2), имеет вид
[image: image973.png]3 1
:2___3: _4z.
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УПРАЖНЕНИЯ
Найти общие решения линейных однородных уравнений с по​стоянными коэффициентами.

[image: image974.png]10.1. y" — 5y’ + 6y = 0. 10.2. 3" — 3y’ + 2y = 0.
10.3. y" — 4y’ + 4y = 0. 10.4. 3" — 8y’ + 25y = 0.
10.5. y" — 2y’ + 2y = 0. 10.6. 3" + 4y’ = 0.

10.7. y" + 3y’ + 2y = 0. 10.8. 3" + 2y + 5y = 0.
10.9. " —y =0. 10.10. 3" + y = 0.




Найти общие решения неоднородных уравнений.

[image: image975.png]10.11. ¢ + 2y + y = €. 10.12. 3" + ¢ — 2y = —4.
10.13. 3" + 3y = 9z. 10.14. y" — 5y’ + 6y = 6z.
10.15. y" + ¢ — 2y = 2e?®. 10.16. y" — 5y’ + 6y = €°*.




Найти решения уравнений второго порядка, удовлетворяющих указанным условиям задачи Коши.

[image: image976.png]10.17. 4" =5y +6y =0, yo=0, y;=1mnpuxzo=0.
10.18. y" —3y' +2y =0, yo=1, y;=0upuxy=0.
10.19. " -7y + 6y =12, yo=1, yy=4upuzy=0.
10.20. ¢ — 4y +3y =3z +2, yo=0, y,=1mnpuze=0.




Найти решения уравнений второго порядка, удовлетворяющих заданным краевым условиям.

[image: image977.png]10.21. y" -7y’ +6y=12, yp=2 npu z¢=0;y; =64 npu z;=1In2.
10.22. y" -5y +6y=2¢€%, yo=2 npu z9=0;y;=—6 npu z1=1n3.

5
10.23. y"—6y'+9y=9z, yo=0 npn xozo;y1:§ npu z1=1.
10.24. " +3y'+2y=6€e*, yo=7 nupn xy=0;y;=3 npu z1=1In2.




Глава 11. АППАРАТ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЭКОНОМИКЕ

В этой главе мы рассмотрим некоторые примеры примене​ния теории дифференциальных уравнений в непрерывных мо​делях экономики, где независимой переменной является вре​мя t. Такие модели достаточно эффективны при исследовании эволюции экономических систем на длительных интервалах времени; они являются предметом исследования экономичес​кой динамики.
11.1. Дифференциальные уравнения первого порядка

Модель естественного роста выпуска
Будем полагать, что некоторая продукция продается по фиксированной цене Р. Обозначим через Q(t) количество про​дукции, реализованной на момент времени t; тогда на этот момент времени получен доход, равный PQ(t). Пусть часть указанного дохода расходуется на инвестиции в производство реализуемой продукции, т.е.
[image: image978.png]I(t) = mPQ(t), (11.1)




где m — норма инвестиции — постоянное число, причем 0 < т < 1.

Если исходить из предположения о ненасыщаемости рын​ка (или о полной реализации производимой продукции), то в результате расширения производства будет получен прирост дохода, часть которого опять будет использована для расшире​ния выпуска продукции. Это приведет к росту скорости выпус​ка (акселерации), причем скорость выпуска пропорциональна увеличению инвестиций, т.е.
[image: image979.png](11.2)




где 1/l — норма акселерации. Подставив в (11.2) формулу (11.1), получим
[image: image980.png]Q =kQ, k=ImP. (11.3)




Дифференциальное уравнение (11.3) представляет собой уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Общее решение этого уравнения имеет вид
[image: image981.png]kt
Ce™,




где С — произвольная постоянная. Пусть в начальный момент времени t = t0 зафиксирован (задан) объем выпуска продукции Q0. Тогда из этого условия можно выразить постоянную С: Q0 = С
[image: image982.wmf]0

kt

e

, откуда С = Q0
[image: image983.wmf]0
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e
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. Отсюда получаем частное решение уравнения (11.3) — решение задачи Коши для этого уравнения:
[image: image984.png]Q = Qo7
(11.4)




Заметим, что математические модели обладают свойством общности. Так, из результатов биологических опытов следует, что процесс размножения бактерий также описывается урав​нением (11.3). Процесс радиоактивного распада подчиняется закономерности, установленной формулой (11.4).

Рост выпуска в условиях конкуренции

В этой модели мы снимем предположение о ненасыщае​мости рынка. Пусть Р = Р(Q) — убывающая функция, т.е. с увеличением объема продукции на рынке цена на нее пада​ет: dP/dQ < 0. Теперь из формул (11.1)-(11.3) мы получаем нелинейное дифференциальное уравнение первого порядка относительно Q с разделяющимися переменными:
[image: image985.png]Q' =aP(Q)Q, a=Im. (11.5)




Поскольку все сомножители в правой части этого уравнения положительны, то Q' > 0, т.е. функция Q(t) возрастающая.

Характер возрастания функции определяется ее второй производной. Из уравнения (11.5) получаем
[image: image986.png]dP g
Q' =a {Q’P(Q) + Q@Q’] =aQ (P + @—Q) :




Это равенство можно преобразовать, введя эластичность спроса

[image: image987.png]) dPQ
dQP //:QQ,P( _I__E_E ,
E(P)= Fo oTkyna 0




или, так как 
[image: image988.wmf]dP

dQ

< 0, а значит, и Е < 0, окончательно получаем

[image: image989.png]Q" = aQ'P(1 - 1/|E)). (11.6)




Из уравнения (11.6) следует, что Q" > 0 при эластич​ном спросе, т.е. когда |Е| > 1, и график функции Q(t) име​ет направление выпуклости вниз, что означает прогрессирую​щий рост. При неэластичном спросе |Е| < 1, и в этом случае Q" < 0 — направление выпуклости функции Q(t) вверх, что означает замедленный рост (насыщение).

Для простоты примем зависимость P(Q) в виде линейной функции
[image: image990.png]P(@Q)=a-bQ, a>0, b>0,




(рис. 11.1). Тогда уравнение (11.5) имеет вид
[image: image991.png]Q' = afa - bQ)Q, (1L.7)




откуда
[image: image992.png]Q" = aQ'(a — 2bQ). (11.8)




Из соотношений (11.7) и (11.8) получаем: Q' = 0 при Q = 0 и при Q = а/b, Q" > 0 при Q < а /(2b) и Q" < 0 при Q > а/(2b); Q = a/(2b) — точка перегиба графика функции Q = Q(t). Приведенный на рис. 11.2 график этой функции (од​ной из интегральных кривых дифференциального уравнения (11.7)) носит название логистической кривой.
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Аналогичные кривые характеризуют и другие процессы, например размножение бактерий в ограниченной среде обита​ния, динамику эпидемий внутри ограниченной общности био​логических организмов и др.

Динамическая модель Кейнса

Рассмотрим простейшую балансовую модель, включаю​щую в себя основные компоненты динамики расходной и до​ходной частей экономики. Пусть Y(t), E(t), S(t), I(t) — со​ответственно национальный доход, государственные расходы, потребление и инвестиции. Все эти величины рассматривают​ся как функции времени t. Тогда справедливы следующие со​отношения:
[image: image995.png]S(t) = a()Y (2) + b(2), (11.9)

Y(t) = S(t) + I(t) + E(t),
{ I(t) = k()Y'(D),




где a(t) — коэффициент склонности к потреблению (0 < а(t) < 1), b(t) — автономное (конечное) потребление, k(t) — норма аксе​лерации. Все функции, входящие в уравнения (11.9), положи​тельны.

Поясним смысл уравнений (11.9). Сумма всех расходов дол​жна быть равной национальному доходу — этот баланс отра​жен в первом уравнении. Общее потребление состоит из внут​реннего потребления некоторой части национального дохода в народном хозяйстве и конечного потребления — эти составля​ющие показаны во втором уравнении. Наконец, размер инвес​тиций не может быть произвольным: он определяется произве​дением нормы акселерации, величина которой характеризуется уровнем технологии и инфраструктуры данного государства, на предельный национальный доход.

Будем полагать, что функции a(t), b(t), k(t) и E(t) зада​ны — они являются характеристиками функционирования и эволюции данного государства. Требуется найти динамику на​ционального дохода, или Y как функцию времени t.
Подставим выражения для S(t) из второго уравнения и для I(t) из третьего уравнения в первое уравнение. После приве​дения подобных получаем дифференциальное неоднородное ли​нейное уравнение первого порядка для функции Y(t):

[image: image996.png]_1-a(t),  b®)+ B

' (11.10)
Y= k(t)





Согласно п. 9.4, существует достаточно сложная формула об​щего решения этого уравнения. Мы проанализируем более про​стой случай, полагая основные параметры задачи а, b и k по​стоянными числами. Тогда уравнение (11.10) упрощается до линейного дифференциального уравнения первого порядка с постоянными коэффициентами:
[image: image997.png]YI
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Как известно, общее решение неоднородного уравнения есть сумма какого-либо его частного решения и общего решения со​ответствующего однородного уравнения. В качестве частного решения уравнения (11.11) возьмем так называемое равновес​ное решение, когда Y’ = 0, т.е.
[image: image998.png]y, =248 (11.12)

1—a





Нетрудно видеть, что эта величина положительна. Общее ре​шение   однородного   уравнения   дается    формулой 
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, так что общее решение уравнения (11.11) имеет вид
[image: image1000.png]_b+E
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(11.13)




Интегральные кривые уравнения (11.11) показаны на рис. 11.3. Если в начальный момент времени Y0 < Yp , то С = Y0 — Yp < 0 и кривые уходят вниз от равновесного решения (11.12), т.е. национальный доход со временем пада​ет при заданных параметрах задачи а, b, k и Е, так как показатель экспоненты в (11.13) положителен. Если же Y0 > Yp, то С > 0 и национальный доход растет во времени — интегральные кривые уходят вверх от равновесной прямой Y = Yр.
Согласно классификации п. 9.3, уравнение (11.11) является автономным; точка Y = Yp представляет собой точку неустой​чивого равновесия.
[image: image1001.png]W
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Неоклассическая модель роста

Пусть Y = F (K, L) — национальный доход, где F — одно​родная   производственная   функция   первого   порядка (F (tK, tL) = tF (K, L)), К — объем капиталовложений (про​изводственных фондов), L — объем затрат труда. Введем в рассмотрение величину фондовооруженности k = K/L, тогда производительность труда выражается формулой
[image: image1002.png](11.14)




Целью задачи, рассматриваемой в этом разделе, является описание динамики фондовооруженности или представление ее как функции от времени t. Поскольку любая модель базирует​ся на определенных предпосылках, нам нужно сделать некото​рые предположения и ввести ряд определяющих параметров. В данном случае будем полагать, что выполнены следующие предположения.

1. Имеет место естественный прирост во времени трудовых ресурсов:
[image: image1003.png](11.15)




2. Инвестиции расходуются на увеличение производствен​ных фондов и на амортизацию, т.е.
[image: image1004.png]I=K
K+ BK,




где β — норма амортизации.

Тогда если l — норма инвестиций, то I = lY = К' + βК, или
[image: image1005.png]K'=IF(K,L) - BK. (11.16)




Из определения фондовооруженности k вытекает, что
[image: image1006.png]Ink=InK —-1InlL.




Дифференцируя это равенство по t, имеем
[image: image1007.png]KI
LI




Подставив в это соотношение выражения (11.15) и (11.16), по​лучаем уравнение относительно неизвестной функции k
[image: image1008.png]K =1f(k) - (a+ B)k, (11.17)




где функция f(k) определена по формуле (11.14).

Полученное соотношение (11.17) представляет собой нели​нейное дифференциальное уравнение первого порядка с раз​деляющимися переменными (которое является автономным). Выделим стационарное решение этого уравнения; из условия k' = 0 следует, что
[image: image1009.png]Lf(k) = (a+ B)k =0, (11.1%)




т.е. k = const — постоянная величина, являющаяся корнем этого нелинейного алгебраического уравнения.

Рассмотрим конкретную задачу: для производственной функции F(K, L) = 
[image: image1010.wmf]KL

 найти интегральные кривые урав​нения (11.17) и стационарное решение. Из (11.14) следует, что f(k) =
[image: image1011.wmf]k

, и тогда уравнение (11.17) имеет вид
[image: image1012.png]dk
dt

Wk — (a + B)k.




Стационарное решение этого уравнения следует из равенства
[image: image1013.png]Wk —(a +B)k =0,




откуда получаем ненулевое частное решение уравнения (11.17): kst = I2/(α + β)2.
[image: image1014.png]A4





Рис. 11.4

Дифференциальное уравнение (11.17) решаем методом раз​деления переменных:
[image: image1015.png]dk
VE[l - (a+ B8)VEk

= dt.




Интегрируя это уравнение с заменой переменной 
[image: image1016.wmf]k

= z, по​лучаем его общее решение в окончательном виде:
[image: image1017.png]k(t)
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Семейство интегральных кривых сходится сверху и снизу к стационарному решению (рис. 11.4): т.е. k 
[image: image1018.wmf]®

 kst при t 
[image: image1019.wmf]®

 
[image: image1020.wmf]¥

. Следовательно, при неизменных входных параметрах задачи l, α и β функция фондовооруженности в данном случае устой​чиво стремится к стационарному значению независимо от на​чальных условий. Такая стационарная точка k = kst является точкой устойчивого равновесия.

11.2. Дифференциальные уравнения второго порядка (модель рынка с прогнозируемыми ценами)

Рассмотрим модель рынка с прогнозируемыми ценами. В простых моделях рынка спрос и предложение обычно полагают зависящими только от текущей цены на товар. Однако спрос и предложение в реальных ситуациях зависят еще и от тен​денции ценообразования и темпов изменения цены. В моделях с непрерывными и дифференцируемыми по времени t функци​ями эти характеристики описываются соответственно первой и второй производными функции цены P(t).
Рассмотрим конкретный пример. Пусть функции спроса D и предложения S имеют следующие зависимости от цены Р и ее производных:
[image: image1021.png]D(t) = 3P"
— P' 2P +18,

S(t) =4P" + P
+ P +3P+3. (11.20)




Принятые в (11.20) зависимости вполне реалистичны: поясним это на слагаемых с производными функции цены.

1. Спрос "подогревается" темпом изменения цены: если темп растет (Р" > 0), то рынок увеличивает интерес к то​вару, и наоборот. Быстрый рост цены отпугивает покупателя, поэтому слагаемое с первой производной функции цены входит со знаком минус.

2. Предложение в еще большей мере усиливается темпом изменения цены, поэтому коэффициент при Р" в функции S(t) больше, чем в D(t). Рост цены также увеличивает предложе​ние, потому слагаемое, содержащее Р', входит в выражение для S(t) со знаком плюс.

Требуется установить зависимость цены от времени. По​скольку равновесное состояние рынка характеризуется равен​ством D = S, приравняем правые части уравнений (11.20). После приведения подобных получаем
[image: image1022.png]14 !
P"+2P 4 5P = 15. (11.21)




Соотношение (11.21) представляет линейное неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка относительно функции P(t). Как было установлено в п. 10.3, общее решение такого уравнения состоит из суммы какого-либо его частно​го решения и общего решения соответствующего однородного уравнения
[image: image1023.png]P"+2P' +5P =0. (11.22)




Характеристическое уравнение имеет вид
[image: image1024.png]k2 +
2k +
5
=0.




Его корни — комплексно-сопряженные числа: k1,2 = -1 ± 2i, и, следовательно, общее решение уравнения (11.22) дается фор​мулой
[image: image1025.png]P(t) = e *(C1 cos 2t + Cysin2t),




где С1 и С2 — произвольные постоянные. В качестве частно​го решения неоднородного уравнения (11.21) возьмем решение Р = Pst — постоянную величину как установившуюся цену. Подстановка в уравнение (11.21) дает значение Pst:

[image: image1026.png]



Таким образом, общее решение уравнения (11.21) имеет вид
[image: image1027.png]P(t) = 3+ e %(Cy cos 2t 4+ Cy sin 2t). (11.23)




Нетрудно видеть, что P(t) 
[image: image1028.wmf]®

 Pst = 3 при t 
[image: image1029.wmf]®

 
[image: image1030.wmf]¥

, т.е. все интегральные кривые имеют горизонтальную асимптоту Р = 3 и колеблются около нее. Это означает, что все цены стремятся к установившейся цене Pst с колебаниями около нее, причем амплитуда этих колебаний затухает со временем.

Приведем частные решения этой задачи в двух вариантах: задача Коши и смешанная задача.

1. Задача Коши. Пусть в начальный момент времени из​вестна цена, а также тенденция ее изменения:
[image: image1031.png]



Подставляя первое условие в формулу (11.23), получаем Р(0) = С1 + 3 = 4, откуда С1 = 1, т.е. имеем
[image: image1032.png]P(t) = 3 + e *(cos 2t + Cysin 2t). (11.24)




Дифференцируя, имеем отсюда
[image: image1033.png]P'(t) = e Y[(2Cy — 1) cos 2t — (C + 2) sin 2¢].




Теперь реализуем второе условие задачи Коши: Р'(0) = 2C2 — 1 = 1, откуда C2 = 1. Окончательно получаем, что решение задачи Коши имеет вид
[image: image1034.png]P(t) = 3+ e ¥(cos 2t + sin 2t),




или в более удобной форме:
[image: image1035.png]P(t) = 3+ v2e t cos (2t — 7/4).




[image: image1036.png]P

~




Рис.11.5

2. Смешанная задача. Пусть в начальный момент времени известны цена и спрос:
[image: image1037.png]D = 16.

4,




Поскольку первое начальное условие такое же, как и в преды​дущем случае, то имеем и здесь решение (11.24). Тогда произ​водные функции Р(t) выражаются формулами
[image: image1038.png]P'(t) = e *[(2C; — 1) cos 2t — (C2 + 2) sin 2t)],
P"(t) = —e *[(4C3 + 3) cos 2t — (3C2 — 5) sin 2t].




Отсюда Р'(0) =2C2  - 1 и Р"(0) = -4C2  - 3. Подставляя эти равенства во второе условие задачи, т.е. D(0) = 16, имеем с учетом вида D(t) из первой формулы (11.20): С2 = -1. Итак, решение данной задачи имеет вид
[image: image1039.png]P(t) = 3 + e %(cos 2t — sin 2t),




или в более удобной форме:
[image: image1040.png]P(t) =3 — V2e tsin (2t — 7/4). (11.25)




Интегральные кривые, соответствующие задачам 1 и 2, изоб​ражены на рис. 11.5.
УПРАЖНЕНИЯ
11.1. Используя формулу (11.13) динамики национального до​хода Y(t) по модели Кейнса,

а) проанализировать роль каждого параметра в увеличе​нии величины Yр согласно формуле (11.12), что ведет к паде​нию Y(t);
б) вывести рекомендации по изменению параметров, опи​сывающих основные экономические показатели;

в) выбрать более предпочтительные изменения, указанные в п. б, применительно к условиям России.

11.2. Найти динамику цены Р на товар, если прогноз спроса и предложения описывается следующими соотношениями:
[image: image1041.png]a) D(t) = P" —-2P' —2P +10, S(t)
6) D(t) = P"—2P' —6P +36, S(t)
B) D(t) =P"+4P' +2P +8, S(¢t)

2P" 4+ 2P' + 4P 4 4;
2P" + 4P + 4P + 6;
2P" +2P' + 3P + 6.




11.3. В условиях предыдущей задачи какой из трех случаев описывает паническое состояние на рынке и с чем это связано?

Часть 3. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ

Глава 12. ВЕКТОРЫ

12.1. Векторное пространство 
Понятие и основные свойства вектора

Приведем обобщение понятия вектора на n-мерный случай.

Определение 1. Любой упорядоченный набор из п действи​тельных чисел a1, a2, ..., ап называется п-мерным вектором 
[image: image1042.wmf]a

; при этом числа, составляющие упомянутый набор, называются координатами (компонентами) вектора 
[image: image1043.wmf]a

.

Определение 2. Совокупность всех n-мерных векторов назы​вается n-мерным векторным пространством Rn.
Координаты n-мерного вектора eq \x \to (а) можно расположить либо в строку:
[image: image1044.png]a= ((11,02,.-- 7an)7 (12‘1)




либо в столбец:
[image: image1045.png]=]

if

a
a2

(12.2)




Запись вида (12.1) называется вектором-строкой, а вида (12.2) — вектором-столбцом.

Определение 3. Два вектора с одним и тем же числом коор​динат

[image: image1046.png]a = (a1,ag,... ,an), b= (by,b2,...,b,




называются равными, если их соответствующие координаты равны, т.е.

[image: image1047.png](11=b1, a2:b2,..., an-——bn.




Определение 4. Вектор, все координаты которого равны ну​лю, называется нулевым вектором

[image: image1048.png],0).

0,...
___(0,
0=




Операции над векторами

Пусть векторы eq \x \to (а) и eq \x \to (b) принадлежат n-мерному векторному пространству Rn:

[image: image1049.png]



Будем называть суммой векторов 
[image: image1050.wmf]a

 и 
[image: image1051.wmf]b

 вектор 
[image: image1052.wmf]c

, координа​ты которого равны суммам соответствующих координат этих векторов:
[image: image1053.png]E:&+I_)=(a1+b1,a2+b2,... ,an—}—bn)’.




Пусть λ — любое действительное число. Произведением вектора 
[image: image1054.wmf]a

 на число λ будем называть вектор, координаты ко​торого получаются умножением соответствующих координат вектора 
[image: image1055.wmf]a

 на это число:
[image: image1056.png]= ()\al, )\az, e ,)\an).




Из введенных таким образом операций над векторами вы​текают следующие свойства этих операций. Пусть 
[image: image1057.wmf]a

, 
[image: image1058.wmf]b

 и 
[image: image1059.wmf]c

 — произвольные векторы n-мерного векторного пространства. Тогда:

1) 
[image: image1060.wmf]a

 + 
[image: image1061.wmf]b

 = 
[image: image1062.wmf]b

 + 
[image: image1063.wmf]a

 — переместительное свойство;

2) (
[image: image1064.wmf]a

 + 
[image: image1065.wmf]b

) + 
[image: image1066.wmf]c

 = 
[image: image1067.wmf]a

 + (
[image: image1068.wmf]b

 + 
[image: image1069.wmf]c

) — сочетательное свойство;

3) λ(
[image: image1070.wmf]a

 + 
[image: image1071.wmf]b

) = λ
[image: image1072.wmf]a

 + λ
[image: image1073.wmf]b

, где λ — действительное число;

4) (λ + μ)
[image: image1074.wmf]a

 = λ
[image: image1075.wmf]a

 + μ 
[image: image1076.wmf]a

, где λ и μ — действительные числа;

5) λ(μ
[image: image1077.wmf]a

) = (λμ) 
[image: image1078.wmf]a

, где λ и μ — действительные числа;

6) 
[image: image1079.wmf]a

+ 
[image: image1080.wmf]0

 = 
[image: image1081.wmf]a

;
7) для любого вектора 
[image: image1082.wmf]a

 существует такой вектор -
[image: image1083.wmf]a

, что -
[image: image1084.wmf]a

 = (-1) 
[image: image1085.wmf]a

, 
[image: image1086.wmf]a

 + (-
[image: image1087.wmf]a

) = 
[image: image1088.wmf]0

;

8) 0
[image: image1089.wmf]a

 = 
[image: image1090.wmf]0

 для любого вектора 
[image: image1091.wmf]a

.

Скалярное произведение векторов

Определение 5. Скалярным произведением векторов (12.3) называется число, состоящее из суммы произведений соответ​ствующих координат этих векторов:
[image: image1092.png]ab = a1by + azbs + ... + apby,.




Как мы видим, формально такое определение скалярного произведения двух векторов согласуется с аналогичным опре​делением двух- и трехмерных векторов. Из данного определе​ния следуют основные свойства скалярного произведения век​торов:

1) 
[image: image1093.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1094.wmf]b

 = 
[image: image1095.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image1096.wmf]a

;

2) (λ
[image: image1097.wmf]a

)
[image: image1098.wmf]b

 = 
[image: image1099.wmf]a

 (λ
[image: image1100.wmf]b

) = λ(
[image: image1101.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1102.wmf]b

), где λ — действительное число;

3) 
[image: image1103.wmf]a

 (
[image: image1104.wmf]b

+
[image: image1105.wmf]c

) = 
[image: image1106.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1107.wmf]b

 + 
[image: image1108.wmf]a


[image: image1109.wmf]c

;

4) 
[image: image1110.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1111.wmf]a

 > 0, если 
[image: image1112.wmf]a

 ≠ 
[image: image1113.wmf]0

, и 
[image: image1114.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image1115.wmf]a

 = 0, если 
[image: image1116.wmf]a

 = 
[image: image1117.wmf]0

. 
Введем понятие модуля вектора (его длины) и угла между векторами в виде обобщения на случай п > 3.

Определение 6. Для векторов из n-мерного векторного про​странства модуль вектора 
[image: image1118.wmf]a

 и угол φ между двумя ненулевыми векторами 
[image: image1119.wmf]a

 и 
[image: image1120.wmf]b

 определяются по формулам:
[image: image1121.png]S]]
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Укажем одно важное свойство векторов. Векторы 
[image: image1122.wmf]a

 и 
[image: image1123.wmf]b

 бу​дем называть ортогональными, если их скалярное произведе​ние равно нулю:
[image: image1124.png](12.5)




Равенство (12.5) является аналогом условия перпендику​лярности векторов в двух- и трехмерном случаях, когда в ра​венстве (12.4) cosφ = 0.

12.2. Линейная зависимость векторов

Линейно зависимые и линейно независимые системы векторов

При решении различных задач, как правило, приходится иметь дело не с одним вектором, а с некоторой совокупнос​тью векторов одной размерности. Такие совокупности называ​ют системой векторов и обозначают одной буквой и порядко​вым номером:
[image: image1125.png]ai,as,...,ak. (12.6)




Определение 1. Линейной комбинацией векторов (12.6) назы​вается вектор вида
[image: image1126.png]b= \a; + Aoag + ... + \gay, (12.7)




где λ1, λ2, ..., λk — любые действительные числа.

Например, пусть даны три вектора: 
[image: image1127.wmf]a

1 = (1, 2, 0), 
[image: image1128.wmf]a

2 = (2, 1, 1) и 
[image: image1129.wmf]a

3 = (-1, 1, -2). Их линейной комбинацией с коэффициентами соответственно 2, 3 и 4 является вектор 
[image: image1130.wmf]b

 = (4, 11, -5).

В случае равенства (12.7) говорят также, что вектор 
[image: image1131.wmf]b

 ли​нейно выражается через векторы (12.6) или разлагается по этим векторам.

Определение 2. Система ненулевых векторов (12.6) называ​ется линейно зависимой, если существуют такие числа λ1, λ2, ..., λk, не равные одновременно нулю, что линейная комбина​ция данной системы с указанными числами равна нулевому вектору:
[image: image1132.png]Aray + Agdo + ...+ Apdg = 0. (12.8)




Если же равенство (12.8) для данной системы векторов (12.6) возможно лишь при λ1 = λ2 = ... = λk = 0, то эта система векторов называется линейно независимой.

Например, система двух векторов 
[image: image1133.wmf]a

1 = (1, 0) и 
[image: image1134.wmf]a

2 = (0, 2) является линейно независимой; система двух векторов 
[image: image1135.wmf]b

1 = (1, 2, 1) и 
[image: image1136.wmf]b

2 = (2, 4, 2) является линейно зависимой, так как 
[image: image1137.wmf]b

2 — 2
[image: image1138.wmf]b

1 = 
[image: image1139.wmf]0

.

Пусть система векторов (12.6) является линейно зависи​мой. Выберем в сумме (12.8) слагаемое, в котором коэффициент λs ≠ 0, и выразим его через остальные слагаемые:
[image: image1140.png]A2
As





Как видно из этого равенства, один из векторов линейно зави​симой системы (12.7) оказался выраженным через другие век​торы этой системы (или разлагается по остальным ее векто​рам).

Укажем свойства линейно зависимой системы векторов.

1. Система, состоящая из одного ненулевого вектора, ли​нейно независима.

2. Система, содержащая нулевой вектор, всегда линейно за​висима.

3. Система, содержащая более одного вектора, линейно за​висима тогда и только тогда, когда среди ее векторов содер​жится по крайней мере один вектор, который линейно выра​жается через остальные.

Геометрический смысл линейной зависимости векторов очевиден для случаев двумерных векторов на плоскости и трех​мерных векторов в пространстве. В случае двух векторов, ког​да один вектор выражается через другой, мы имеем
[image: image1141.png]ai = Aas,




т.е. эти векторы коллинеарны, или, что то же самое, находятся на параллельных прямых. В пространственном случае три ли​нейно зависимых вектора параллельны одной плоскости, т.е. компланарны (рис. 12.1); достаточно "подправить" соответ​ствующими сомножителями длины этих векторов, чтобы один из них стал суммой двух других или выражался через них.
[image: image1142.png]Puc. 12.1




Справедлива следующая теорема, которую мы приводим без доказательства.

ТЕОРЕМА 1. В пространстве Rn любая система, содержа​щая т векторов, линейно зависима при т > п.
Базис и ранг системы векторов

Рассмотрим систему векторов
[image: image1143.png]ai,as, ...

, Qg -




Максимально независимой подсистемой этой системы векто​ров называется частичный набор векторов системы, удовле​творяющий двум условиям: а) векторы этого набора линейно независимы, б) любой вектор системы линейно выражается че​рез векторы этого набора.

Справедлива теорема, утверждающая, что все максималь​но независимые подсистемы данной системы векторов содер​жат одно и то же число векторов. Максимально независимая подсистема системы векторов называется ее базисом; векторы, входящие в базис, называются базисными векторами. Будем называть рангом системы векторов число векторов ее базиса. Понятно, что если ранг системы векторов меньше числа k ее векторов, то она может иметь несколько базисов.

Понятие базиса распространяется и на пространство Rn, которое является системой, содержащей всю бесконечную со​вокупность n-мерных векторов.

Определение 3. Система n векторов называется базисом про​странства Rn,если:

1) векторы этой системы линейно независимы;

2) всякий вектор из Rn линейно выражается через векторы данной системы.

12.3. Разложение вектора по базису 
Представление вектора в произвольном базисе
Пусть система векторов
[image: image1144.png]Z-"176'2a~" y Gm (129)




является базисом, а вектор 
[image: image1145.wmf]b

 — их линейной комбинацией. Име​ет место следующая теорема.

ТЕОРЕМА 2. Разложение любого вектора в базисе, если оно существует, является единственным.
Доказательство. Предположим, что вектор 
[image: image1146.wmf]b

 может быть представлен в виде линейной комбинации векторов (12.9) двумя способами:
[image: image1147.png]b= cd) + 0ol + ... + Qi 1 b= P18y + Bolo + ... + Brmidm,




где наборы чисел αi и βi, среди которых обязательно есть не​нулевые значения, не совпадают. Вычитая одно равенство из другого, имеем
[image: image1148.png](o1 = Br)ay + (a2 — B2)ag + ... + (am — Bm)@m = 0.




Мы получили, что линейная комбинация векторов системы (12.9), в которой не все коэффициенты равны нулю (в силу несовпадения αi и βi), равна нулю, т.е. данная система оказа​лась линейно зависимой, что противоречит условию теоремы. Полученное противоречие доказывает теорему.

Стало быть, в произвольном базисе пространства Rn

[image: image1149.png]ai,az2,... ,Gn (12.10)




любой вектор этого пространства обязательно представим в виде разложения по базисным векторам:
[image: image1150.png]b= a1a; + asls + ... + i, (12.11)




причем это разложение является единственным для данного базиса. Коэффициенты разложения
[image: image1151.png]oy, qg, ... ,Qp




называются координатами вектора 
[image: image1152.wmf]b

 в базисе (12.10), и, как следует из сказанного, этот набор единственный для любого вектора из Rn в данном базисе.

Задача нахождения коэффициентов разложения в случае произвольного базиса (12.10) является, вообще говоря, непро​стой. Нужно приравнять соответствующие координаты линей​ной комбинации векторов слева и координаты вектора 
[image: image1153.wmf]b

 в (12.11). Пусть базисные векторы и вектор 
[image: image1154.wmf]b

 заданы в следующей координатной форме:
[image: image1155.png]a1 = (a11,012,- - - ,1n),
a2 = (a21,a2,... ,02n),
........................................ (12.12)
an = (Gn1,0n2y- -+ ,8nn),

B: (b17b27"' abn)




Выполнение процедуры, описанной выше, приводит к системе п линейных уравнений относительно п неизвестных координат разложения вектора 
[image: image1156.wmf]b

 в базисе (12.10):
[image: image1157.png]anQr + a1200 + ... + apan = by,
a2101 + a9 + ... + a9, 0y = bo,




Такие системы уравнений и методы их решения представляют отдельные разделы линейной алгебры; они будут рассмотрены в следующих главах.

Разложение вектора в ортогональном базисе

Рассмотрим базис пространства Rn, в котором каждый век​тор ортогонален остальным векторам базиса:
[image: image1158.png]. N

(12.13)




Ортогональные базисы хорошо известны и широко использу​ются на плоскости и в пространстве (рис. 12.2). Базисы такого вида удобны прежде всего тем, что координаты разложения произвольного вектора определяются по весьма простой про​цедуре, не требующей трудоемких вычислений.
[image: image1159.png]90°
90
€,

'y

\J

@l

€,

Puc. 12.2

90°




Действительно, пусть требуется найти разложение произ​вольного вектора 
[image: image1160.wmf]b

 в ортогональном базисе (12.13). Составим разложение этого вектора с неизвестными пока координатами разложения в данном базисе:
[image: image1161.png]b= 1€1 + o€y + ... + apEp. (12.14)




Умножим обе части этого равенства, представляющие собой векторы, на вектор 
[image: image1162.wmf]e

1. В силу свойств 2 и 3 скалярного произ​ведения векторов имеем
[image: image1163.png]ber = a1(8181) + a2(8281) + ... + 0 (En€1).




Однако в силу взаимной ортогональности векторов базиса (12.13) все скалярные произведения векторов базиса, за исклю​чением первого, равны нулю, т.е. коэффициент α1 определяется по формуле
[image: image1164.png]



Умножая поочередно равенство (12.14) на другие базисные век​торы, мы получаем простую формулу для вычисления коэффи​циентов разложения вектора 
[image: image1165.wmf]b

:
[image: image1166.png](12.15)




Нетрудно видеть, что соотношения (12.15) имеют смысл, по​скольку |
[image: image1167.wmf]e

i| ≠ 0.

Отметим особо частный случай ортогонального базиса, когда все векторы в (12.13) имеют единичную длину (|
[image: image1168.wmf]e

i| = 1), или нормированы по своей длине. В таком случае базис назы​вают ортонормированным и координаты разложения (12.15) имеют наиболее простой вид:
[image: image1169.png]



УПРАЖНЕНИЯ
12.1. Найти линейную комбинацию векторов 3
[image: image1170.wmf]a

 + 4
[image: image1171.wmf]b

 - 
[image: image1172.wmf]c

, где 
[image: image1173.wmf]a

 = (4, 1, 3, -2), 
[image: image1174.wmf]b

= (1, 2, -2, 3), 
[image: image1175.wmf]c

 = (10, 8, 1, -3).

12.2. Найти линейную комбинацию векторов
[image: image1176.png](@,b)z — 3(a,e)a + 3(b, )b,




где 
[image: image1177.wmf]a

, 
[image: image1178.wmf]b

, 
[image: image1179.wmf]c

 — векторы, указанные в предыдущей задаче. 
12.3. Для векторов 
[image: image1180.wmf]a

 = (2, 4, -3, 0) и 
[image: image1181.wmf]b

 = (-1, 2, 2, -5) найти их длину и угол между ними.

12.4. Вычислить (
[image: image1182.wmf]a

 - 
[image: image1183.wmf]b

)2 , если |а| = 2
[image: image1184.wmf]2

, |b| = 4, угол между векторами φ = 135°.

12.5. Найти координаты вектора 
[image: image1185.wmf]a

 = (2, -4, 3, 5) в ортогональ​ном базисе, состоящем из векторов
[image: image1186.png]€ = (_—270,())0)) €y = (0, 3,0,0),
€3 = (0,0,4,0), €4 = (0,0,0, —1)




Глава 13. МАТРИЦЫ

13.1. Матрицы и операции над ними 
Понятие матрицы
Определение 1. Прямоугольная таблица чисел вида
[image: image1187.png].. Q1n
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называется матрицей. Здесь aij — действительные числа (i = 1, 2,..., m, j = 1, 2, ..., n), называемые элементами матрицы, i и j — соответственно индексы строки и столбца. При этом произведение m х n числа строк на число столбцов называют размером матрицы А. Часто матрицу (13.1) запи​сывают в сокращенном виде:
[image: image1188.png]A = ||agll,

i=1,2,...,m,

i=1,2,...




Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой матрицей.

В том случае, когда m = n (число строк равно числу столб​цов):
[image: image1189.png]a1
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матрица А называется квадратной.
Упорядоченная совокупность элементов a11, a22,. …, апп на​зывается главной диагональю квадратной матрицы. Квадрат​ная матрица называется диагональной, если ее элементы удов​летворяют условию
[image: image1190.png]a,'j:{

L= J;
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т.е. ненулевыми могут быть только элементы главной диагонали; матрица в этом случае имеет вид
[image: image1191.png]



Единичной матрицей называется диагональная матрица, у которой все элементы главной диагонали равны единице:
[image: image1192.png]



Определение 2. Две матрицы А и В называются равными (А = В), если они имеют одинаковые размеры и их соответ​ствующие элементы равны: aij = bij , i = 1, 2,..., m, j = 1, 2, .... n.

Линейные операции над матрицами

1. Сумма матриц. Суммой матриц А и В одинакового раз​мера называется матрица С того же размера, каждый элемент которой равен сумме соответствующих элементов матриц А и В. Представим это в сокращенной записи. Пусть
[image: image1193.png]A=llagll, B=|lbjl; i=12,...,m, j=12,...,n




Тогда сумма этих матриц С = А + В имеет вид
[image: image1194.png]C::Hcij”a cij:aij+b,'j; i=1,2,...,m, j=12 ... n.




Пример 1. Пусть даны матрицы А и В:
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Тогда их суммой, согласно определению, является матрица
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2. Умножение матрицы на действительное число. Произ​ведением матрицы А на действительное число α называется матрица, каждый элемент которой получен умножением соот​ветствующего элемента матрицы А на число α.
Пример 2. Пусть даны матрица А и число α:
[image: image1197.png]



Тогда произведением матрицы А на число является матрица
[image: image1198.png]C:aA:<_3 6 9 15).

24 12 -6 21




3. Приведем свойства операций суммирования матриц и произведения матрицы на число, непосредственно вытекающие из определения этих операций. Пусть А, В и С — матрицы, имеющие одинаковый размер, а α и β — некоторые действи​тельные числа. Тогда:

1) А + В = В + А,

2) (А + В) + С = А + (В + С),

3) α(А + В) =αА + αВ,

4) (α + β) A = αA + βA,
5) (αβ)А = (αA)β,
6) A + О = А, где О — нулевая матрица,
7) 0А = О.

Транспонирование матриц

Транспонированием матрицы называется замена строк матрицы на ее столбцы с сохранением их порядка (или, что то же самое, замена столбцов матрицы на ее строки). Пусть дана исходная матрица А:
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Тогда, согласно определению, транспонированная матрица А' имеет вид
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Сокращенная форма записи операции транспонирования мат​рицы:
[image: image1201.png]——— .. ,— y
A = |lag;ll, A" = lajlls i=12,...,mj=L12,...,n




Пример 3. Пусть даны матрицы А и В:
[image: image1202.png]™ b~
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Тогда соответствующие транспонированные матрицы имеют вид
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Нетрудно заметить две закономерности операции транспо​нирования матриц.

1. Дважды транспонированная матрица равна исходной матрице:
[image: image1204.png]A" = A.




2. При транспонировании квадратных матриц элементы, находящиеся на главной диагонали, не меняют своих позиций, т.е. главная диагональ квадратной матрицы не меняется при транспонировании.

Важную роль в алгебре и ее приложениях играют симмет​рические матрицы — квадратные матрицы, у которых элемен​ты, симметричные относительно главной диагонали, равны, т.е. aij = aji. Транспонирование таких матриц не меняет их вида, так что равенство
[image: image1205.png]A=A

(13.2)




также можно полагать определением симметрической мат​рицы.

Умножение матриц

1. Умножение матриц — это специфическая операция, со​ставляющая основу алгебры матриц. Строки и столбцы мат​риц можно рассматривать как векторы-строки и векторы-стол​бцы соответствующих размерностей: иными словами, любую матрицу можно интерпретировать как совокупность векторов-строк или векторов-столбцов.

Пусть даны матрица А размером т х п и матрица В разме​ром п х  k. Будем рассматривать матрицу А как совокупность т векторов-строк 
[image: image1206.wmf]a

i размерности п каждый, а матрицу В — как совокупность k векторов-столбцов 
[image: image1207.wmf]b

j, каждый из которых содержит по п координат:
[image: image1208.png]a1 ailr a2 ... Gy
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Векторы-строки матрицы А и векторы-столбцы матрицы В показаны в записи этих матриц (13.3). Длина строки матри​цы А равна высоте столбца матрицы В, и потому скалярное произведение этих векторов имеет смысл.

Определение 3. Произведением матриц А и В называется матрица С, элементы которой cij равны скалярным произве​дениям векторов-строк 
[image: image1209.wmf]a

i матрицы А на векторы-столбцы 
[image: image1210.wmf]b

j матрицы В:
[image: image1211.png](13.4)




Произведение матриц А и В — матрица С — имеет размер т х k, поскольку длина п векторов-строк и векторов-столбцов исчезает при суммировании произведений координат этих век​торов в их скалярных произведениях, как показано в формулах (13.4). Таким образом, для вычисления элементов первой строки матрицы С необходимо последовательно получить скаляр​ные произведения первой строки матрицы А на все столбцы матрицы В; вторая строка матрицы С получается как ска​лярные произведения второй вектор-строки матрицы А на все векторы-столбцы матрицы В и так далее. Для удобства за​поминания размера произведения матриц нужно перемножить отношения размеров матриц-сомножителей:
[image: image1212.wmf]k
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, т.е. размер матрицы С равен произведению оставшихся в отношении чисел: т х k.
В операции умножения матриц есть характерная особен​ность: произведение матриц А и В имеет смысл, если число столбцов в А равно числу строк в В. Тогда если А и В — прямоугольные матрицы, то произведение В и А уже не будет иметь смысла, так как в скалярных произведениях, формиру​ющих элементы соответствующей матрицы, должны участво​вать векторы с одинаковым числом координат.

Если матрицы А и В квадратные размером n х n, то име​ет смысл как произведение матриц АВ, так и произведение матриц BA, причем размер этих матриц такой же, как и у ис​ходных сомножителей. При этом в общем случае перемноже​ния матриц правило перестановочности не соблюдается, т.е. АВ ≠ ВА.
Рассмотрим примеры на умножение матриц.

[image: image1213.png]IIpumep 4. A = (




Решение. Поскольку число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В, то произведение матриц АВ имеет смысл. По формулам (13.4) получаем в произведении матрицу размером 3 х 2:
[image: image1214.png]0-1+4 1-1-4 3 —4
AB=| 0+2+6 0+2-6 | =8 —4 |.

0+4+2 14+4-2 6 3




Произведение ВА не имеет смысла, так как число столбцов матрицы В не совпадает с числом строк матрицы А.
[image: image1215.png]Ilpumep 5. A = (
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Решение. Здесь мы найдем произведения данных матриц АВ и ВА:
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Как видно из результата, матрица произведения зависит от по​рядка расположения матриц в произведении. В обоих случаях произведения матриц имеют тот же размер, что и у исходных сомножителей: 2 х 2.

[image: image1217.png]llpumep 6. A = (
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Решение. В данном случае матрица В представляет собой вектор-столбец, т.е. матрицу, у которой три строки и один столбец. Вообще, векторы — это частные случаи матриц: век​тор-строка длины п представляет собой матрицу с одной стро​кой и п столбцами, а вектор-столбец высоты n — матрицу с n строками и одним столбцом. Размеры данных матриц соот​ветственно 2 х 3 и 3 х 1, так что произведение этих матриц определено. Имеем
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В произведении получена матрица размером 2 х 1 или вектор-столбец высоты 2.
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Решение. Путем последовательного умножения матриц находим
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2. Свойства произведения матриц. Пусть А, В и С — мат​рицы соответствующих размеров (чтобы произведения матриц были определены), а α — действительное число. Тогда следу​ющие свойства произведения матриц имеют место:

1) (АВ)С = А(ВС),

2) (А + В)С = AC + ВС,

3) А(В + С) = АВ + АС,

4) α(АВ) = (αА)В = А(αВ).
В п. 1 этого раздела введено понятие единичной матрицы Е. Нетрудно убедиться, что в алгебре матриц она играет роль единицы, т.е. можно отметить еще два свойства, связанные с умножением на эту матрицу слева и справа в случае квадрат​ных матриц:

5) АЕ = А,
6) ЕА = А.
Иными словами, произведение любой матрицы на единич​ную матрицу, если оно имеет смысл, не меняет исходную мат​рицу.

Собственные значения и собственные векторы матрицы

Будем рассматривать квадратные матрицы размером п х п, или, что то же самое, матрицы порядка п.
При умножении матрицы порядка п на n-мерный вектор в произведении получается n-мерный вектор:
[image: image1221.png]I
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Для любой матрицы может существовать набор особых векторов, таких, что произведение матрицы на вектор из та​кого набора равносильно умножению этого вектора на опреде​ленное вещественное число (вообще говоря разное для каждого вектора).

Определение 4. Число λ называется собственным значени​ем матрицы А порядка п, если существует такой ненулевой вектор 
[image: image1222.wmf]Î

x

 Rn, что выполняется равенство
[image: image1223.png](13.5)




При этом вектор 
[image: image1224.wmf]x

 называется собственным вектором матрицы А, а λ — собственным значением матрицы А, соответствую​щим вектору 
[image: image1225.wmf]x

.
Иными словами, умножение матрицы на ее собственный вектор равносильно удлинению этого вектора в |λ| раз, если |λ| > 1 (или сжатию при |λ| < 1). Если λ = 1, умножение мат​рицы на соответствующий собственный вектор не меняет его. Уравнение (13.5) представлено в матричной форме. Группируя все слагаемые этого уравнения в левой части, перепишем его в более удобном виде:
[image: image1226.png](A - \E)g =

0,




где Е и 
[image: image1227.wmf]0

 — соответственно единичная матрица и нулевой век​тор.

Если aij — элементы матрицы А, то характеристическая матрица А — λЕ, согласно определениям умножения матрицы на число и суммы матриц, имеет вид
[image: image1228.png]



Проблема отыскания собственных значений и собственных векторов матриц составляет основу специального раздела ал​гебры; в дальнейшем мы еще вернемся к этому вопросу. Здесь лишь отметим один важный результат алгебры матриц: для симметрических матриц (13.2) все п собственных значений яв​ляются действительными числами.

13.2. Обратная матрица 
Ранг матрицы
Выше уже говорилось, что матрицы размера т х п можно рассматривать как системы, состоящие из m n-мерных векто​ров (или из п m-мерных векторов). Поскольку любая систе​ма векторов характеризуется рангом (п. 12.2), то естественно встает вопрос о такой же характеристике и для матриц. Так как здесь имеют место две совокупности векторов — векторы-строки и векторы-столбцы, то у матрицы, вообще говоря, два ранга — строчный и столбцовый. Ответ на вопрос об их рав​ноправии дает следующая теорема.

ТЕОРЕМА 1. Строчный и столбцовый ранги любой матрицы равны.
Доказательство этой теоремы мы опускаем.

Стало быть, ранг любой матрицы размера т х п можно ис​кать как ранг одной из двух систем векторов: либо т векторов-строк, либо п векторов-столбцов. Как следует из п. 12.2, для прямоугольной матрицы максимальный ранг r = min (m, n). Для квадратной матрицы размером п х n ее максимальный ранг не может превышать п: r ≤ п.
Понятие обратной матрицы

Понятие обратной матрицы распространяется только на квадратные матрицы, поэтому здесь и далее мы будем иметь дело с матрицами порядка п.
Определение 1. Матрица порядка п называется вырожден​ной, если ее ранг r < п.
Определение 2. Матрица А-1 называется обратной по отно​шению к матрице А, если их произведение равно единичной матрице:
[image: image1229.png]AA = A"TA=E. (13.6)




Несколько забегая вперед, отметим, что для вырожденной матрицы не существует обратной матрицы. Иными словами, если для некоторой матрицы порядка п ее ранг r < п, то для нее не существует обратной матрицы.
УПРАЖНЕНИЯ
13.1. Найти матрицу С = 2А - В, где
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13.2. Даны следующие матрицы:
[image: image1231.png]9 2
1 4 -1

0 2

-2




[image: image1232.png]



Найти: а) все произведения матриц, которые имеют смысл; б) соответствующие транспонированные матрицы; в) матрицу 2G – С2, г) матрицу С3.
13.3. Дана матрица 
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. Проверить непосредствен​ным вычислением, какие из данных ниже векторов являют​ся собственными векторами этой матрицы, и указать соответ​ствующие собственные значения:
[image: image1234.png]



Глава 14. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

14.1. Операции над определителями и основные свойства

Понятие определителя

Любой квадратной матрице А порядка n ставится в соот​ветствие по определенному закону некоторое число, называе​мое определителем, или детерминантом, n-го порядка этой матрицы. Начнем с определителей второго и третьего поряд​ков.

Пусть дана матрица
[image: image1235.png](au 012)
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тогда ее определитель второго порядка вычисляется по фор​муле
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Правило вычисления определителя второго порядка очевидно: из произведения элементов на главной диагонали вычитает​ся произведение элементов на второй диагонали матрицы А. Нетрудно видеть, что формула (14.1) представляет собой ал​гебраическую сумму двух попарных произведений элементов матрицы А, стоящих в разных строках и разных столбцах.

В дальнейшем мы не будем приводить матрицу, для кото​рой вычисляется определитель, так как в записи определителя содержатся все элементы соответствующей матрицы.

Определитель третьего порядка вычисляется по формуле
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Правило вычисления определителя третьего порядка следу​ющее. Это алгебраическая сумма шести тройных произведе​ний элементов, стоящих в разных строках и разных столб​цах; со знаком плюс берутся произведения, сомножители кото​рых находятся на главной диагонали и в вершинах треугольников, чьи основания параллельны главной диагонали; со зна​ком минус — произведения, сомножители которых стоят на не главной диагонали и в вершинах треугольников с основани​ями, параллельными этой диагонали (рис. 14). Заметим, что каждое слагаемое в формуле (14.2) содержит по одному эле​менту из каждой строки и каждого столбца соответствующей матрицы.

[image: image1238.png]c. 14




Рассмотрим определитель n-го порядка
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Теперь с учетом подмеченных выше закономерностей перейдем к определению для общего случая. 
Определение 1. Определителем матрицы А n-го порядка на​зывается алгебраическая сумма n! произведений n-го порядка элементов этой матрицы, причем в каждое произведение вхо​дит по одному элементу из каждой строки и каждого столбца данной матрицы.

Основные свойства определителей
Из данного выше общего определения следуют основные свойства определителей.

1. Если некоторая строка или столбец определителя состо​ит из нулей, то определитель равен нулю.

Действительно, согласно общему определению, в каждое из n! слагаемых обязательно войдет сомножителем элемент нуле​вой строки (нулевого столбца).

2. При перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет знак.

Это свойство легко проверяется на определителях второго и третьего порядков.

3. Определитель, содержащий две одинаковые строки (два одинаковых столбца), равен нулю.

Действительно, поменяв местами эти строки, получаем Δn = -Δn откуда и следует, что Δn = 0.

4. Общий множитель любой строки (столбца) можно выне​сти за знак определителя.

5. Если каждый элемент некоторой строки (столбца) опре​делителя Δn представлен в виде суммы двух слагаемых, то этот определитель равен сумме двух определителей, в каждом из которых: а) все строки (столбцы), за исключением указан​ной строки (столбца), совпадают с аналогичными строками (столбцами) определителя Δn; б) на месте указанной строки (столбца) первый определитель содержит первые слагаемые, а второй определитель — вторые слагаемые данной строки (столбца) определителя Δn.

Поясним это свойство на примере определителя третьего порядка:
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6. Определитель не изменится, если к элементам любой строки (столбца) прибавить соответствующие элементы дру​гой строки (столбца), умноженные на любое число.

Это свойство является следствием свойств 3-5.

7. При транспонировании матрицы определитель не меня​ется.

Из перечисленных свойств следует, что определитель ра​вен нулю, если по крайней мере одна из его строк (столбцов) является линейной комбинацией каких-либо других его строк (столбцов). Отсюда вытекает необходимое и достаточное усло​вие равенства нулю определителя. Определитель равен нулю тогда и только тогда, когда его строки (столбцы) линейно зависимы.
Миноры и алгебраические дополнения
Рассмотрим определитель n-го порядка (14.3). Выделим в нем какой-либо элемент аij и вычеркнем i-ю строку и j-й стол​бец, на пересечении которых расположен этот элемент. Полу​ченный определитель (n - 1)-го порядка называется минором Mij элемента aij определителя Δn.

Пример 1. Найти минор М32 определителя четвертого по​рядка
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Решение. Минор М32 элемента a32 получается вычеркива​нием из данного определителя 3-й строки и 2-го столбца. По​лученный определитель 3-го порядка равен
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Определение 2. Алгебраическим дополнением элемента aij определителя (14.3) называется число
[image: image1243.png]Aij = ()" My;.




Так, для приведенного выше примера алгебраическое до​полнение равно
[image: image1244.png]Asg = (—1)° - 48 = —48.




Миноры и алгебраические дополнения играют важную роль в алгебре и ее приложениях. Одним из таких применений яв​ляется основополагающая теорема о способе вычисления опре​делителей.

ТЕОРЕМА 1. Определитель равен сумме произведений эле​ментов любой строки на их алгебраические дополнения:
[image: image1245.png]Ap =ai1di1 + a2z + ... + aindin, 1<i<n (14.4)




Формула (14.4) называется разложением определителя по i-й строке. Доказательство этой теоремы мы опускаем. Анало​гичное утверждение имеет место и для разложения определи​теля по любому столбцу.

Формула (14.4) сводит вычисление определителя n-го по​рядка к вычислению n определителей (n - 1)-го порядка. Зная формулу (14.2) вычисления определителя 3-го порядка, мы, на​пример, можем найти определитель 4-го порядка путем разло​жения его на сумму алгебраических дополнений по формуле (14.4).

Пример 2. Вычислить определитель 4-го порядка
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Решение. В принципе, разложить определитель можно по любой строке (столбцу), согласно формуле (14.4). Однако объ​ем вычислений можно существенно уменьшить, если выбрать такую строку (столбец), в которой побольше элементов равно нулю. Наиболее подходящей в нашем случае является вторая строка. Разложение по ней определителя имеет вил
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14.2. Ранг матрицы и системы векторов

1. Пусть дана матрица, содержащая m строк и п столбцов:
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Выделим в ней произвольным образом k строк и k столбцов. Элементы, которые находятся на пересечении выделенных строк и столбцов, образуют квадратную матрицу k-го порядка; определитель этой матрицы называется минором k-го поряд​ка матрицы А. Очевидно, что в общем случае таких миноров k-го порядка может быть несколько. При этом максимальный порядок миноров равен минимальному из чисел т и п, т.е.
[image: image1249.png]max k = min (m, n).




Из всех возможных миноров матрицы А выделим те из них, которые отличны от нуля. В свою очередь среди этих мино​ров можно найти по крайней мере один минор наибольшего порядка.

Определение 1. Наибольший порядок миноров, отличных от нуля, называется рангом матрицы (14.5).

Определение 2. Отличный от нуля минор матрицы, порядок которого равен рангу матрицы, называется базисным минором этой матрицы. Столбцы и строки матрицы, участвующие в образовании базисного минора, также называются базисными.
Заметим, что в общем случае у матрицы может быть не​сколько базисных миноров.

В п. 13.2 было дано определение ранга матрицы как наи​большего числа линейно независимых ее векторов-строк (стол​бцов). В курсе алгебры доказывается, что эти два определения эквивалентны. Приведенное в данном разделе определение да​ет возможность вычислять ранг матрицы, а значит, и ранг системы векторов.

Пример 1. Найти ранг матрицы размером 4 х 6:
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Решение. Нетрудно видеть, что максимальный порядок миноров этой матрицы, отличных от нуля, равен двум, по​скольку миноры третьего порядка должны содержать элемен​ты по крайней мере двух строк со второй по четвертую. Такие определители равны нулю либо по признаку пропорциональ​ности двух строк, либо по признаку наличия в них нулевой строки. У этой матрицы существуют три базисные строки (ли​бо 1-я и 2-я, либо 1-я и 3-я), и пять ее столбцов являются ба​зисными (либо с 1-го по 5-й, либо со 2-го по 6-й); из них и формируются все базисные миноры второго порядка.

2. Рассмотрим квадратную матрицу порядка п, т.е. когда в матрице (14.5) т = п. Как было отмечено в п. 13.2, мат​рица порядка n является вырожденной и не имеет обратной матрицы, если ее ранг r < п. Максимальный порядок минора квадратной матрицы равен n; в этом случае базисный минор равен определителю этой матрицы. Стало быть, квадратная матрица является вырожденной, если ее определитель равен нулю.
УПРАЖНЕНИЯ
14.1. Вычислить определители:
[image: image1251.png]



14.2. Дана матрица
[image: image1252.png]



Найти миноры элементов a23, a14, a34 и алгебраические допол​нения элементов a32, a43, a24.
14.3. Найти ранги следующих матриц:
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14.4. Определить, являются ли зависимыми векторы 
[image: image1254.wmf]a

1, 
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2, 
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3: a) 
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1 = (2, -1, 3), 
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2 = (1, 4, -1), 
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3 = (0, -9, 5); б) 
[image: image1260.wmf]a

1 = (1, 2, 0), 
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2 = (3, -1, 1), 
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3 = (0, 1, 1).

14.5. Показать, что векторы 
[image: image1263.wmf]a

1 = (1, -1, 3), 
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2 = (3, -1, 1) и 
[image: image1265.wmf]a

3 = (0, 1, 1) образуют базис.

Глава 15. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Этот раздел является одним из основных в алгебре. Нет такой отрасли науки и приложений, где в том или ином виде не использовались бы системы линейных алгебраических урав​нений. При решении экономических задач системы линейных уравнений наиболее употребимы как в аппарате исследования, так и при рассмотрении частных проблем.
15.1. Основные понятия

Общий вид и свойства системы уравнений
Система т линейных уравнений с п неизвестными (пере​менными) x1, x2, ..., xп имеет вид
[image: image1266.png]ajnc1 +appze + ...+ ax, = by,
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Здесь aij и bi — произвольные числа (i = 1, 2,..., m; j = 1, 2, ..., n), которые называются соответственно коэффици​ентами при неизвестных и свободными членами уравнений (15.1). Первый индекс у коэффициентов при неизвестных озна​чает номер уравнения, второй индекс соответствует номеру не​известного xi.
Решением системы уравнений (15.1) называется набор п чисел x1 = α1, x2 = α2, … , xn = αn, при подстановке которых в эту систему каждое уравнение данной системы превращается в тождество.

Система уравнений (15.1) называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение; если система не имеет решений, она называется несовместной. Совместная система уравнений имеет либо одно решение, и в таком случае она называется определенной, либо, если у нее больше одного решения, она называется неопределенной.
Системы уравнений вида (15.1) называются эквивалент​ными, если они имеют одно и то же множество решений. Эле​ментарные преобразования исходной системы приводят к эк​вивалентной системе. К элементарным преобразованиям отно​сятся:

· вычеркивание уравнения 0x1 + 0x2 + ... + 0хn = 0 — нулевой строки;

· перестановка уравнений или слагаемых aijxj в уравне​ниях;

· прибавление к обеим частям одного уравнения соответ​ственно обеих частей другого уравнения этой системы, умноженного на любое действительное число;

· удаление уравнений, являющихся линейными комбина​циями других уравнений системы. 

Последнее свойство вытекает из третьего свойства: если какое-либо уравнение представляет собой линейную комбина​цию других уравнений, то из него можно сформировать нуле​вую строку.

Матричная форма системы уравнений
Сведем коэффициенты при неизвестных в системе уравне​ний (15.1) в матрицу
[image: image1267.png](15.2)




Эта матрица состоит из m строк и п столбцов и называет​ся матрицей системы. Введем в рассмотрение две матрицы-столбца: матрицу неизвестных Х и матрицу свободных чле​нов В:
[image: image1268.png]Ty
T2

Tn




Х и В представляют собой векторы-столбцы, однако в целях единого подхода в рамках матричной алгебры удобнее тракто​вать их именно как матрицы, состоящие соответственно из п и m строк и одного столбца.

Тогда систему линейных уравнений (15.1) можно записать в матричной форме, поскольку размер матрицы А равен т х n, а размер Х — n х 1 и, значит, произведение этих матриц имеет смысл:
[image: image1269.png]AX = B.

(15.3)




Произведение матриц АХ является, как и В, матрицей-столб​цом размером т х 1, состоящей из левых частей уравнений сис​темы (15.1). Все уравнения этой системы вытекают из уравне​ния (15.3) в силу определения равенства двух матриц (п. 13.1).

Введем в рассмотрение еще одну матрицу; дополним мат​рицу системы А столбцом свободных членов и получим новую матрицу размером т х (n + 1):
[image: image1270.png](15.4)




Матрица АВ называется расширенной матрицей системы. Эта матрица играет важную роль в вопросе о разрешимости системы уравнений.

ТЕОРЕМА 1 (Кронекера-Капелли, критерий совместности системы). Система линейных уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу рас​ширенной матрицы системы.
Доказательство этой теоремы мы не приводим.

15.2. Методы решения систем линейных уравнений

Метод обратной матрицы и теорема Крамера
В этом разделе мы рассмотрим частный случай системы (15.1), когда число уравнений равно числу неизвестных, т.е. т = n. Система уравнений имеет вид
[image: image1271.png]anTy + a2+ ...+ a1, = by,

a1 + a2y + ...+ amx, = by, (15.5)




Составим квадратную матрицу А порядка n этой системы:
[image: image1272.png]



1. В матричной форме система уравнений (15.5) имеет вид
[image: image1273.png]AX =B,




где матрицы Х и В имеют размер n х 1. Пусть матрица систе​мы А является невырожденной, т.е. существует обратная мат​рица А-1. Умножив обе части этого уравнения слева на А-1, получаем решение системы (15.5) в матричной форме:
[image: image1274.png]X =A"1B.




Вычисление обратной матрицы по заданной матрице А производится по довольно сложным формулам. В случае когда по​рядок n матриц А и А-1 достаточно велик, вычисление обрат​ной матрицы может быть очень громоздким.

2. Другой метод решения системы уравнений (15.5) основан на теореме Крамера. Составим определитель матрицы систе​мы А:

[image: image1275.png]



который называется также определителем системы. Заменим в этом определителе j-й столбец на столбец свободных членов В, т.е. получим этой заменой другой определитель, который обозначим Δj:
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ТЕОРЕМА 2 (правило Крамера). Пусть Δ — определитель матрицы системы А, а Δj — определитель, полученный из определителя Δ заменой j-го столбца столбцом свободных членов В. Тогда если Δ ≠ 0, то система линейных уравнений (15.5) имеет единственное решение, определяемое по форму​лам
[image: image1277.png]zj = Aj/A, j=12,...,n. (15.6)




Формулы вычисления неизвестных (15.6) — решения сис​темы (15.5) — носят название формул Крамера.
Пример 1. Найти решение системы уравнений
[image: image1278.png]2¢ + 3y + 2z =2,

{x+2y+ z =1,
z — y + 3z =0.




Решение. Составим и вычислим определители системы Δ и Δj (j = x, y, z):

[image: image1279.png]



Определитель системы отличен от нуля, стало быть, она имеет единственное решение, которое вычисляется по форму​лам (15.6):
[image: image1280.png]t=A;/A=3/2, y=A,/A=0, z=A7A,/A=-1/2




Решение системы общего вида
Пусть задана система линейных уравнений общего вида (15.1), где т ≤ n, т.е. число неизвестных не меньше числа уравнений. Представим общий порядок решения этой системы.

1. Необходимо определить совместность системы, т.е. опре​делить сначала ранги матрицы системы А и расширенной мат​рицы AB. По теореме Кронекера-Капелли если ранги этих матриц не совпадают, то система несовместна и тогда нет смысла ее решать. Если же ранги матриц А и АB равны, то система (15.1) совместна.

Определение 1. Рангом совместной системы линейных алгеб​раических уравнений называется ранг ее матрицы.

2. Пусть система (15.1) совместна и ранг ее равен r. Вы​делим в матрице системы (15.2) некоторый базисный минор; предположим, что именно первые r строк матриц А и АB яв​ляются базисными. Тогда по теореме о базисном миноре ос​тальные строки матрицы являются линейными комбинациями остальных строк. В свою очередь это означает, что в системе (15.1) первые r уравнений, соответствующие базисным стро​кам матрицы А, являются базисными, а остальные — их ли​нейными комбинациями. Тогда эти (m — r) уравнений можно удалить из системы, причем в результате указанных элемен​тарных преобразований мы получаем эквивалентную систему:
[image: image1281.png]airy + a12T2 +...+ A1y, = bl,

a21T1 + a2+ ... + agpty, = b, (15.7)




3. Система (15.7) характерна тем, что ее ранг равен числу уравнений в ней, причем r ≤ n, т.е. ранг не превосходит числа неизвестных. Поэтому возможны два случая: либо r = n, либо r < n. В первом случае система (15.7) имеет квадратную невырожденную матрицу порядка r (см. выше) и, согласно теореме Крамера, существует единственное решение этой системы. Иными словами, если ранг системы равен числу неизвестных, то система имеет единственное решение, т.е. она является оп​ределенной.

4. Рассмотрим теперь случай, когда r < п. Перенесем в правые части уравнений (15.7) все слагаемые, содержащие не​известные xr+1, xr+2, …, xп. Тогда система принимает вид
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Неизвестным xr+1, ..., xп можно придавать любые значения, и потому они называются свободными. Неизвестные х1, x2, ..., xr соответствующие базисным столбцам, называются базисными. Из системы (15.8) легко найти выражения базисных неизвест​ных через свободные, согласно теореме Крамера, рассматри​вая правые части этих уравнений как элементы столбца сво​бодных членов, содержащие xr+1, xr+2,…, хп. Можно показать, что базисные неизвестные x1, х2, ..., xr линейно выражаются через свободные неизвестные. Поскольку свободные неизвест​ные могут принимать любые значения, то в случае когда ранг совместной системы меньше числа неизвестных, эта система является неопределенной: она имеет бесчисленное множество решений.

Метод Гаусса
Следует заметить, что как метод обратной матрицы, так и метод Крамера являются очень трудоемкими по количест​ву вычислительной работы. Оба они требуют порядка n2n! арифметических действий для нахождения решения системы линейных уравнений. При п = 5 это составит около 3000 дей​ствий, при п = 10 — около 3,6 ∙ 108 действий. При решении серьезных задач приходится иметь дело с системами уравне​ний порядка п = 100 и более. При таких масштабах даже су​перкомпьютерам потребуется огромное время для вычисления решения. Кроме того, погрешности компьютерного округления чисел приводят к значительным ошибкам в расчетах численно​го решения систем уравнений большого порядка. Между тем существуют более экономичные методы решения систем ли​нейных уравнений, основанные на предварительном преобра​зовании расширенной матрицы системы к специальному виду. В частности, одним из них является метод Гаусса, практичес​кую реализацию которого мы приводим ниже.

Рассмотрим систему уравнений общего вида (15.1). Пусть для определенности a11 ≠ 0 (если a11 = 0, то можно переста​вить на первое место ненулевое слагаемое или начать с другого уравнения). Умножим первое уравнение системы (15.1) на чис​ло a21/a11 и затем вычтем его из второго уравнения этой системы. Умножим обе части первого уравнения на число a31/a11 и затем вычтем его из третьего уравнения и так далее, т.е. процесс заключается в последовательном вычитании первого уравнения, умножаемого на числа ai1/a11, из i-го уравнения (i = 2, 3, ... , m). Таким образом, в результате элементарных преобразований мы получим эквивалентную систему, в кото​рой начиная со второго уравнения отсутствуют слагаемые, со​держащие неизвестное x1:
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где верхний индекс в скобках означает новые коэффициенты, полученные после первого шага. Для удобства записи будем оперировать расширенной матрицей системы, отделяя в ней вертикальной чертой столбец свободных членов. Итак, после первого шага, содержащего (т — 1) элементарных преобразо​ваний системы, мы переходим от расширенной матрицы (15.4) исходной системы к расширенной матрице
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Второй шаг заключается в том, что теперь второе уравне​ние системы (15.7) или вторая строка матрицы (15.8) исполь​зуется для аналогичных элементарных преобразований строк с третьей по m-ю: эта строка последовательно умножается на число 
[image: image1285.wmf])
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и вычитается из i-й строки (i = 3, 4, ... ,m). В результате этих (m - 2) элементарных преобразований полу​чаем новую расширенную матрицу, соответствующую новой эквивалентной системе уравнений. Эта матрица имеет вид
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где верхний индекс означает новые коэффициенты. В случае если элемент 
[image: image1287.wmf])
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 = 0, то второе уравнение можно поменять местами с другим уравнением, у которого элемент 
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Продолжим этот процесс аналогичным образом (т.е. на 3-м шаге преобразуются строки с 4-й по т-ю, на 4-м шаге — стро​ки с 5-й по m-ю и т.д.) до тех пор, пока не дойдем до последней m-й строки. После (r - 1)-го шага процесса последовательного исключения неизвестных мы получим следующую расширен​ную матрицу:
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Последние (m - r) строк этой матрицы соответствуют урав​нениям эквивалентной системы уравнений
[image: image1290.png]Ozy + 0z + ...+ 0z, =0 Vs i=r+1,742,...,m. (15.10)




Эти уравнения могут появиться, если соответствующие урав​нения исходной системы (15.1) представляют собой линейные комбинации других уравнений этой системы, о чем говорилось в п. 15.1. Здесь мы не исследовали заранее систему (15.1) на совместность; поэтому если эта система несовместна, то хотя бы одно из чисел 
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  не равно нулю. Таким образом, метод Гаусса позволяет на определенном шаге устано​вить возможную несовместность исходной системы линейных уравнений или выявить и удалить уравнения, являющиеся ли​нейными комбинациями других уравнений системы (15.1), если она совместна.

Пусть система (15.1) совместна, тогда все правые части уравнений (15.10) равны нулю, и после удаления нулевых урав​нений в эквивалентной системе и нулевых строк в расширенной матрице получаем матрицу специфического ступенчатого ви​да, ранг которой равен r. Все элементы этой матрицы, стоящие слева или ниже элементов аij, равны нулю:
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Эта расширенная матрица соответствует системе уравнений ранга r, которая имеет вид
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Система уравнений (15.12) уже полностью подготовлена к на​хождению решения, процесс которого осуществляется снизу вверх, т.е. от последнего уравнения к первому. Переход от сис​темы (15.1) к эквивалентной ей системе (15.12) называется пря​мым ходом, а нахождение неизвестных из системы (15.12) — обратным ходом метода Гаусса. Далее последовательность действий аналогична изложенной выше.

1. Если r = n, то система (15.12) имеет вид
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Поднимаясь снизу вверх, последовательно находим (обратный ход метода Гаусса):

— из последнего r-го уравнения неизвестное xr  = 
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— из (r - 1)-го уравнения неизвестное xr-1 путем подста​новки в это уравнение уже найденного неизвестного xr;
— из i-го уравнения неизвестное xi при подстановке в него найденных величин xr, xr-1, ..., xi-1;
— и так далее до первого уравнения, из которого при под​становке в него уже найденных величин xr, xr-1 , ..., x2 находим х1.
2. Ранг системы уравнений (15.12) меньше n. В этом слу​чае, как и ранее, объявляем неизвестные xr+1, xr+2, …, xп, сво​бодными и формируем правые части уравнений (15.12), остав​ляя в левых частях слагаемые, содержащие базисные перемен​ные x1, x2, ..., xr:
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Решение этой системы находится обратным ходом метода; те​перь базисные неизвестные зависят от свободных неизвестных, которые могут принимать любые значения, а потому система (15.1) имеет бесчисленное множество решений.

Рассмотрим примеры решения систем линейных уравнений методом Гаусса.

Пример 2. Пример 1 п. 15.2.

Решение. Выпишем расширенную матрицу этой системы; справа в скобках укажем числа, на которые умножается соот​ветствующая строка матрицы для того, чтобы сложить ее с нижними строками. Горизонтальными стрелками показаны пе​реходы к расширенным матрицам эквивалентных систем. Пер​вую строку расширенной матрицы исходной системы умножа​ем последовательно на (-2) и (-1) и прибавляем ее соответ​ственно к 2-й и 3-й строкам этой матрицы. После первого шага, состоящего в "обнулении" первого столбца согласно формуле (15.9), получаем (номера шагов показаны перед стрелками пе​рехода)
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Второй шаг прямого хода метода Гаусса состоит в операциях с преобразованной расширенной матрицей: прибавляем вторую строку, умноженную на (-3), к 3-й строке:
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Последний вид расширенной матрицы является конечным эта​пом прямого хода метода (см. формулу (15.13)), после чего при​ступаем к обратному ходу, т.е. находим неизвестные, начиная с последнего. Полученная расширенная матрица соответствует системе уравнений

[image: image1301.png]{
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которая эквивалентна исходной системе. Отсюда последова​тельно находим: z = -1/2, у = 0,х = 1- 0 - (-1/2) = 3/2.

Пример 3. Решить методом Гаусса систему линейных уравнений
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Решение. Составим расширенную матрицу этой системы, после чего выполним соответствующие шаги прямого хода ме​тода Гаусса. Имеем
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Последняя нулевая строка в расширенной матрице, полученной после 3-го шага, появилась из-за того, что в исходной системе четвертое уравнение является суммой 1-го и 3-го уравнений. Система совместная, и после удаления нулевой строки заклю​чительный вид расширенной матрицы соответствует системе трех уравнений с четырьмя неизвестными (ранг системы мень​ше числа неизвестных). Полагая x4 свободной переменной, по​лучаем
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Из этой системы обратным ходом метода Гаусса находим
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Данная система уравнений имеет бесчисленное множество ре​шений, поскольку x4 может принимать любые значения.
15.3. Вычисление обратной матрицы методом Гаусса

Метод Гаусса является поистине универсальным в решении систем линейных алгебраических уравнений. Мы продемонст​рируем применение этого метода при вычислении обратных матриц.

Практически этот наиболее простой способ вычисления об​ратной матрицы состоит в следующих шагах.

1. К матрице А, по отношению к которой ищется обратная матрица, приписывается справа единичная матрица Е.
2. Путем преобразований методом Гаусса над строками рас​ширенной матрицы (А|Е) матрица А приводится к виду еди​ничной матрицы.

3. После окончания указанного вычислительного процесса, т.е. когда на месте исходной матрицы А будет сформирована единичная матрица, на месте приписанной справа единичной матрицы Е будет находиться обратная матрица А-1. Иными словами, вместо расширенной матрицы (А|Е) в итоге получaется расширенная матрица (E|A-1).
Продемонстрируем эту последовательность действий на не​сложном примере.

Пример 1. Найти обратную матрицу исходной матрицы
[image: image1306.png]



Решение. Выполняем последовательно шаги 1 — 3:
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Схема вычислений по методу Гаусса пояснена здесь теми же обозначениями, что и в п. 15.2, при этом стрелками показано, к какой строке прибавляется измененная строка. Последний этап вычислений, показанный стрелкой (3), состоит в делении по​следней строки расширенной матрицы на -2. Итак, обратная матрица имеет вид
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Нетрудно непосредственно проверить правильность прове​денных вычислений по определению обратной матрицы: АА-1 = А-1А.
15.4. Геометрическая интерпретация системы линейных уравнений

Как известно, уравнения с двумя переменными вида

[image: image1309.png]Az +By+C =0




описывают на координатной плоскости Оху прямую. Система двух уравнений такого вида означает, что ее решения как точ​ки на координатной плоскости должны принадлежать одновре​менно двум прямым, соответствующим уравнениям этой сис​темы. Отсюда возможны следующие варианты: а) обе прямые пересекаются, и тогда система имеет единственное решение; б) прямые параллельны, и система не имеет решения (несов​местна); в) прямые совпадают, т.е. ранг системы равен едини​це, и система имеет бесчисленное множество решений. 
Уравнение с тремя переменными вида

[image: image1310.png]Az +By+Cz+ D=0




описывает плоскость в трехмерном пространстве. Решение сис​темы трех уравнений с тремя неизвестными — это точки про​странства, принадлежащие одновременно трем плоскостям, ко​торые описываются уравнениями системы. В этом случае воз​можны следующие варианты: а) три плоскости пересекаются в одной точке, и система имеет единственное решение; б) три плоскости пересекаются по одной прямой — система имеет бесчисленное множество решений (все точки на этой прямой); в) две плоскости совпадают, а третья пересекает их — бес​численное множество решений (все точки прямой — на пересе​чении трех плоскостей), ранг системы равен двум; г) все три плоскости совпадают — все точки общей плоскости являются решениями, и ранг системы равен единице; д) хотя бы одна из плоскостей параллельна какой-либо из двух других — систе​ма несовместна; е) плоскости пересекаются попарно по парал​лельным прямым — система несовместна. В последних двух случаях несовместность системы уравнений обусловлена тем, что нет таких точек трехмерного пространства, которые принадлежали бы одновременно всем трем плоскостям.

В случае системы уравнений с n неизвестными каждое ура​внение вида

[image: image1311.png];171 +apre+ ... tapmxy, —b;=0,t=1,2,... ,m




можно интерпретировать как гиперплоскость в координатном пространстве An. Решение системы (15.1) — это множество точек пространства An, которые принадлежат одновременно всем m гиперплоскостям, соответствующим уравнениям этой системы.
15.5. Однородные системы линейных уравнений

Определение 1. Система линейных уравнений называется од​нородной, если во всех ее уравнениях свободные члены равны нулю.

В общем случае однородная система (или система однород​ных уравнений) имеет вид
[image: image1312.png]a11T1 + a1272 + ... +apT, = 0,
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Однородная система уравнений всегда совместна. Дейст​вительно, набор значений неизвестных xi = 0 (i = 1, 2,... , п) удовлетворяет всем уравнениям системы. Это решение одно​родной системы называется нулевым, или тривиальным.
Решение системы однородных уравнений
Вопрос о существовании ненулевого решения однородной системы линейных уравнений (15.14) разрешает следующая те​орема.

ТЕОРЕМА 3. Однородная система имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда ранг этой системы меньше чис​ла ее неизвестных.

Из этой теоремы вытекают два важных следствия. 
Следствие 1. Если число уравнений однородной сис​темы меньше числа ее неизвестных, то эта система имеет ненулевое решение.

Следствие 2. Если в однородной системе число урав​нений равно числу неизвестных, то она имеет ненулевое ре​шение тогда и только тогда, когда определитель матрицы системы равен нулю.

Фундаментальная система решений
Решения однородной системы обладают следующими свой​ствами. Если вектор 
[image: image1313.wmf]a

 = (α1, α2,... ,αn) является решением системы (15.14), то и для любого числа k вектор k
[image: image1314.wmf]a

 = (kα1, kα2,..., kαn) будет решением этой системы. Если решением сис​темы (15.14) является вектор 
[image: image1315.wmf]g

 = (γ1, γ2, ... ,γn), то сумма 
[image: image1316.wmf]a

 + 
[image: image1317.wmf]g

 также будет решением этой системы. Отсюда следует, что любая линейная комбинация решений однородной системы также является решением этой системы.
Как мы знаем из п. 12.2, всякая система n-мерных век​торов, состоящая более чем из п векторов, является линей​но зависимой. Таким образом, из множества векторов-решений однородной системы (15.14) можно выбрать базис, т.е. любой вектор-решение данной системы будет линейной комбинацией векторов этого базиса. Любой такой базис называется фунда​ментальной системой решений однородной системы линейных уравнений. Справедлива следующая теорема, которую мы при​водим без доказательства.


[image: image1318.wmf]ТЕОРЕМА 4. Если ранг r системы однородных уравнений (15.14) меньше числа неизвестных п, то всякая фундамен​тальная система решений системы (15.14) состоит из п - r решений.
Укажем теперь способ нахождения фундаментальной сис​темы решений (ФСР). Пусть система однородных уравнений (15.14) имеет ранг r < п. Тогда, как следует из правил Краме​ра, базисные неизвестные этой системы x1, x2, … xr линейно выражаются через свободные переменные xr+1, xr+2 , ..., xп:
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Выделим частные решения однородной системы (15.14) по сле​дующему принципу. Для нахождения первого вектора-решения 
[image: image1320.wmf]x

1 положим xr+1 = 1, xr+2 = xr+3 = ... = xn = 0. Затем на​ходим второе решение 
[image: image1321.wmf]x

2: принимаем xr+2 = 1, а остальные r - 1 свободных переменных положим нулями. Иными словами, мы последовательно присваиваем каждой свободной перемен​ной единичное значение, положив остальные нулями. Таким образом, фундаментальная система решений в векторной фор​ме с учетом первых r базисных переменных (15.15) имеет вид
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ФСР (15.16) является одним из фундаментальных наборов решений однородной системы (15.14).

Пример 1. Найти решение и ФСР системы однородных урав​нений
[image: image1323.png]Ty — To+ T3 — x4+ x5 — 216 =0,
21 — 3x9 — 2x3 + x4 — TH =0,
—2x1 + 3x9 + 3x3 + x4 + 75 — z6 = 0.




Решение. Будем решать эту систему методом Гаусса. По​скольку число уравнений системы меньше числа неизвестных, считаем х1, x2, х3 базисными неизвестными, а x4, х5, x6 — сво​бодными переменными. Составим расширенную матрицу сис​темы и выполним действия, составляющие прямой ход метода:
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Преобразованная расширенная матрица соответствует системе уравнений, которая эквивалентна исходной однородной системе:
[image: image1325.png]Ty —Io+ T3 = T4 — T5 + 2Tp,
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Обратный ход метода Гаусса дает значения базисных неиз​вестных, выраженные через свободные переменные:
[image: image1326.png]T3 = —2r4 + 26, T2 = Vlzg — 325, 11 = 1424 — 425 + Z6.




Поскольку ранг однородной системы равен трем, то ФСР для нее состоит из трех линейно независимых векторов. По фор​мулам (15.16) при п = 6 и r = 3, беря последовательно для свободных переменных тройки чисел (1, 0, 0), (0, 1, 0) и (0, 0, 1), получаем набор фундаментальных решений:
[image: image1327.png]5 = (14,11,-2,1,0,0),
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Характеристическое уравнение
В п. 13.1 было введено определение собственного значения и гобственного вектора матрицы. Пусть 
[image: image1328.wmf]x

 — собственный вектор квадратной матрицы А порядка n. Тогда имеет место матричное уравнение
[image: image1329.png]



или
[image: image1330.png](A - AE)z =0, (15.17)




где λ — собственное значение матрицы А, а E и 
[image: image1331.wmf]0

 — соответ​ственно единичная матрица и нулевой вектор-столбец. Урав​нение (15.17) эквивалентно системе однородных уравнений
[image: image1332.png](a11 - )\).’1:1 +apzre+ ... +awr, = 0,
anx1 + (ags — A)xz2 + ...+ age, = 0,




В уравнениях (15.18) aij — элементы матрицы А, xj — коорди​наты собственного вектора х. Поскольку собственный вектор не является нулевым, то однородная система (15.18) должна иметь ненулевое решение, т.е. в силу следствия 2 (см. выше) определитель этой системы равен нулю:
[image: image1333.png](15.19)




Определитель системы однородных уравнений (15.18) называ​ется характеристическим многочленом, а уравнение (15.19) — характеристическим уравнением матрицы А.

Уравнение (15.19) имеет степень n относительно неизвест​ной λ. Его корни являются собственными числами матрицы А. Определив набор этих чисел, для каждого из них можно найти соответствующий собственный вектор как решение однород​ной системы (15.18).

Пример 2. Найти собственные числа и собственные векторы матрицы

[image: image1334.png]



Решение. Характеристическое уравнение для этой матри​цы имеет вид

[image: image1335.png]



откуда, раскрывая определитель, получаем

[image: image1336.png]A —7A+10=0.




Корни этого уравнения суть λ1 = 2, λ2 = 5. Для нахождения собственных векторов подставим найденные собственные зна​чения в систему однородных уравнений (15.18) при n = 2 с со​ответствующими элементами заданной матрицы А. Собствен​ный вектор, соответствующий собственному значению λ1 = 2, является решением системы

[image: image1337.png]{:1:1+2w2=0,
T+ 2z9 = 0.




Пo сути дела, это одно уравнение, поскольку определитель сис​темы равен нулю. Полагая x2 = b свободной переменной, по​лучаем первый собственный вектор 
[image: image1338.wmf]x

1 = (—2b, b) = b (-2, 1). Подстановка второго собственного значения λ2 = 5 приводит к системе уравнений
[image: image1339.png]{ —2x1 + 2z9 = 0,
]y — T2 207




которая через свободную переменную x2 = с определяет второй собственный вектор матрицы А: 
[image: image1340.wmf]x

2 = (с, с) = с (1, 1).

Поскольку b и с — произвольные числа, то одному соб​ственному значению может соответствовать несколько собст​венных векторов разной длины. Например, собственные векто​ры, соответствующие фундаментальным решениям однород​ных систем (в данном случае их будет по одному на каждое собственное значение), имеют вид 
[image: image1341.wmf]x

1 = (-2, 1), 
[image: image1342.wmf]x

2 = (1, 1).

УПРАЖНЕНИЯ
Решить методом Крамера системы линейных уравнений.
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Решить системы линейных уравнений методом Гаусса.
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Решить методом обратной матрицы системы уравнений, пред​варительно вычислив методом Гаусса обратную матрицу.
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Найти фундаментальные системы решений однородных сис​тем.
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Найти собственные векторы и собственные значения матриц.
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Глава 16. ПРИМЕНЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ В ЭКОНОМИКЕ

16.1. Использование алгебры матриц

Использование элементов алгебры матриц является одним из основных методов решения многих экономических задач. Особенно этот вопрос стал актуальным при разработке и ис​пользовании баз данных: при работе с ними почти вся инфор​мация хранится и обрабатывается в матричной форме.

Матричные вычисления
Рассмотрим типичные задачи, использующие понятие век​тора и его свойства.

1. Предприятие выпускает ежесуточно четыре вида изде​лий, основные производственно-экономические показатели ко​торых приведены в табл. 16.1.

Требуется определить следующие ежесуточные показатели: расход сырья S, затраты рабочего времени Т и стоимость Р выпускаемой продуции предприятия.

[image: image1350.png]Tabauna 16.1
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Решение. По данным табл. 16.1 составим четыре вектора, характеризующие весь производственный цикл:


[image: image1351.wmf]q

= (20, 50, 30,40) — вектор ассортимента, 


[image: image1352.wmf]s

 = (5, 2, 7, 4) — вектор расхода сырья, 


[image: image1353.wmf]t

 = (10, 5, 15, 8) — вектор затраты рабочего времени, 


[image: image1354.wmf]p

 = (30, 15, 45, 20) — ценовой вектор.

Тогда искомые величины будут представлять собой соот​ветствующие скалярные произведения вектора ассортимента 
[image: image1355.wmf]q

 на три других вектора, т.е.
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2. Предприятие выпускает 4 вида изделий с использовани​ем 4-х видов сырья. Нормы расхода сырья даны как элементы матрицы А:
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Требуется найти затраты сырья на каждый вид изделия при заданном плане их выпуска: соответственно 60, 50, 35 и 40 ед.

Решение. Составим вектор-план выпуска продукции

[image: image1358.png]q = (60,50, 35,40).




Тогда решение задачи дается вектором затрат, координаты которого и являются величинами затрат сырья по каждому его виду; этот вектор затрат вычисляется как произведение вектора 
[image: image1359.wmf]q

 на матрицу А:
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3. Пусть затраты 4-х видов сырья на выпуск 4-х видов про​дукции характеризуются матрицей А, приведенной в предыду​щей задаче. Требуется найти: а) общие затраты на сырье для каждого вида продукции и его перевозку; б) общие затраты на сырье и его транспортировку при условии заданного вектора-плана предыдущей задачи, если известны себестоимости каж​дого вида сырья и его доставки (соответственно 4, 6, 5, 8 и 2, 1, 3, 2 ден. ед.).

Решение. Составим матрицу себестоимостей сырья и его доставки (соответственно 1-я и 2-я строки):

[image: image1361.png]



Тогда ответ на первый вопрос задачи дается в виде произве​дения матрицы А на транспонированную матрицу CT:
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Суммарные затраты на сырье и его доставку (в денежных еди​ницах) при векторе-плане выпуска продукции 
[image: image1363.wmf]q

= (60, 50, 35, 40) определяются произведением вектора 
[image: image1364.wmf]q

 на матрицу АСT:
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4. В табл. 16.2 приведены данные о дневной производительности 5 предприятий, выпускающих 4 вида продукции с по​треблением 3-х видов сырья, а также продолжительность работы каждого предприятия в году и цена каждого вида сырья.
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Требуется определить:

1) годовую производительность каждого предприятия по каждому виду изделий;

2) годовую потребность каждого предприятия по каждому виду сырья;

3) годовую сумму кредитования каждого предприятия для закупки сырья, необходимого для выпуска продукции указан​ных видов и количеств.

Решение. Нужно составить матрицы, характеризующие весь интересующий нас экономический спектр производства, а затем при помощи соответствующих операций над ними полу​чить решение данной задачи. Прежде всего приведем матрицу производительности предприятий по всем видам продукции:
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Каждый столбец этой матрицы соответствует дневной про​изводительности отдельного предприятия по каждому виду продукции. Следовательно, годовая производительность j-го предприятия по каждому виду продукции получается умноже​нием j-гo столбца матрицы А на количество рабочих дней в году для этого предприятия (j = 1, 2, 3, 4, 5). Таким образом, годовая производительность каждого предприятия по каждому из изделий описывается матрицей
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Матрица затрат сырья на единицу изделия (эти показатели по условию одинаковы для всех предприятий) имеет вид
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Дневной расход по типам сырья на предприятиях описывается произведением матрицы В на матрицу А:
[image: image1370.png]55 126 53 62 58
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где i-я строка соответствует номеру типа сырья, а j-й стол​бец — номеру предприятия согласно табл. 16.2 (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4, 5). Ответ на второй вопрос задачи получим по аналогии с матрицей Агод умножением столбцов матрицы ВА на соответствующие количества рабочих дней в году для предприятий — это годовая потребность каждого предприятия в каждом виде сырья:
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Введем вектор стоимости сырья
[image: image1372.png]5 = (40, 50, 60).




Тогда стоимость общего годового запаса сырья для каждого предприятия получается умножением вектора 
[image: image1373.wmf]p

 на матри​цу ВAгод:
[image: image1374.png]P =pBAron =
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Следовательно, суммы кредитования предприятий для закупки сырья определяются соответствующими компонентами векто​ра 
[image: image1375.wmf]P

.

5. Отрасль состоит из п предприятий, выпускающих по од​ному виду продуции каждое; обозначим объем продукции i-го предприятия через xi. Каждое из предприятий отрасли для обеспечения своего производства потребляет часть продукции, выпускаемой им самим и другими предприятиями. Например, в отрасли электротехнического оборудования часть продукции предприятий, выпускающих электродвигатели, силовые кабе​ли, электрокары и т.д., употребляется практически всей от​раслью. Пусть aij — доля продукции i-го предприятия, потреб​ляемая j-м предприятием для обеспечения выпуска своей про​дукции объема xj. Возникает естественный вопрос о величине yi — количестве продукции i-го предприятия, предназначенной для реализации вне данной отрасли (объем конечного продук​та). Эта величина легко может быть подсчитана по формуле
[image: image1376.png]Yi = Ty —
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Введем в рассмотрение матрицу порядка n, описывающую вну​треннее потребление отрасли:
[image: image1377.png]A:Ha'Z]Ha i’j=1727--'an-




Тогда вектор конечного продукта является решением матрич​ного уравнения
[image: image1378.png]8
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или с использованием единичной матрицы Е получаем
[image: image1379.png](16.1)




Рассмотрим конкретный пример при п = 3. Пусть вектор выпуска продукции отрасли и матрица внутреннего потребле​ния имеют соответственно вид
[image: image1380.png]300 03 0,1 0
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Используя формулу (16.1) и правило сложения матриц, получа​ем вектор объемов конечного продукта, предназначенного для реализации вне отрасли, состоящей из 3-х предприятий:
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Использование систем линейных уравнений
Рассмотрим задачи, приводящие к составлению и решению систем линейных алгебраических уравнений.

6. Прогноз выпуска продукции по запасам сырья. Пред​приятие выпускает три вида продукции, используя сырье трех типов. Необходимые характеристики производства указаны в табл. 16.3. Требуется определить объем выпуска продукции каждого вида при заданных запасах сырья. Задачи такого рода типичны для прогнозов и оценок функционирования предприятий, экспертных оценок проектов освоения месторождений по​лезных ископаемых, а также для планирования микроэкономи​ки предприятий.
[image: image1382.png]Tabauna 16.3
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Решение. Обозначим неизвестные объемы выпуска про​дукции через x1, x2 и x3. Тогда при условии полного расхода запасов для каждого вида сырья можно записать балансовые соотношения, которые образуют систему трех уравнений с тремя неизвестными:

[image: image1383.png]4ry + 3xz9 + x3 = 1450,

{6x1 + 4zo + 5z = 2400,
520 + 2o + 3z3 = 1550.




Решая эту систему уравнений любым способом, находим, что при заданных запасах сырья объемы выпуска продукции соста​вят по каждому виду соответственно (в условных единицах)

[image: image1384.png]z1 = 150, zo = 250, z3 = 100.




7. Общая постановка задачи прогноза выпуска продукции. Пусть

[image: image1385.png]C=lell; i=12,...,m, j=12,...,n,




— матрица затрат сырья т видов при выпуске продукции п видов. Тогда при известных объемах запаса каждого вида сы​рья, которые образуют соответствующий вектор

[image: image1386.png]q = ((I1,Q2’- .- ,Qm)7




вектор-план 
[image: image1387.wmf]x

 = (х1, х2, ... , xп) выпуска продукции определя​ется из решения системы т уравнений с n неизвестными
[image: image1388.png]



где индекс Т означает транспонирование вектора-строки в век​тор-столбец.
16.2. Модель Леонтьева многоотраслевой экономики

Макроэкономика функционирования многоотраслевого хо​зяйства требует баланса между отдельными отраслями. Каж​дая отрасль, с одной стороны, является призводителем, а с другой — потребителем продукции, выпускаемой другими от​раслями. Возникает довольно непростая задача расчета связи между отраслями через выпуск и потребление продукции раз​ного вида. Впервые эта проблема была сформулирована в виде математической модели в 1936 г. в трудах известного амери​канского экономиста В.В.Леонтьева, который попытался про​анализировать причины экономической депрессии США 1929-1932 гг. Эта модель основана на алгебре матриц и использует аппарат матричного анализа.

Балансовые соотношения
Для простоты будем полагать, что производственная сфера хозяйства представляет собой п отраслей, каждая из которых производит свой однородный продукт. Для обеспечения свое​го производства каждая отрасль нуждается в продукции других отраслей (производственное потребление). Обычно процесс производства рассматривается за некоторый период времени; в ряде случаев такой единицей служит год.

Введем следующие обозначения:

— xi — общий объем продукции i-й отрасли (ее валовой выпуск);

— xij — объем продукции i-й отрасли, потребляемый j-й отраслью при производстве объема продукции xj;
— yi — объем продукции i-й отрасли, предназначенный для реализации (потребления) в непроизводственной сфере, или так называемый продукт конечного потребления. К нему относятся личное потребление граждан, удовлетво​рение общественных потребностей, содержание государ​ственных институтов и т.д.

Балансовый принцип связи различных отраслей промыш​ленности состоит в том, что валовой выпуск i-й отрасли дол​жен быть равным сумме объемов потребления в производст​венной и непроизводственной сферах. В самой простой форме (гипотеза линейности, или простого сложения) балансовые со​отношения имеют вид
[image: image1389.png]Ti=Ti+Tp+...+Tm+y,1=12,...,n (16.2)




Уравнения (16.2) называются соотношениями баланса. 
Поскольку продукция разных отраслей имеет разные изме​рения, будем в дальнейшем иметь в виду стоимостный баланс.

Линейная модель многоотраслевой экономики
В. В. Леонтьевым на основании анализа экономики США и период перед второй мировой войной был установлен важный факт: в течение длительного времени величины aij = xij / xj меняются очень слабо и могут рассматриваться как постоян​ные числа. Это явление становится понятным в свете того, что технология производства остается на одном и том же уровне довольно длительное время, и, следовательно, объем потреб​ления j-й отраслью продукции i-й отрасли при производстве своей продукции объема xj есть технологическая константа.

В силу указанного факта можно сделать следующее до​пущение: для производства продукции j-й отрасли объема xj нужно использовать продукцию i-й отрасли объема aijxi, где aij — постоянное число. При таком допущении технология про​изводства принимается линейной, а само это допущение называется гипотезой линейности. При этом числа аij называются коэффициентами прямых затрат. Согласно гипотезе линей​ности, имеем
[image: image1390.png]Tij = aijzi; 3= 1,251 (16.3)




Тогда уравнения (16.2) можно переписать в виде системы урав​нений
[image: image1391.png]r1 = anTy +apre+...+ar, + Y1,
Ty = a1%1 + a2+ ...+ a2y + Y2,

Tp = Qp1¥1+ ap2x2 + ...+ GunTn + Yn-

(16.4)




Введем в рассмотрение векторы-столбцы объемов произве​денной продукции (вектор валового выпуска), объемов продук​ции конечного потребления (вектор конечного потребления) и матрицу коэффициентов прямых затрат:
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Тогда система уравнений (16.4) в матричной форме имеет вид
[image: image1393.png](16.6)




Обычно это соотношение называют уравнением линейно​го межотраслевого баланса. Вместе с описанием матричного представления (16.5) это уравнение носит название модели Леонтьева.
Уравнение межотраслевого баланса можно использовать в двух целях. В первом, наиболее простом случае, когда извес​тен вектор валового выпуска 
[image: image1394.wmf]x

, требуется рассчитать вектор конечного потребления 
[image: image1395.wmf]y

 — подобная задача была рассмотрена выше (п. 16.1, пример 5).

Во втором случае уравнение межотраслевого баланса ис​пользуется для целей планирования со следующей формули​ровкой задачи: для периода времени T (например, год) извес​тен вектор конечного потребления 
[image: image1396.wmf]y

 и требуется определить вектор 
[image: image1397.wmf]x

 валового выпуска. Здесь необходимо решать систему линейных уравнений (16.6) с известной матрицей А и задан​ным вектором 
[image: image1398.wmf]y

. В дальнейшем мы будем иметь дело именно с такой задачей.

Между тем система (16.6) имеет ряд особенностей, вытека​ющих из прикладного характера данной задачи; прежде всего все элементы матрицы А и векторов 
[image: image1399.wmf]x

 и 
[image: image1400.wmf]y

 должны быть неот​рицательными.

Продуктивные модели Леонтьева
Матрица А, все элементы которой неотрицательны, на​зывается продуктивной, если для любого вектора 
[image: image1401.wmf]y

 с неот​рицательными компонентами существует решение уравнения (16.6) — вектор 
[image: image1402.wmf]x

, все элементы которого неотрицательны. В таком случае и модель Леонтьева называется продуктивной.

Для уравнения типа (16.6) разработана соответствующая математическая теория исследования решения и его особеннос​тей. Укажем некоторые ее основные моменты. Приведем без доказательства важную теорему, позволяющую устанавливать продуктивность матрицы.

ТЕОРЕМА 16.1. Если для матрицы А с неотрицательными элементами и некоторого вектора 
[image: image1403.wmf]y

 с неотрицательными компонентами уравнение (16.6) имеет решение 
[image: image1404.wmf]x

 с неотри​цательными компонентами, то матрица А продуктивна.

Иными словами, достаточно установить наличие положи​тельного решения системы (16.6) хотя бы для одного положи​тельного вектора 
[image: image1405.wmf]y

, чтобы матрица А была продуктивной. Пе​репишем систему (16.6) с использованием единичной матрицы Е в виде

[image: image1406.png](E — A)z = .

(16.7)




Если существует обратная матрица (E - А)-1 , то существует и единственное решение уравнения (16.7):
[image: image1407.png]i=(E—-A). (16.8)




Матрица (Е — А)-1 называется матрицей полных затрат.
Существует несколько критериев продуктивности матри​цы А. Приведем два из них.

Первый критерий продуктивности. Матрица А продукти​вна тогда и только тогда, когда матрица (Е - А)-1 сущест​вует и ее элементы неотрицательны.
Второй критерий продуктивности. Матрица А с неотри​цательными элементами продуктивна, если сумма элемен​тов по любому ее столбцу (строке) не превосходит единицы:
[image: image1408.png]



причем хотя бы для одного столбца (строки) эта сумма строго меньше единицы.

Рассмотрим применение модели Леонтьева на несложных примерах.

Пример 1. В табл. 16.4 приведены данные по балансу за не​который период времени между пятью отраслями промышлен​ности. Найти векторы конечного потребления и валового вы​пуска, а также матрицу коэффициентов прямых затрат и опре​делить, является ли она продуктивной в соответствии с при​веденными выше критериями.
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Решение. В данной таблице приведены составляющие ба​ланса в соответствии с соотношениями (16.2): xij — первые пять столбцов, уi — шестой столбец, xi — последний столбец (i,j = 1, 2, 3, 4, 5). Согласно формулам (16.3) и (16.4), имеем
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Все элементы матрицы А положительны, однако нетрудно видеть, что их сумма в третьем и четвертом столбцах боль​ше единицы. Следовательно, условия второго критерия продук​тивности не соблюдены и матрица А не является продуктив​ной. Экономическая причина этой непродуктивности заключа​ется в том, что внутреннее потребление отраслей 3 и 4 слиш​ком велико в соотношении с их валовыми выпусками.

Пример 2. Табл. 16.5 содержит данные баланса трех отрас​лей промышленности за некоторый период времени. Требуется найти объем валового выпуска каждого вида продукции, если конечное потребление по отраслям увеличить соответственно до 60, 70 и 30 условных денежных единиц.
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Решение. Выпишем векторы валового выпуска и конеч​ного потребления и матрицу коэффициентов прямых затрат. Согласно формулам (16.3) и (16.4), имеем
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Матрица А удовлетворяет обоим критериям продуктивности. В случае заданного увеличения конечного потребления новый вектор конечного продукта будет иметь вид

[image: image1413.png]60
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) |

(16.9)




Требуется найти новый вектор валового выпуска 
[image: image1414.wmf]x

*, удов​летворяющий соотношениям баланса в предположении, что матрица А не изменяется. В таком случае компоненты x1, x2, х3 неизвестного вектора 
[image: image1415.wmf]x

* находятся из системы уравнений, которая согласно (16.4) имеет в данном случае вид
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В матричной форме эта система выглядит следующим об​разом:
[image: image1417.png]Ty = ATy + Ts, (16.10)




или
[image: image1418.png](B —A)Z. =4, (16.11)




где матрица (Е — А) имеет вид
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Решение системы линейных уравнений (16.11) при заданном векторе правой части (16.9) (например, методом Гаусса) да​ет новый вектор 
[image: image1420.wmf]x

* как решение системы уравнений баланса (16.10):
[image: image1421.png]152,6
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Таким образом, для того чтобы обеспечить заданное уве​личение компонент вектора конечного продукта, необходимо увеличить соответствующие валовые выпуски: добычу и пе​реработку углеводородов на 52,2%, уровень энергетики — на 35,8% и выпуск продукции машиностроения — на 85% по срав​нению с исходными величинами, указанными в табл. 16.5.

16.3. Линейная модель торговли

Одним из примеров экономического процесса, приводящего к понятию собственного числа и собственного вектора матри​цы, является процесс взаимных закупок товаров. Будем пола​гать, что бюджеты п стран, которые мы обозначим соответ​ственно x1, x2, … , xn расходуются на покупку товаров. Мы будем рассматривать линейную модель обмена, или, как ее еще называют, модель международной торговли.
Пусть aij — доля бюджета xj, которую j-я страна тратит на закупку товаров у i-й страны. Введем матрицу коэффици​ентов aij:
[image: image1422.png](16.12)




Тогда если весь бюджет расходуется только на закупки внутри страны и вне ее (можно это трактовать как торговый бюджет), то справедливо равенство

[image: image1423.png]n
Zaij =1. (16.13)
=1




Матрица (16.12) со свойством (16.13), в силу которого сум​ма элементов ее любого столбца равна единице, называется структурной матрицей торговли. Для i-й страны общая вы​ручка от внутренней и внешней торговли выражается форму​лой
[image: image1424.png]P, =ajx1 +apxs + ...+ ajpnTy.




Условие сбалансированной (бездефицитной) торговли фор​мулируется естественным образом: для каждой страны ее бюд​жет должен быть не больше выручки от торговли, т.е. Pi ≥ xi:, или
[image: image1425.png]ai1%1 + @i + ...+ Qipty 2 x5, 1=1,2,... ,n. (16.14)




Докажем, что в условиях (16.14) не может быть знака не​равенства. Действительно, сложим все эти неравенства при i от 1 до n. Группируя слагаемые с величинами бюджетов xj, получаем
[image: image1426.png]z1(a1r +ag + ...+ an1) Fz2(a2 +an + ... Fan2) + ...
...+xn(a1n+a2n+...—}—ann)2:1:1+$2+...+xn.




Нетрудно видеть, что в скобках стоят суммы элементов матри​цы А по ее столбцам от первого до последнего, которые равны единице по условию (16.13). Стало быть, мы получили нера​венство
[image: image1427.png]Z1+zo+ ...tz 21t 2o+ ...+ 2y,




откуда возможен только знак равенства.

Таким образом, условия (16.14) принимают вид равенств:
[image: image1428.png]aniry +apry+...+ae, = 1,
a1 Ty + axry + ...+ ap, = 2, (16 15)

Ap1T1 + a2 + ...+ GupZy, = Tp.




Введем вектор бюджетов 
[image: image1429.wmf]x

, каждая компонента которого ха​рактеризует бюджет соответствующей страны; тогда систему уравнений (16.15) можно записать в матричной форме
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Это уравнение означает, что собственный вектор структурной матрицы А, отвечающий ее собственному значению λ = 1, со​стоит из бюджетов стран бездефицитной международной тор​говли.

Перепишем уравнение (16.16) в виде, позволяющем опреде​лить 
[image: image1431.wmf]x

:
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Пример. Структурная матрица торговли четырех стран име​ет вид:
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Найти бюджеты этих стран, удовлетворяющие сбалансиро​ванной бездефицитной торговле при условии, что сумма бюд​жетов задана:

[image: image1434.png]T, + 29 + T3 + x4 = 6270 (yca. mew. en.).




Решение. Необходимо найти собственный вектор 
[image: image1435.wmf]x

, отве​чающий собственному значению λ = 1 заданной структурной матрицы А, т.е. решить уравнение (16.17), которое в нашем случае имеет вид

[image: image1436.png]-0,8 0,3

0,4 —0,7
0,3 0,3
01 0,1

0,2
0,1
-0,5
0,2

0,2
0,2
0,2

—0,6

Z1
T2
T3
T4

e R an B an B an)




Поскольку ранг этой системы равен трем, то одна из неизвест​ных является свободной переменной и остальные выражаются через нее. Решая систему методом Гаусса, находим компонен​ты собственного вектора 
[image: image1437.wmf]x

:

[image: image1438.png]140 146 20
ry = ‘1—2—10, ZTg = ﬁc, I3 = 11C, T4 = C.




Подставив найденные значения в заданную сумму бюджетов, найдем величину с: с = 1210, откуда окончательно получаем искомые величины бюджетов стран при бездефицитной торговле (в условных денежных единицах):

[image: image1439.png]¢ = 1400, 5 = 1460, z3 = 2200, =4 = 1210.




УПРАЖНЕНИЯ
16.1. По данным табл. 16.1 составить новую таблицу про​изводственно-экономических показателей по следующим усло​виям:

— количество изделий всех видов увеличивается на 20%,

— норма времени изготовления по всем изделиям уменьша​ется на 20%,

— цена на все виды изделий уменьшается на 10%.

Найти ежесуточные показатели, указанные в задаче 1 п. 16.1, а также их процентные изменения.

16.2. По данным табл. 16.2 составить новую таблицу по сле​дующим условиям:

— дневная производительность всех предприятий увеличи​вается на 100%,

— число рабочих дней в году для 1-го предприятия увели​чивается на 50%, а для остальных — на 40%,

— цены на виды сырья уменьшаются соответственно на 10, 20 и 30%.

Определить суммы кредитования предприятий и их соот​ветствующие процентные изменения.

16.3. Отрасль состоит из 4-х предприятий; вектор выпуска продукции и матрица внутреннего потребления имеют вид
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Найти вектор объемов конечного продукта, предназначенного для реализации вне отрасли.

16.4. Предприятие выпускает три вида продукции с использованием трех видов сырья, характеристики производства указаны в следующей таблице:
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Найти объем выпуска продукции каждого вида при заданных запасах сырья.

16.5. В условиях примера 2 п. 16.2 определить прирост объе​мов валовых выпусков по каждой отрасли (в процентах), если конечное потребление увеличить по отраслям соответственно на 30, 10 и 50%. Решить задачу методом обратной матрицы и методом Гаусса.

16.6. Структурная матрица торговли трех стран имеет вид
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Найти бюджеты первой и второй стран, удовлетворяющие сба​лансированной бездефицитной торговле при условии, что бюд​жет третьей страны равен 1100 усл. ед.

Часть 4. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Глава 17. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

События, происходящие в окружающем нас мире, можно разделить на три вида: достоверные, невозможные и случай​ные. Достоверным относительно комплекса условий S называ​ется событие, которое обязательно произойдет при осуществле​нии этого комплекса условий. Например, если гладкий желоб с лежащим внутри него тяжелым шариком наклонить, то шарик обязательно покатится по желобу в сторону уклона. Невозмож​ным называется событие, которое заведомо не произойдет при осуществлении комлекса условий S. Например, из герметичес​ки изолированного сосуда вода не может вылиться. Случайным относительно комплекса условий S называется событие, кото​рое при осуществлении указанного комплекса условий может либо произойти, либо не произойти. Например, если вы уро​нили фарфоровую чашку на пол, то она может как разбиться, так и остаться неповрежденной.

Теория вероятностей имеет дело со случайными события​ми. Однако она не может предсказать, произойдет единичное событие или нет. Теория вероятностей изучает вероятност​ные закономерности массовых однородных случайных собы​тий. Ее методы получили широкое распространение в различ​ных областях естествознания и в прикладных проблемах тех​ники. Теория вероятностей легла в основу теории массового обслуживания и теории надежности. В последние годы аппа​рат теории вероятностей активно используется в экономике.

17.1. Основные понятия теории вероятностей

Некоторые формулы комбинаторики
Пусть задано конечное множество элементов некоторой природы. Из них можно составлять определенные комбина​ции, количества которых изучает комбинаторика. Некоторые ее формулы используются в теории вероятности; приведем их.

Комбинации, состоящие из одной и той же совокупности п различных элементов и отличающиеся только порядком их расположения, называются перестановками. Число всех воз​можных перестановок определяется произведением чисел от единицы до п:

[image: image1443.png]



Пример 1. Сколько четырехзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3 и 4 с использованием всех указанных цифр в каждом числе ?

Решение. Искомое число равно Р4 = 4! = 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4 = 24.

Комбинации по т элементов, составленные из п различных элементов (m ≤ п), отличающиеся друг от друга либо эле​ментами, либо их порядком, называются размещениями. Число всевозможных размещений
[image: image1444.png]Al =nn-1)(n-2)...(n—m+1).




Пример 2. Сколько трехзначных чисел можно составить из семи различных цифр при отсутствии среди них нуля ?

Решение. Искомое количество цифр

[image: image1445.png]A2 =7.6-5=210.




Комбинации, содержащие по т элементов каждая, состав​ленные из п различных элементов (m ≤ п) и различающиеся хотя бы одним элементом, называются сочетаниями. Число сочетаний дается формулой
[image: image1446.png]



Можно показать, что справедливы формулы
[image: image1447.png]Cm=Crm  A™ = P,C™. (17.1)




В частности, первую из формул удобно использовать в расче​тах, когда т > п/2.

Напомним формулу бинома Ньютона, в которой участвуют коэффициенты (17.1):
[image: image1448.png]p+q)n — Cnpnqo + Cn-lpn—lq 4.+
( K " (17.2)

+Cptg" ™ + CopPg™.




Пример 3. Сколькими способами можно выбрать а) по три карты, б) по 32 карты из колоды, содержащей 36 игральных карт?

Решение. Искомое число способов:

[image: image1449.png]



Виды случайных событий
Выше было введено определение случайного события. Обычно в теории вероятностей вместо "совокупности условий" употребляют термин "испытание", и тогда событие трактует​ся как результат испытания. Например, стрельба по мишени: выстрел — это испытание, попадание в мишень — это собы​тие. Другой пример: подбрасывание монеты вверх — это ис​пытание, выпадение орла (или решки) — это событие.

Определение 1. События называют несовместными, если в одном и том же испытании появление одного из них исключает появление других. Например, выпадение орла при подбрасыва​нии монеты исключает появление в этом же испытании решки и наоборот.

Определение 2. Несколько событий образуют полную груп​пу, если в результате испытания появление хотя бы одного из них является достоверным событием. Например, при произве​дении выстрела по мишени (испытание) обязательно будет ли​бо попадание, либо промах; эти два события образуют полную группу.

Следствие. Если события, образующие полную груп​пу, попарно несовместны, то в результате испытания по​явится одно и только одно из этих событий.

Этот частный случай будет использован далее.

Классическое определение вероятности
Назовем каждый из возможных результатов испытания элементарным событием, или исходом. Те элементарные ис​ходы, которые интересуют нас, называются благоприятными событиями.

Определение 3. Отношение числа благоприятствующих со​бытию А элементарных исходов к общему числу равновозможных несовместных элементарных исходов, образующих полную группу, называется вероятностью события А.
Вероятность события А обозначается Р(А). Понятие веро​ятности является одним из основных в теории вероятностей. Данное выше определение является классическим. Из него вы​текают некоторые свойства.

Свойство 1. Вероятность достоверного события равна единице.

Свойство 2. Вероятность невозможного события равна нулю.

Свойство 3. Вероятность случайного события есть поло​жительное число:

[image: image1450.png]0<P(4) < 1.




Следовательно, вероятность любого события удовлетворя​ет неравенству

[image: image1451.png]



Отметим, что современные курсы теории вероятностей ос​нованы на теоретико-множественном подходе, в котором эле​ментарные события являются точками пространства элемен​тарных событий Ω; при этом событие А отождествляется с подмножеством элементарных исходов, благоприятствующих этому событию, А 
[image: image1452.wmf]Ì

 Ω.

Приведем примеры непосредственного вычисления вероят​ностей.

Пример 4. В коробке лежит 10 шаров: 6 белых и 4 черных. Найти вероятность того, что из пяти взятых наугад шаров будет 4 белых.

Решение. Найдем число благоприятных исходов: число способов, которыми можно взять 4 белых шара из 6 имеющихся, равно C
[image: image1453.wmf]4
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 = C
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. = 15. Общее число исходов определяется числом сочетаний из 10 по 5: C
[image: image1456.wmf]5

10

 = 252. Согласно определению 3 искомая вероятность Р = 15/252 ≈ 0,06.

Пример 5. Какова вероятность того, что при заполнении кар​точки спортивной лотереи "6 из 36" будет угадано 4 номера?

Решение. Общее число исходов равно C
[image: image1457.wmf]6

36

 = 1947792. Чис​ло благоприятных исходов равно С
[image: image1458.wmf]4

6

 = 15. Отсюда искомая вероятность равна 7,7 ∙ 10-6.

Пример 6. В ящике находится 10 стандартных и 5 нестан​дартных деталей. Какова вероятность, что среди наугад взя​тых 6 деталей будет 4 стандартных и 2 нестандартных?

Решение. Общее число исходов равно С
[image: image1459.wmf]6

15

. Число благо​приятных исходов определяется произведением С
[image: image1460.wmf]4
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[image: image1461.wmf]2
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, где пер​вый сомножитель соответствует числу вариантов изъятия из ящика 4-х стандартных деталей из 10, а второй — числу вари​антов изъятия из ящика 2-х нестандартных деталей из пяти. Отсюда следует, что искомая вероятность равна

[image: image1462.png]P =C},C2/C8 = 0,42.




17.2. Теорема сложения вероятностей 

Несовместные события
Определение 1. Суммой двух событий А и В называют со​бытие С = А + В, которое состоит в появлении либо события А, либо события В, либо событий A и В одновременно.

Это определение напоминает сумму множеств (см. гл. 1) и используется в теоретико-множественном подходе теории веро​ятностей. Примеры суммы событий: произведены два выстре​ла, и события А и В — попадания при первом и втором вы​стрелах соответственно; тогда А + В — попадание либо при первом выстреле, либо при втором, либо в обоих выстрелах. Если события А и В несовместные, то их сумма — это собы​тие, состоящее в появлении какого-либо из этих событий.

Аналогично определяется сумма нескольких событий, со​стоящая в появлении хотя бы одного из этих событий.

ТЕОРЕМА 1. Вероятность появления какого-либо из двух несовместных событий равна сумме вероятностей этих со​бытий:

[image: image1463.png]P(A+ B) = P(A) + P(B). (17.3)




Следствие. Вероятность появления какого-либо из нескольких попарно несовместных событий равна сумме их вероятностей:

[image: image1464.png]P(A; +As+ ...+ A,) = P(A)) + P(A2) + ... + P(Ay).




Пример 1. Стрелок стреляет по мишени, разделенной на 4 концентрические зоны. Вероятности попадания в эти области соответственно равны 0,4, 0,3, 0,2 и 0,1. Найти вероятность попадания либо в первую, либо во вторую зоны.

Решение. Пусть событие А — попадание в первую зону мишени, а событие В — попадание во вторую зону мишени. Эти события несовместны, поэтому применимы теорема 17.1 и формула (17.3) сложения вероятностей. Искомая вероятность равна

[image: image1465.png]P(A+B)=P(A)+ P(B) =04+03=0,7.




Полная группа событий
ТЕОРЕМА 2. Сумма вероятностей событий, образующих полную группу, равна единице:

[image: image1466.png]P(A1) + P(A2) + ... + P(Ay) = 1.




Пример 2. На складе готовой продукции находятся изделия, среди которых 5% нестандартных. Найти вероятность того, что при выдаче изделия со склада оно будет стандартным.

Решение. Вероятность получения нестандартного изделия равна 0,05; события выдачи стандартного и нестандартного из​делия образуют полную группу. Следовательно, сумма их ве​роятностей равна единице, и тогда искомая вероятность рав​на 0,95.

Противоположные события
Определение 2. Два единственно возможных события, обра​зующих полную группу, называются противоположными.
Если событие обозначено через А, то противоположное ему событие обозначается через 
[image: image1467.wmf]A

. Из теоремы 17.2 следует, что

[image: image1468.png]P(A)+ P(A) = 1. (17.4)




Например, если при стрельбе по мишени попадание — это событие А, то событие 
[image: image1469.wmf]A

 — это промах; сумма их вероятностей равна единице — при выстреле обязательно будет либо попа​дание, либо промах. То же самое и при подбрасывании монеты: обязательно выпадет либо орел, либо решка.

Пример 3. В магазине имеется 10 телевизоров, из которых 2 неисправных. Найти вероятность того, что среди наугад взя​тых 3-х телевизоров будет хотя бы один неисправный.

Решение. События "среди взятых телевизоров нет ни од​ного неисправного" и "есть хотя бы один неисправный" — про​тивоположные. Первое из них обозначим через А, а второе — через 
[image: image1470.wmf]A

. Общее число способов, которыми можно взять 3 изде​лия из десяти, равно C
[image: image1471.wmf]3
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. Число исправных телевизоров равно 8, число способов выборки из них трех изделий равно C
[image: image1472.wmf]3
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, так что вероятность Р(А) = C
[image: image1473.wmf]3
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10

. Искомая вероятность опреде​ляется из формулы (17.4):

[image: image1475.png]1-P(A)=1-C§/C3 =1-0,47=0,53.




17.3. Теорема умножения вероятностей

Произведение событий и условная вероятность
Определение 1. Произведением двух событий А и В называ​ется событие АВ, означающее совместное появление этих со​бытий (см. гл. 1.1, произведение множеств).

Например, если событие А — шар, событие В — белый цвет, то их произведение АВ — белый шар. Аналогично опре​деляется произведение нескольких событий, как совместное по​явление их всех.

Если при вычислении вероятности события никаких дру​гих ограничений кроме необходимого комплекса условий S не налагается, то такая вероятность называется безусловной. Ес​ли же налагаются другие дополнительные условия, содержа​щие случайные события, то вероятность такого события назы​вается условной.
Определение 2. Вероятность события В в предположении о наличии события А называют условной вероятностью РA(В).
Пример 1. В ящике лежит 11 деталей, 3 из них нестандарт​ные. Из ящика дважды берут по одной детали, не возвращая их обратно. Найти вероятность того, что во второй раз из ящика будет извлечена стандартная деталь — событие В, если в пер​вый раз была извлечена нестандартная деталь — событие А.

Решение. После первого извлечения в ящике из 10 дета​лей осталось 8 стандартных, и, следовательно, искомая веро​ятность

[image: image1476.png]P4(B)

0,8.




Пусть теперь известны вероятность Р(А) события А и условная вероятность РА(В) события В. Тогда справедлива следующая теорема.

ТЕОРЕМА 3. Вероятность произведения двух событий определяется формулой

[image: image1477.png]P(AB) = P(A)P4(B). (17.5)




Пример 2. В условиях примера 1 найти вероятности того, что в первый раз извлечена нестандартная деталь, а во второй раз — стандартная, и наоборот.

Решение. Итак, событие А — это извлечение из ящика не​стандартной детали, а событие В — стандартной. Тогда воз​можны два случая. 1) Вероятность Р(А) = 3/11, а условная вероятность РA(В) = 0,8. Искомая вероятность произведения этих событий (их совместного появления в указанном порядке) равна, согласно теореме 17.3,
[image: image1478.png]P(AB) = P(A)P4(B) = (3/11)0,8 ~ 0,22.




2) Вероятность Р(В) = 8/11, а условная вероятность РB(А) = 0,3. Мы видим, что и в этом случае вероятность произведе​ния событий Р(ВА) = Р(В)РB(А) ≈ 0,22.

В этом примере мы проверили известное в теории равен​ство
[image: image1479.png]P(A)P4(B) = P(B)P3s(A).




Теорема 17.3 допускает обобщение на случай произведения любого числа событий A1, А2, А3, ..., An:

[image: image1480.png]P(A1AsAs ... An) = P(Ay)Pa, (A2)Pay 4, (As) ...
v PAlAQ...An_] (An)a

(17.6)




т.е. вероятность совместного появления п событий равна про​изведению п вероятностей, где PA1A2...Ak-1(Ak) — условные ве​роятности событий Ak в предположении, что события A1A2 ... Ak-1 уже произошли (k = 1, 2, ... , п).
Пример 3. В урне находится 4 белых шара, 5 красных и 3 синих. Наудачу извлекают по одному шару, не возвращая его обратно. Найти вероятность того, что в первый раз появится белый шар (событие А), во второй раз — красный (событие В), в третий — синий (событие С).
Решение. Вероятность появления белого шара в первом извлечении Р(А) = 1/3; условная вероятность появления крас​ного шара во втором извлечении при условии появления в пер​вый раз белого шара РA(В) = 5/11; условная вероятность по​явления синего шара в третьем извлечении при условиях по​явления в предыдущих извлечениях белого и красного шаров РAB(С) = 0,3. Искомая вероятность определяется по формуле (17.6) при п = 3:
[image: image1481.png]P(ABC) = P(A)PA(B)Pag(C) = (1/3)(5/11)0,3 ~ 0,045.




Независимые события
Определение 3. Событие В называется независимым от со​бытия А, если условная вероятность события В равна его без​условной вероятности (появление события А не влияет на ве​роятность события В):
[image: image1482.png]P4(B) = P(B).




Отсюда следует, что и событие А также независимо от со​бытия В:
[image: image1483.png]Pp(A4) = P(A).




Для независимых событий теорема умножения вероятностей 17.3 в общей форме, которая следует из (17.6), имеет вид
[image: image1484.png]



Равенство (17.7) принимается за определение независимых со​бытий. При этом если события независимы, то независимы также и соответствующие им противоположные события.

Пример 4. Найти вероятность поражения цели при совмест​ной стрельбе тремя орудиями, если вероятности поражения цели орудиями соответственно равны 0,9, 0,8 и 0,7 (события А, B и С).

Решение. Поскольку события А, В и С являются независимыми, то искомая вероятность вычисляется, согласно формуле (17.7), при n = 3:
[image: image1485.png]P(ABC) = P(A)P(B)P(C) = 0,9 0,8 - 0,7 = 0,504.




Когда в результате испытания может иметь место n неза​висимых событий с известными вероятностями их появления, особый интерес представляет случай нахождения вероятнос​ти наступления хотя бы одного из них (например, в случае трех событий найти вероятность наступления либо одного, ли​бо двух, либо трех событий). Обозначим это событие через А. Справедлива следующая теорема.

ТЕОРЕМА 4. Вероятность появления хотя бы одного из не​зависимых событий А1, A2, ... , Аn определяется формулой
[image: image1486.png]P(A)=1-qqs...q,, (17.8)




где qi = 1 — pi — вероятности соответствующих противо​положных событий 
[image: image1487.wmf]A

i (i = 1, 2,... , n).
В частном случае, когда все события Аi имеют одинаковую вероятность р, из формулы (17.8) следует, что
[image: image1488.png](17.9)
"og=1-p.
P(A)=1-¢",




Пример 5. В условиях примера 4 найти вероятность пораже​ния цели (хотя бы одного попадания) при залповой стрельбе орудий.

Решение. Вероятности противоположных событий (про​махов) соответственно равны q1 = 0,1, q2 = 0,2, q3 = 0,3. Иско​мая вероятность находится по формуле (17.8) при п = 3:

[image: image1489.png]P(A) =1 — q1g2g5 = 1 — 0,006 = 0,994.




Из этого примера наглядно видно преимущество совместного воздействия случайных событий с целью достижения общего результата.

Пример 6. На перевозку груза направлены 4 автомобиля. Ве​роятность нахождения каждой из машин в исправном состоя​нии равна 0,8. Найти вероятность того, что в работе участвует хотя бы один из выделенных для этого автомобилей.

Решение. Вероятность противоположного события (маши​на неисправна) равна q = 1 - 0,8 = 0,2. По формуле (17.9) находим искомую вероятность при n = 4:
[image: image1490.png]P(A)=1-¢*=1-0,2% =0,9984.




Пример 7. Вероятность обслуживания клиента одним опера​ционистом в банке равна 0,6. Какое минимальное число опе​рационистов должно работать в банке, чтобы вероятность об​служивания клиента была не менее 0,95?

Решение. Вероятность противоположного события (отказ в обслуживании клиента операционистом) равна 0,4. Пусть n — количество операционистов, удовлетворяющее условию за​дачи, т.е.
[image: image1491.png]P(A)=1—¢"=1-04" > 0,95.




Решая это неравенство, получаем
[image: image1492.png]0,4 < 0,05.




Логарифмирование обеих частей этого неравенства дает
[image: image1493.png]n > 1g0,05/1g0,4 = 3,27.




Поскольку n должно быть целым числом, окончательно получаем, что в банке должны работать не менее 4 операцио​нистов.

17.4. Обобщения теорем сложения и умножения

Появление только одного из независимых событий
Рассмотрим примеры совместного применения теорем сло​жения и умножения. Пусть два независимых события А1 и А2 имеют вероятности появления соответственно p1 и р2. Найдем вероятность появления только одного из этих событий. Для этого введем новые события: В1 и B2. Событие В1 состоит в том, что событие А1 наступило, а событие А2 не наступило; иными словами, В1 = A1
[image: image1494.wmf]A

2. Аналогичным образом определя​ется и событие B2 = 
[image: image1495.wmf]A

1A2 (совместное ненаступление события A1 и наступление события А2). Поскольку события А1 и A2 независимы, то независимы также и противоположные coбытия 
[image: image1496.wmf]A

1 и 
[image: image1497.wmf]A

2; тогда события В1 и В2 являются несовместными. Вероятность наступления только одного из событий А1 и А2 находится как сумма вероятностей несовместных событий В1 и B2:

[image: image1498.png]P(B1 + B2)=P(Bi1) + P(Bs)=P(A1A2) + P(A1 A2)=
= P(A1)P(42) + P(A1)P(A3) = p1g2 + paqu,

(17.10)




где q1 = 1 – p1 , q2 = 1 - р2.

Аналогичным образом можно убедиться в справедливости формулы вероятности наступления только одного из трех не​зависимых событий A1, А2, А3 с вероятностями наступления соответственно р1, р2 и р3:
[image: image1499.png]P(B1 + By + B3) = p1g2g3 + p2g1¢3 + p3q142, (17.11)




где Bi — произведения наступившего события Аi и двух дру​гих ненаступивших событий (i = 1, 2, 3). Для случая п неза​висимых событий формула вероятности наступления только одного из них имеет аналогичный вид — сумма п слагаемых, каждый член которой представляет собой произведение вероятности наступления одного из событий на вероятности (n - 1) других противоположных событий.

Пример 1. Предприниматель решил вложить свои средства поровну в два контракта, каждый из которых принесет ему прибыль в размере 100%. Вероятность того, что любой из кон​трактов не "лопнет", равна 0,8. Какова вероятность того, что по истечении контрактов предприниматель по меньшей мере ничего не потеряет?

Решение. Предприниматель по крайней мере ничего не по​теряет, если либо не "лопнет" один из контрактов (другой воз​местит ему потери), либо будут выполнены оба контракта. Пусть события А1 и А2 — это выполнение соответствующих контрактов (вероятность р = 0,8); эти события являются независимыми. Противоположные им события 
[image: image1500.wmf]A

1 и 
[image: image1501.wmf]A

2 — не​выполнение контрактов (вероятность q = 0,2). Тогда собы​тия В1 = А1
[image: image1502.wmf]A

2, В2 = 
[image: image1503.wmf]A

1A2 и A1A2 являются несовместны​ми (последнее событие — это выполнение обоих контрактов). Искомая вероятность определяется с учетом формул (17.10) и (17.7):

[image: image1504.png]P(B1 + By + A1 Ay) = p1gz2 + p2q1 + pip2 = 2pq + p* = 0,96.




Теорема сложения вероятностей совместных событий
Определение 1. События А и В называют совместными, ес​ли в одном и том же испытании появление одного из них не исключает появления другого. 
Для таких событий справедлива следующая теорема.

ТЕОРЕМА 5. Вероятность суммы совместных событий равна сумме их вероятностей без вероятности их произве​дения:

[image: image1505.png]P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB). (17.12)




Из формулы (17.12) получается ряд следующих частных случаев.

1. Для независимых событий с учетом формулы (17.7)

[image: image1506.png]P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(A)P(B). (17.13)




2. Для зависимых событий с учетом формулы (17.5)

[image: image1507.png]P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A)Pa(B).




3. Для несовместных событий Р(АВ) = 0, и в этом случае имеем подтверждение теоремы 17.1 и формулы (17.3):

[image: image1508.png]P(A+ B) = P(A) + P(B).




Пример 2. Вероятности поражения цели первым и вторым стрелками равны соответственно 0,8 и 0,9. Найти вероятность поражения цели при залпе.

Решение. Поскольку вероятности поражения цели стрел​ками (события А и В соответственно) не зависят от результатов стрельбы каждого из напарников, то эти события не​зависимы. Искомая вероятность рассчитывается по формуле (17.13):

[image: image1509.png]P(A+ B) = P(A) + P(B) - P(A)P(B) =
=0,8 40,9 — 0,72 = 0,98.




Аналогичный результат можно было бы получить и с при​менением формулы (17.8). Пусть событие А — поражение цели, 
[image: image1510.wmf]A

 и 
[image: image1511.wmf]В

 — события, соответствующие промахам стрелков, тогда

[image: image1512.png]P(A)=1-P(A)P(B)=1-02-0,1 =0,98.




Формула полной вероятности
Пусть события В1, В2, …,  Вп несовместны и образуют пол​ную группу, т.е., согласно теореме 17.2, выполняется ра​венство

[image: image1513.png]P(B1)+ P(Bs)+ ...+ P(B,) = 1.




Пусть также событие А может наступить при условии появле​ния одного из событий Вi, причем известны как вероятности P(Bi), так и условные вероятности PBi(A) (i = 1, 2, ... , п). В таком случае формула для вероятности события А определя​ется следующей теоремой.

ТЕОРЕМА 6. Вероятность события А, появление которо​го возможно лишь при наступлении одного из несовместных событий Bi, образующих полную группу (i = 1, 2, ... ,п), рав​на сумме попарных произведений каждого из этих событий на соответствующую условную вероятность появления со​бытия А:
[image: image1514.png]P(A) = P(By)Pp, (A) + (17.14)
+P(B2)Pg,(A) + ...+ P(B,)Ps, (A).




Пример 3. В двух урнах находятся белые и красные шары: в первой — 4 белых и 5 красных, во второй — 7 белых и 3 красных. Из второй урны наудачу взяли шар и переложили его в первую урну. Найти вероятность того, что наудачу взятый после этого из первой урны шар будет белым.

Решение. Перекладывание из второй урны в первую бело​го шара (событие В1) и красного шара (событие В2) образует полную группу независимых событий. Их вероятности соот​ветственно P(B1) = 0,7 и Р(В2) = 0,3. Условные вероятнос​ти извлечения из первой урны белого шара (событие А) при добавлении туда белого или красного шара из второй урны соответственно равны РB1(А) = 0,5 и РB2(А) = 0,4. Искомая вероятность находится по формуле (17.14) при п = 2:
[image: image1515.png]P(A) = P(B1)Pg,(A) + P(B3)Pp,(4) =
=0,7-0,5+0,3-0,4 = 0,47.




Пример 4. В двух ящиках находятся детали: в первом — 10 штук и из них 3 нестандартные, а во втором — 20 штук и из них 8 нестандартных. Из каждого ящика наудачу вынуто по одной детали, а потом из этих двух деталей наудачу взята одна. Найти вероятность того, что эта деталь окажется стандартной.

Решение. При первой выборке двух деталей возможны четыре случая, которые образуют полную группу независи​мых событий. События Bss, Bsn, Bns, Bnn соответствуют случаям изъятия: из первого и второго ящиков по стандарт​ной детали, из первого ящика — стандартной и из второ​го — нестандартной деталей, из первого ящика — нестан​дартной и из второго — стандартной, из первого и второго ящиков по нестандартной детали. В свою очередь события Вik (i, k = s, n) представляют собой произведения независимых событий — изъятия из каждого ящика по детали, и потому их вероятности равны соответствующим произведениям веро​ятностей этих изъятий: P(Bss) = 0,7 • 0,6 = 0,42; P(Bsn) = 0,7 • 0,4 = 0,28; P(Bns) = 0,3 • 0,6 = 0,18; P(Bnn) = 0,3 • 0,4 = 0,12. Условные вероятности выборки из двух деталей стан​дартной, согласно перечисленным выше возможным случаям, равны:
[image: image1516.png]



Теперь, согласно теореме 17.6 и формуле (17.14), получаем ис​комую вероятность события А:
[image: image1517.png]‘P(A) = P(BSS)PBss (A) + P(Bsn)PBsn (A) +
+P(an)Pan (A) + P(B’lln)PBnn (A) =
—0,42-140,28-0,5+0,18-0,5 40,12 0 = 0,65.




Формулы Байеса
Пусть события B1, B2, ..., Вп несовместны и образуют пол​ную группу, а событие А может наступить при условии появле​ния одного из них. События Bi называют гипотезами, так как заранее неизвестно, какое из них наступит. Пусть произведено испытание и в результате появилось событие А. Тогда оказывается возможным определить условные вероятности гипотез Bi по следующим формулам:
[image: image1518.png]Pa(B;) =

_ P(Bi)Pg,(A)
P(B1)Pp, (A)+P(B3) Py, (A)+ ... +P(By) P, (4)

(17.15)

=P(Bi)PBi(A)/Z P(By)Pp,(A)=P(B;)Pp,(A)/P(A),
k=1
1=1,2,...,n.




Формулы (17.15) называются формулами Байеса, по имени их автора. Они позволяют оценить вероятность гипотезы Вi во всех испытаниях, где наступает событие А. Иными слова​ми, зная вероятность Р(Вi) до проведения испытания, мы мо​жем переоценить ее после проведения испытания, в результате которого появилось событие А.

Пример 5. Вероятность изготовления изделия с браком равна 0,08. После изготовления все изделия подвергаются проверке, в результате которой изделия без брака признаются годными с вероятностью 0,95, а изделия с браком — с вероятностью 0,06. Найти долю изделий, выпущенных после проверки, а так​же вероятность того, что выпущенное после проверки изделие окажется без брака.

Решение. Независимые события (гипотезы), образующие полную группу, — это B1 (изделие без брака) и В2 (изделие с браком). Пусть событие А заключается в том, что при проверке изделие признается годным. Ответ на первый вопрос задачи дает формула (17.14):

[image: image1519.png]P(A) = P(B1)Pp, (A) + P(B;)Pp,(4) =
=0,92-0,95 4 0,08 - 0,06 = 0,8788.




Следовательно, после проверки признаются годными около 88% всех изготовленных изделий.

Ответ на второй вопрос задачи дает формула Байеса (17.15) при п = 2 и i = 1:
[image: image1520.png]_ P(B)Pp,(4) _0,92-0,95
Pa(B1) = P(A) 08788

= 0,995.




Иными словами, среди изделий, прошедших проверку, содер​жится 99, 5% изделий без брака.

Пример 6. В среднем из каждых 100 клиентов отделения бан​ка 60 обслуживаются первым операционистом и 40 — вторым операционистом. Вероятность того, что клиент будет обслужен без помощи заведующего отделением, только самим операци​онистом, составляет 0,9 и 0,75 соответственно для первого и второго служащих банка. Найти вероятность полного обслу​живания клиента первым операционистом.

Решение. Вероятность того, что клиент попадет к перво​му операционисту (событие B1), составляет 0,6, ко второму — 0,4 (событие В2). Искомая вероятность полного обслуживания клиента первым операционистом (событие А) определяется по формулам (17.14) и (17.15):

[image: image1521.png]P(B,)Pg, (A _
P(B1)Pg,(A) + P(B3)Pp,(4)

B 0,6-0,9 — 064

T 06-09+04-075

Pa(B1) =





Иными словами, 64% клиентов, попавших на обслуживание к первому операционисту, будут обслужены им полностью.

17.5. Схема независимых испытаний 

Формула Бернулли
Определение 1. Если при проведении нескольких испытаний вероятность события А в каждом испытании не зависит от исходов других событий, то эти испытания называются неза​висимыми относительно события А.
Будем рассматривать только такие независимые испыта​ния, в которых событие А имеет одинаковую вероятность. Пусть производится п независимых испытаний, в каждом из которых событие А может появиться с вероятностью р. Тог​да вероятность противоположного события — ненаступления события А — также постоянна в каждом испытании и равна q = 1 - p. В теории вероятностей представляет особый интерес случай, когда в п испытаниях событие А осуществится k раз и не осуществится п - k раз.

Вероятность этого сложного события, состоящего из п ис​пытаний, определяется формулой Бернулли

[image: image1522.png]!
Po(k) = C*pFq % unu P, (k) = ——-n'——pkq”’k. (17.16)
kl'(n —k)!




Пример 1. Монету бросают 6 раз. Найти вероятности того, что герб выпадет: 1) 2 раза, 2) не менее двух раз.

Решение. Вероятности выпадения любой из двух сторон монеты одинаковы, т.е. р = q = 0,5. 1) В этом случае п = 6, k = 2. Отсюда согласно формуле (17.16) получаем

[image: image1523.png]Ps(2) = C2(0,5)%(0,5)* = 15(0,5)® = 0,23.
2) P2 <k <6)=1-P(0) — (1) =
=1-C9(0,5)5 — C0,5)8 =1 - (0,5)%(1 + 6) = 0,89.




Пример 2. Вероятность покупки бракованного комплекта по​суды равна 0,1. Найти вероятность того, что из 7 купленных комплектов 5 будет без брака.

Решение. Вероятность покупки комплекта без брака р = 0,9, q = 0,1 — это дано по условию задачи. Тогда искомая вероятность находится по формуле (17.16):

[image: image1524.png]P} = C3p°¢* = C2(0,9)°(0,1)* = 0,12.




Пример 3. Контрольный тест состоит из 4 вопросов. На каж​дый вопрос предлагается 4 варианта ответа, среди которых только один правильный. Найти вероятность правильного от​вета на два, три и четыре вопроса теста для неподготовленного человека (выбор ответа наудачу).

Решение. Искомые значения вероятности находятся по формуле Бернулли (17.16) с учетом того, что вероятность со​бытия А (правильный ответ) в каждом испытании (выбор от​вета на вопрос теста) равна 0,25, а q = 0,75. Отсюда получаем:

[image: image1525.png]P4y(2) = C§(0,25)%(0,75)% = 0,21;
Py(3) = C3(0,25)%(0,75)' = C}(0,25)%(0,75) = 0,047;
C Py(4) = C}0,25)4(0,75)° = €9(0,25)1 = (0,25)* = 0,004.




Локальная теорема Лапласа
Использование формулы Бернулли (17.16) при больших значениях п и k представляется затруднительным ввиду уве​личения объема вычислений и операций с большими числами. В этом случае применима формула, устанавливаемая следую​щей локальной теоремой Лапласа.
ТЕОРЕМА 7. Пусть вероятность р появления события А в каждом испытании постоянна, причем 0 < р < 1. Тогда веро​ятность Pn(k) того, что событие А появится в п испытаниях ровно k раз, приближенно равна значению функции φ(x):

[image: image1526.png]1 11 e
= —p(a) = e,
N V/Pq/ 2w (17.17)

ede z = (k — np)//npq.

Y




Точность формулы (17.17) возрастает с увеличением п. Имеются таблицы с вычисленными значениями функции φ(x) (см. Приложение), по которым можно с достаточно высокой степенью точности найти практически любое значение этой функции, а значит, и вычислить нужную вероятность. По​скольку функция φ(x) четная,то в таблицах даются ее значения только для положительных значений х; иными словами, знак аргумента не играет роли. Формула (17.17) носит название асимтотической формулы.

Пример 4. Вероятность выпуска бракованного изделия рав​на 0,3. Найти вероятность того, что среди 100 выпущенных изделий будет ровно 60 изделий без брака.

Решение. Вероятность появления события А в одном ис​пытании (изделие без брака) р = 0,7, тогда q = 0,3, в нашем случае п = 100, k = 60. Последовательно вычисляем:

[image: image1527.png]vApg = \/100-0,7-0,3 = 4, 58,

|z| = |k — np|//npg = 10/4,58 = 2,18.




Теперь для найденного аргумента х находим по табл. 1 (см. Приложение) соответствующее значение φ(x); оно равно 0,0371. Подстановка этого числа в формулу (17.17) дает при​ближенное значение искомой вероятности:
[image: image1528.png]Pyoo(60) = 0,0371/4,58 = 0,008.




Интегральная теорема Лапласа
Опять предположим, что в каждом из произведенных п ис​пытаний событие А появляется с одинаковой вероятностью р. В прикладных вопросах теории вероятностей наиболее употре​бимы определения вероятности события А в п испытаниях, ког​да k изменяется в заданном интервале значений: l < k < т. Соответствующую вероятность обозначают Рп(l, т). Формула для приближенного вычисления этой вероятности устанавли​вается следующей интегральной теоремой Лапласа.
ТЕОРЕМА 8. Пусть вероятность р наступления события А в каждом испытании постоянна, причем 0 < р < 1. Тогда вероятность того, что событие А появится в п испытаниях от l до т раз, приближенно равна определенному интегралу:
[image: image1529.png]P,
(1, m) e " 2dz
, (17.18)

2de a = (Il — np)//np =(m — n/p v/
npq.




Формула (17.18), как и (17.17), применима в случае боль​ших значений п и k. При вычислениях по этой формуле поль​зуются специальными таблицами для интеграла

[image: image1530.png]



поскольку соответствующий неопределенный интеграл не вы​ражается через элементарные функции. Функцию Ф(x) часто называют интегралом ошибок, соответствующая таблица ее значений приведена в Приложении. Эта функция является не​четной, поэтому в таблицах обычно приводят значения Ф(x) для положительных значений верхнего предела интегрирова​ния х. Более удобно использовать формулу (17.18) в виде фор​мулы Ньютона-Лейбница:
[image: image1531.png]Pn(lvm) = (I)(b) - @(U,), (17 19)
a=(l—np)/\/npg, b= (m—mnp)//npg. '




Пример 5. Вероятность выпуска бракованных деталей рав​на 0,3. Найти вероятность того, что среди 100 выпущенных деталей будет не менее 75 стандартных.

Решение. По условию задачи р = 0,7, q = 0,3, n = 100. Условие "не менее" означает, что число стандартных деталей k заключено в пределах от l = 75 до т = 100. Согласно формуле (17.19) производим предварительные вычисления:
[image: image1532.png]a = (I —np)/\/npg = 5/V21 = 1,09,
b= (m —np)//npq = 6,55.




Далее по табл. 2 Приложения находим соответствующие зна​чения интегральной функции Ф(x), подставляем их в формулу (17.19) и получаем значение искомой вероятности:
[image: image1533.png]Po(l,m) = ®(b) — ®(a) = 0,5 — 0,36 = 0,24.




Пример 6. В страховой компании 10 тыс. клиентов, застрахо​вавших свою недвижимость. Страховой взнос составляет 2000 р., вероятность несчастного случая р = 0,005, страховая выплата клиенту при несчастном случае составляет 200 тыс. р. Определить размер прибыли страховой компании с вероятностью Р: 1) 0,9, 2) 0,995.

Решение. Прибыль компании зависит от числа страховых выплат k при несчастных случаях. Будем полагать, что вели​чина ее равна разности между суммами страховых взносов и страховых выплат:

[image: image1534.png]R = (20 — 0,2k) maH p.




Теперь задача состоит в нахождении такого числа N, чтобы вероятность несчастного случая Р10 000(k > N) была не больше заданной величины 1 — Р, или, что то же самое, чтобы выпол​нялось условие
[image: image1535.png]Pl()()()()(N <k< 10000) <1-P.




Тогда с вероятностью Р прибыль компании составит (20 - 0,2N) млн р. Предварительные вычисления значений аргумен​та функции Ф(x) при п = 10 000, l = N и m = 10 000 по фор​мулам (17.19) дают:
[image: image1536.png]N — 50
a= (N —np)/y/npg = —==, b= 9550/7,05 = 1411,34.





Из табл. 2 находим, что Ф(x) = 0,5 при |x| > 5. Подставляя в указанное выше неравенство, получаем
[image: image1537.png]



1. В этом случае имеем неравенство

[image: image1538.png]05, ) N-350 <01 ) N —-50 > 0.4
L] 7,05 U1, wm 7,05 = MYy




По табл. 2 находим, что при значении функции Ф = 0,4 аргу​мент х равен 1,28; поскольку функция Ф(x) является монотонно возрастающей, то неравенство между значениями Ф(x) перехо​дит в неравенство такого же смысла и для соответствующих аргументов:
[image: image1539.png]— 50

—— > 128




Отсюда получаем, что N ≥ 50 + 9,02, или N ≥ 60. В этом случае с вероятностью 0,9 страховой компании гарантирована прибыль
[image: image1540.png]R=20-0,2-60 =8 v p.




2. Проводя для этого случая аналогичные вычисления, по​лучим
[image: image1541.png]N —-50
7,05

> > 0,495.




Из табл. 2 находим, что при Ф(x) = 0,495 аргумент х = 2,57, т.е.
[image: image1542.png]> 2,57,
7,05




Из последнего неравенства получаем N ≥ 69, и в этом случае с вероятностью 0,995 компании гарантирована прибыль
[image: image1543.png]R=20-0,2-69 = 6,2 man p.




Из решенной задачи хорошо видно, что увеличение риска страхования может привести к возрастанию прибыли компа​нии. Это есть реализация известного принципа в предпринима​тельской деятельности: менее рискованные, но более надежные финансовые операции не приносят сверхприбылей.

Отклонение относительной частоты от постоянной вероятности
Определение 2. Отношение числа испытаний в которых со​бытие А появилось, к общему числу фактически проведенных испытаний, называют относительной частотой события
[image: image1544.png]W (4) = m/n,




где m — число появлений события A, n — общее число испы​таний.

Разница между вероятностью и относительной частотой состоит в том, что первая вычисляется до опыта, а вторая — после него. Одной из важных характеристик независимых ис​пытаний с постоянной вероятностью появления события А в каждом испытании (0 < р < 1) является отклонение относи тельной частоты от вероятности р. Вероятность того, что это отклонение не превышает по модулю заданного числа ε:
[image: image1545.png]|m/n—p| <6,




определяется формулой
[image: image1546.png]P(im/n —p| <€) = 2&(ev/n/(pq))- (17.20)




Пример 7. Вероятность получения нестандартной детали р = 0,1. Найти вероятность того, что среди случайно взятых 200 деталей относительная частота появления нестандартной детали отклонится от вероятности р по абсолютной величине не более чем на 0,03. 
Решение. В данном случае п = 200, q = 0,9, ε = 0,03. По формуле (17.20) имеем

[image: image1547.png]P(im/n —p| < ¢) = 20(e\/n/(pq)) =
= 20(0,03 - V2222) = 2®(1,41) ~ 0,84.




Смысл полученного результата состоит в том, что при доста​точно большом числе проб, каждая из которых содержит 200 случайно выбранных деталей, в 84% случаев отклонение от​носительной частоты от постоянной вероятности р = 0,1 по абсолютной величине не превысит 0,03.

УПРАЖНЕНИЯ
17.1. Найти число способов извлечения из 36 игральных карт двух тузов и двух королей.

17.2. Во взводе служат 32 солдата. Ежедневно для несе​ния караула выделяются по два человека. Можно ли соста​вить расписание караульной службы так, чтобы никакая па​ра военнослужащих этого взвода не несла караульную службу дважды?

17.3. Два букиниста обмениваются друг с другом парами книг. Найти число способов обмена, если первый букинист обмени​вает 6 книг, а второй — 8 книг.

17.4. Абонент забыл две промежуточные цифры номера теле​фона и набрал их наугад. Найти вероятность того, что номер набран правильно в случаях: а) две разные цифры располо​жены в номере рядом; б) обе цифры расположены в разных местах, за исключением первой позиции.

17.5. В урне находится 10 шаров, 7 из которых белые. Найти вероятность того, что из 6 взятых наугад шаров будет 4 белых.

17.6. В ящике имеется 15 деталей, из которых 10 стандартных. Сборщик наугад берет 3 детали. Найти вероятность того, что все взятые детали будут стандартными.

17.7. В урне 40 шаров: 15 белых, 15 красных и 10 синих. Найти вероятность появления цветного шара.

17.8. Абонент забыл первую цифру телефонного номера. Най​ти вероятность того, что при наборе номера наудачу он набе​рет его верно не более чем с трех попыток.

17.9. В лотерее разыгрывается 200 вещевых и 50 денежных вы​игрышей на каждые 10 тыс. билетов. Чему равна вероятность выигрыша вообще?

17.10. В условиях примера 17.7 из урны извлекают один шар, не возвращая его обратно, затем извлекают второй. Найти ве​роятность извлечения из урны во второй раз цветного шара.

17.11. В читальном зале имеется 6 учебников, из которых три нового выпуска. Читатель последовательно, один за другим, взял 2 учебника. Найти вероятность того, что обе взятые книги нового выпуска.

17.12. Три автомашины направлены на перевозку груза. Ве​роятность исправного состояния первой из них составляет 0,7, второй — 0,8 и третьей — 0,5. Найти вероятность того, что все три автомашины находятся в эксплуатации.

17.13. В автохозяйстве имеются две автоцистерны. Вероят​ность технической исправности этих машин составляет соот​ветственно 0,9 и 0,8. Найти вероятность исполнения работы второй автоцистерной заказчику, сделавшему накануне заказ на автоцистерну.

17.14. Инвестор решил вложить поровну средства в три предприятия при условии возврата ему через определенный срок 150% от вложенной суммы каждым предприятием. Вероят​ность банкротства каждого из предприятий 0,2. Найти веро​ятность того, что по истечении срока кредитования инвестор получит обратно по крайней мере вложенную сумму. 

Указание. См. формулу (17.11) и пример 1 из п. 17.4.

17.15. При проверке изделия на соответствие стандарту веро​ятность того, что оно пройдет через первого контролера, рав​на 0,55, а через второго — 0,45. Вероятность признания без​дефектного изделия стандартным у первого контролера равна 0,9, а у второго — 0,98. Бездефектное изделие при проверке было признано стандартным. Найти вероятность того, что это изделие прошло через второго контролера.

17.16. В одном из ящиков находится 7 деталей, из которых 3 нестандартные; в другом — 5 деталей, из них 2 нестандарт​ные. Из первого ящика наугад перекладывают деталь во вто​рой ящик, потом из него берут деталь. Найти вероятность то​го, что извлеченная деталь окажется нестандартной.

17.17. Три стрелка выстрелили залпом по цели, и две пули поразили ее. Найти вероятность того, что первый стрелок по​разил цель, если вероятности попадания в цель стрелками со​ответственно равны 0,4, 0,3 и 0,5.

17.18. Определить, что вероятнее для соперников равной силы при игре в шахматы: выиграть одну партию из двух или две партии из четырех.

17.19. Монету бросают пять раз. Найти вероятность выпаде​ния одной из сторон: а) менее двух раз; б) не менее двух раз.

17.20. Вероятность выпуска стандартной детали равна 0,8. Найти вероятность того, что среди 100 деталей будет ровно 75 стандартных.

17.21. Вероятность рождения девочки равна 0,51. Найти ве​роятность того, что среди 100 новорожденных будет ровно 50 девочек.

17.22. Вероятность появления события равна 0,7 в каждом из 2100 независимых испытаний. Найти вероятность появления события: а) не менее 1470 раз; б) не менее 1470 и не более 1500 раз; в) не более 1469 раз.

17.23. Вероятность обращения в поликлинику каждого взрос​лого человека в период эпидемии гриппа равна 0,8. Найти, сре​ди какого числа взрослых человек можно ожидать, что в по​ликлинику будет не менее 75 обращений.

17.24. В банке, осуществляющем кредитование населения, 1000 клиентов. Каждому из клиентов выдается кредит 500 тыс. р. при условии возврата 110% от этой суммы. Ве​роятность невозврата кредита каждым из клиентов в среднем составляет р = 0,01. Какая прибыль гарантирована банку с вероятностью: а) 0,8; б) 0,995?

17.25. Вероятность появления события в каждом из 900 неза​висимых испытаний равна 0,5. Найти вероятность отклонения относительной частоты появления события от его вероятности не более чем на 0,02 по абсолютной величине.

Глава 18. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

18.1. Случайные величины и законы их распределения

Виды случайных величин
В главе 17 рассматривались события, состоящие в появ​лении того или иного числа. Например, среди трех изъятых деталей может оказаться до трех стандартных.

Определение 1. Величину называют случайной, если в ре​зультате испытания она примет лишь одно возможное значе​ние, заранее не известное и зависящее от случайных причин.

Каждой случайной величине соответствует множество чи​сел — это множество значений, которые она может принимать. Например, число мальчиков среди 100 новорожденных — это случайная величина, которая может принимать значения от 0 до 100. Далее будем обозначать случайные величины пропис​ными буквами, а их возможные значения — строчными бук​вами; например, случайная величина Х имеет два возможных значения x1 и х2. Другой пример: случайная величина Y при​нимает возможные значения, принадлежащие интервалу (а, b). Различают два вида случайных величин.

Определение  2. Случайная величина, принимающая отдельные возможные значения с определенными вероятнос​тями, называется дискретной случайной величиной.
Определение 3. Непрерывной называется случайная величи​на, которая может принимать все значения из некоторого про​межутка.

Как следует из определения 2, для задания дискретной слу​чайной величины нужно задать не только перечень ее возмож​ных значений, но и их вероятности. Иными словами, каждо​му возможному значению случайной величины соответствует определенное значение вероятности появления этой величины.

Дискретные случайные величины
Определение 4. Соответствие между отдельными возможны​ми значениями и их вероятностями называется законом рас​пределения дискретной случайной величины.
Как и в случае функциональной зависимости, этот закон можно задать таблицей, аналитически (формулой) и графи​чески. В случае табличного задания закона распределения дис​кретной случайной величины соответствующая таблица состо​ит из двух строк — первая указывает возможные значения, а вторая — их вероятности:
[image: image1548.png]ry T2 ... Tp
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Поскольку в одном испытании случайная величина принимает только одно возможное значение, то события Х = х1, Х = х2, …, Х = xп образуют полную группу, т.е. сумма их вероятностей равна единице:
[image: image1549.png]pr+p2+--+p,=1




Если множество возможных значений Х дискретной слу​чайной величины бесконечно, то соответствующий ряд веро​ятностей сходится и его сумма равна единице:
[image: image1550.png]pLr+pa+--+pyt+-o=1




Пример 1. В денежной лотерее на 100 билетов разыгрывается один выигрыш в 20 р., два выигрыша по 10 р. и 10 выигры​шей по 1 р. Найти закон распределения случайной величины Х возможного выигрыша на один билет.

Решение. Возможные значения X: x1 = 20, x2 = 10, x3 = 1, x4 = 0. Соответственно их вероятности равны: p1 = 0,01, р2 = 0,02, р3 = 0,1, р4 = 1 - (p1 +p2 + р3) = 1 - 0,13 = 0,87. Таким образом, искомый закон распределения имеет вид
[image: image1551.png]X 20 10 1 0
P 00l 002 0,1 0,87




Пример 2. Партия из 8 изделий содержит 5 стандартных. На​удачу отбираются 3 изделия. Составить таблицу закона рас​пределения числа стандартных изделий среди отобранных.

Решение. Случайная величина Х — число стандартных деталей среди отобранных — может принимать 4 возможных значения: 0, 1, 2 и 3. Вероятность нахождения k стандартных изделий среди трех отобранных определяется формулой

[image: image1552.png]P(X =k)=CEC3%)C3, k=0,1,2,3.




Варьируя значения k от 0 до 3, получаем искомое распределе​ние:
[image: image1553.png]X 0 1 2 3
P 00179 0,2679 0,5357 0,1785.




Пример 3. Вероятностный прогноз для величины Х — про​центного изменения стоимости акций по отношению к их те​кущему курсу в течение шести месяцев — дан в виде закона распределения:
[image: image1554.png]X 5 10 15 20 25 30
P 01 01 02 0,3 0,2 0,1.




Найти вероятность того, что покупка акций будет более вы​годна, чем помещение денег на банковский депозит под 36% годовых.

Решение. Прирост суммы на банковском депозите при условии 3% в месяц составит через 6 месяцев [(l,03)6 - l]100% = 19,4%. Вероятность того, что покупка акций выгоднее бан​ковского депозита, определяется суммой вероятностей, соот​ветствующих более высокому росту курса акций:

[image: image1555.png]P(X >194) = ps+ps +ps = 0,3+ 0,2+ 0,1 = 0,6.




Закон распределения дискретной случайной величины мож​но изобразить графически, соединив в прямоугольной систе​ме координат ХОР точки (хi, рi) отрезками прямых. Так, на рис. 18.1 показан закон распределения из примера 3. Такая фи​гура называется многоугольником распределения.
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Биномиальное распределение
Пусть производится п независимых испытаний и в каждом из них событие А может либо появиться, либо не появиться. Пусть также вероятность р появления события А в каждом ис​пытании постоянна (см. раздел 17.5). В качестве дискретной случайной величины Х рассмотрим число появления события А в этих п испытаниях. Очевидно, что x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, ..., xn+1 = n. Вероятности этих возможных значений k даются фор​мулой Бернулли (см. формулу (17.16)):
[image: image1557.png]oy
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где q = 1 - р — вероятность противоположного события (непо​явление события А в одном испытании). Формула (18.2) пред​ставляет собой аналитическую форму закона распределения случайной величины (числа появления события А в n незави​симых испытаниях), которое называется биномиальным. Этот закон получил свое название потому, что правая часть в (18.2) представляет собой общий член разложения бинома Ньютона (17.2). Таким образом, табличная форма биномиального закона с учетом формулы (18.2) имеет вид
[image: image1558.png](18.3)




Можно показать, что сумма всех вероятностей второй стро​ки этой таблицы равна единице, т.е.
[image: image1559.png]T
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Пример 4. Банк выдает 5 кредитов. Вероятность невозвра​та кредита равна 0,2 для каждого из заемщиков. Составить таблицу закона распределения количества заемщиков, не вер​нувших кредит по окончании срока кредитования.

Решение. Примем за А событие невозврата кредита. Так как заемщики действуют независимо, то выдачу 5 кредитов можно считать за 5 независимых событий. Вероятность невоз​врата k кредитов из 5 описывается биномиальным распределе​нием (18.2), где р = 0,2, q = 0,8, k принимает значения от нуля до 5. Искомая таблица закона распределения составляется, со​гласно (18.3), при п = 5:

[image: image1560.png]o o

5 4
(0,2)° 5(0,2)*0,8
2 1




или окончательно:

[image: image1561.png]X 5 4 3 2 1 0
P 0,00032 0,0064 0,0512 0,2048 0,4096 0,32768.




Распределение Пуассона
Пусть в каждом из п производимых испытаний вероят​ность появления события А равна р. Как мы знаем, для опреде​ления вероятности k появлений события А используется фор​мула Бернулли (18.2); при больших п пользуются асимптоти​ческой формулой Лапласа (17.17). Однако эта формула плохо подходит для случая, когда р мало. Для случая малых значе​ний р и больших значений п используется асимптотическая формула Пуассона. Эта формула выведена при важном допу​щении, что произведение пр является постоянной величиной, т.е. пр = λ. Тогда вероятность того, что событие А наступит ровно k раз, дается формулой, которая представляет собой за​кон распределения Пуассона вероятностей массовых и редких событий:

[image: image1562.png]Po(k) = Xee k1. (18.4)




Пример 5. На базу отправлено 10 000 изделий. Вероятность того, что изделие в пути получит повреждение, равна 0,0003. Найти вероятность того, что на базу прибудут 4 поврежденных изделия.

Решение. По условию задачи п = 10 000, р = 0,0003, k = 4. Находим А, а затем по формуле (18.4) и искомую вероятность:

[image: image1563.png]A =np = 10000 - 0,0003 = 3,

Pioooo(4) = 3%e73/4! = 0,168.




18.2. Числовые характеристики дискретных случайных величин

Установленный закон распределения полностью характе​ризует случайную величину. Однако часто используются чи​словые характеристики случайной величины, которые дают некоторое осредненное описание случайной величины, получа​емое на базе закона ее распределения.

Математическое ожидание дискретной случайной величины
Пусть случайная величина Х может принимать значения x1, x2, ... , xn c вероятностями соответственно p1, p2, …, pn.

Определение 1. Математическим ожиданием дискретной случайной величины называется сумма произведений всех ее возможных значений на их вероятности:
[image: image1564.png]n
M(X) =zip1 + Top2 + -+ + Tnpn = inpi. (18.5)

i=1




Из этого определения следует, что математическое ожи​дание есть некоторая постоянная (неслучайная) величина. Ве​роятностный же смысл математического ожидания состоит в том, что оно приближенно равно (в особенности для большого числа испытаний) среднему арифметическому значений слу​чайной величины. Это хорошо видно в случае, когда вероятнос​ти всех возможных значений дискретной случайной величины равны: pi = р = 1/n; из формулы (18.5) получаем
[image: image1565.png]M(X):(l‘l +$2+"-+$n)/n. (18.6)




Пример 1. Найти математическое ожидание количества оч​ков, выпадающих при бросании игральной кости.

Решение. Выпадение каждой грани кубика от одного очка до шести имеет одинаковую вероятность р = 1/6. Следова​тельно, по формуле (18.6) получаем искомое математическое ожидание:

[image: image1566.png]M(X)=(1+2+3+4+5+6)/6 =35




Пример 2. Найти математическое ожидание числа невозвра​та кредитов по данным примера 4 п. 18.1.

Решение. Воспользуемся итоговой таблицей распределе​ния дискретной случайной величины, полученной в этом при​мере, и формулой (18.6); находим

[image: image1567.png]M(X) =5-0,00032 + 4 - 0,0064 + 3 - 0,0512 +
+2-0,2048 +1-0,4096 + 0 - 0,32768 = 1.




Свойства математического ожидания
Математическое ожидание обладает рядом свойств, кото​рые указаны ниже.

Свойство 1. Математическое ожидание постоянной вели​чины С равно этой постоянной:

[image: image1568.png]



Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:

[image: image1569.png]M(CX)=CM(X).




Свойство 3. Математическое ожидание суммы случайных величин равно сумме их математических ожиданий:

[image: image1570.png]M(X1+X2++Xm):M(X1)+M(X2)++M(Xm)




Свойство 4. Математическое ожидание произведения не​зависимых случайных величин равно произведению их мате​матических ожиданий:

[image: image1571.png]M(X1X2... Xm) = M(X))M(X3). .. M(X).




Пример 3. Пусть ежедневные расходы на обслуживание и ре​кламу автомобилей в некотором автосалоне составляют в сред​нем 100 тыс. р., а число продаж Х автомашин в течение дня подчиняется следующему закону распределения:

[image: image1572.png]X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P 025 02 01 01 011 01 005 0,05 0,025 0,025.




Найти математическое ожидание ежедневной прибыли при це​не на машину 150 тыс. р.

Решение. Ежедневная прибыль подсчитывается по фор​муле

[image: image1573.png]IT = (150X — 100) TeIC. D.




Искомая характеристика М(П) находится с использованием указанных выше свойств  математического  ожидания (в тыс. р.):

[image: image1574.png]M (IT)=M (150X ~100)=150M (X )—100=150 - 2,675—100=301,25.




Если в п независимых испытаниях вероятность появле​ния в каждом из них события А постоянна, то ответ на во​прос о среднем числе появления события А дает следующая теорема.

ТЕОРЕМА 1. Математическое ожидание М(Х) числа появ​лений события А в п независимых испытаниях равно произве​дению числа испытаний на вероятность появления события в каждом испытании:

[image: image1575.png]M(X) = np.

(18.7)




Пример 4. Найти математическое ожидание числа выигрыш​ных лотерейных билетов, если вероятность выигрыша по од​ному билету равна 0,015, причем куплено 200 билетов.

Решение. Поскольку приобретение каждого билета явля​ется независимым испытанием относительно появления собы​тия А — выпадения выигрыша, то здесь применимы теорема 18.1 и формула (18.7). В нашем случае n = 200, р = 0,015, откуда мы получаем
[image: image1576.png]M (200) = 200- 0,015 = 3.




Дисперсия дискретной случайной величины
Как уже говорилось выше, математическое ожидание яв​ляется средней характеристикой случайной величины. Однако оно не характеризует случайную величину достаточно полно, и по этой причине рассматриваются и другие числовые ха​рактеристики. Пусть Х — случайная величина, а М(Х) — ее математическое ожидание.

Определение 2. Разность между случайной величиной и ее математическим ожиданием называется отклонением.
Пусть закон распределения случайной величины Х дается формулой (18.1), тогда отклонение X - M(X) имеет следующий закон распределения:
[image: image1577.png]r1—M(X)
P

zo—M(X) ...

P2

zn~M(X)

(18.8)




Отклонение имеет важное свойство, которое устанавливается непосредственно из свойств математического ожидания:
[image: image1578.png](18.9)




т.е. математическое ожидание отклонения равно нулю.

Пример 5. По данным примера 3 найти закон распределения отклонения числа проданных за день автомашин.

Решение. Как было подсчитано в примере 3, М(Х) = 2,675. Тогда, согласно (18.8), искомый закон определяется следующей таблицей:

[image: image1579.png]M(X) -2,675 -1,675 -0,675 0,325 1,325
0,25 0,2 0,1 0,1 0,1

X —
p

X -M(X) 2325 3,325 4,325 5325 6,325
D 0,1 0,05 0,06 0,025 0,025.




На   практике   важной   характеристикой   является рассеяние возможных значений случайной величины вокруг ее среднего значения. Среднее значение отклонения, соглас​но (18.9), равно нулю, так как суммируются отрицательные и положительные отклонения (см. пример 5), поэтому целесооб​разно ввести в рассмотрение абсолютные значения отклонений или их квадраты.

Определение 3. Математическое ожидание квадрата откло​нения называется дисперсией, или рассеянием:

[image: image1580.png]D(X)=M[X — M(X))%. (18.10)




Пусть случайная величина задана законом распределения (18.1), тогда квадрат отклонения этой случайной величины имеет следующий закон распределения:

[image: image1581.png]X-MX)P? [z21-MX)P? [e2-MX)? ... [z.—M(X)P




Отсюда, согласно формуле (18.10), получаем формулу диспер​сии в развернутом виде:

[image: image1582.png]D(X)=[z1 — M(X)P + [z2 — MX)]2 +... + [z, — M(X)).




При вычислении дисперсии часто бывает удобно воспользо​ваться формулой, которая непосредственно выводится из фор​мулы (18.10):

[image: image1583.png]D(X) = M(X?) - [M(X)]2 (18.11)




Пример 6. Найти дисперсию ежедневной продажи числа ав​томашин по данным примера 3.

Решение. Закон распределения случайной величины X2 имеет вид

[image: image1584.png]X2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81
P 025 02 01 0,1 0,1 0,1 005 0,05 0025 0,025.




Математическое ожидание М(Х2) подсчитывается из этой таб​лицы:

[image: image1585.png]M(X?)=0-0,25+1-02+4-01+9-01+16-0,1+25-0,1 +
+36 - 0,05 + 49 - 0,05 + 64 - 0,025 + 81 - 0,025 = 13,475.




Математическое ожидание М(Х) = 2,675. Следовательно, со​гласно формуле (18.11), получаем искомую величину диспер​сии:

[image: image1586.png]M(X?) — [M(X)]? = 13,475 — 7,156 = 6,319.




Свойства дисперсии
Приведем здесь основные свойства дисперсии.

Свойство 1. Дисперсия постоянной величины С равна нулю:

[image: image1587.png]D(C) =0.




Свойство 2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат:

[image: image1588.png]D(CX) = C?D(X). (18.12)




Свойство 3. Дисперсия суммы независимых случайных величин равна сумме их дисперсий:

[image: image1589.png]D(Xi+Xo+...+X,)=D(X1)+D(X2)+...+D(X,). (18.13)




Перечисленные свойства дисперсии используются при вы​числениях, когда мы имеем дело с несколькими случайными ве​личинами. Из свойств 1 и 3 следует важный вывод: D(X + C) = D(X), где С — постоянная величина. Кроме того, справед​лива следующая теорема.

ТЕОРЕМА 2. Дисперсия числа появления события А в п не​зависимых испытаниях с вероятностью появления р в каж​дом из них этого события вычисляется по формуле

[image: image1590.png]D(X) = np(l — p) = npq. (18.14)




Приведем здесь еще два важных результата: для случай​ной величины, распределенной по закону Пуассона (18.4), ма​тематическое ожидание и дисперсия равны параметру данного распределения.

Пример 7. Найти дисперсию числа выигрышных лотерейных билетов по данным примера 4.

Решение. Имеем 200 независимых испытаний с вероятнос​тью появления выигрышного билета р = 0,015. Стало быть, q = 1 - 0,015 = 0,985, откуда и получаем искомую дисперсию:

[image: image1591.png]D(X) = npg = 200 - 0,015 - 0,985 = 2,955.




Пример 8. Банк выдал ссуды п разным заемщикам в размере S р. каждому под ставку ссудного процента r. Найти матема​тическое ожидание и дисперсию прибыли банка, а также усло​вие на ставку ссудного процента, если вероятность возврата ссуды заемщиком равна р.
Решение. Поскольку заемщики между собой не связаны, то можно полагать, что мы имеем п независимых испытаний. Вероятность утери ссуды для банка в каждом испытании рав​на q = 1 - р. Пусть Х — число заемщиков, возвративших ссуду с ссудным процентом, тогда прибыль банка определяется фор​мулой
[image: image1592.png]II=(1+r/100)SX —nS,




где Х является случайной величиной с биномиальным зако​ном распределения. Тогда, согласно теореме 18.1, математи​ческое ожидание прибыли определяется с использованием фор​мулы (18.7):
[image: image1593.png]M(IT) = (14r/100)SM(X) —nS =
= (1 +r/100)Snp — Sn = Sn(rp/100—q).




Поскольку выдача ссуды имеет смысл лишь при положитель​ном математическом ожидании прибыли (положительная сред​няя величина прибыли), то из условия М(П) > 0 вытекает условие на ставку ссудного процента:

[image: image1594.png]r > 100q/p, wmu r > 100(1 — p)/p.




Дисперсия прибыли банка находится, согласно теореме 18.2, с использованием формулы (18.14) и свойств 1-3:

[image: image1595.png]D(IT) = D((1 + r/100)SX — nS) = (1 + r/100)2S?npq.




Среднее квадратическое отклонение
Одной из основных оценок рассеяния возможных значе​ний случайной величины служит среднее квадратическое от​клонение.
Определение 4. Средним квадратическим отклонением слу​чайной величины Х (стандартом) называется квадратный ко​рень из ее дисперсии:

[image: image1596.png](18.15)




Согласно этому определению, из свойства 3 и формулы (18.13) следует, что в случае суммы взаимно независимых слу​чайных величин справедлива формула

[image: image1597.png]oX1+Xo+...+X,) = \/02(X1) +0%(Xo) + ...+ 02%(X,)




Пример 9. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X, заданной следующим распределением:

[image: image1598.png]X -5 2 3 4 6
p 01 02 03 03 0,1




Решение. Имеем М(Х) = 2,6. Составим таблицу распре​деления случайной величины X2:

[image: image1599.png]X2 25 4 9 16 36
p 01 02 03 0,3 0,1.




Отсюда получаем, что М(Х2) = 14,4. По формулам (18.11) и (18.15) окончательно получаем искомые значения D(X) и. σ(Х):

[image: image1600.png]D(X) = M(X?) - [M(X)]? = 7,64,
o(X) = /D(X) = 2,76.




Пример 10. Законы распределения независимых случайных величин Х и Y приведены соответственно в таблицах:
[image: image1601.png]X -2 0 1 3 4 Y 2 4 6 8
p 01 02 03 03 0,1, p 02 04 03 0,1




Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение слу​чайной величины Z = 2Х + 3Y.

Решение. Согласно свойствам 2 и 3 дисперсии (формулы (18.12) и (18.13)), имеем

[image: image1602.png]D(Z) = D(2X +3Y) = 4D(X) + 9D(Y).




Для вычисления дисперсий D(X) и D(Y) составляем соответ​ствующие таблицы — законы распределения случайных вели​чин Х2 и Y2:
[image: image1603.png]X2 4 0 1 9 16 Y2 4 16 36 64
p 01 02 0,3 0,3 0,1; p 02 04 03 0,1.




Отсюда получаем
[image: image1604.png]D(X) = M(X?) - [M(X))? =5~ 1,4> = 3,04;
D(Y) = M(Y?) — [M(Y)]? = 24,4 — 4,6* = 3,24.




Искомые дисперсия и среднее квадратичное отклонение слу​чайной величины Z равны:
[image: image1605.png]D(Z) = D(2X +3Y) = 4D(X) +9D(Y) =
=4-304+9-324=41,32;
o(2) = \/D(Z) = 6,43.




Пример 11. В условиях примера 8 найти математическое ожи​дание и среднее квадратическое отклонение прибыли при п = 1000, р = 0,8, S = 100 тыс. р. и r = 30%.

Решение. Ставка ссудного процента удовлетворяет усло​вию, чтобы математическое ожидание прибыли было положи​тельным: 30 > 100 (1 - 0,8) / 0,8. Математическое ожидание при​были:

[image: image1606.png]M(II) = Sn(rp/100 — q) =
= 100 - 1000(30 - 0,8/100 — 0,2) = 4 muH. p.




Среднее квадратическое отклонение прибыли:

[image: image1607.png]o(X) =+/D(X)=(1+7/100)5/npq =
= 1,3 - 100+/1000 - 0,8 - 0,2 = 1644,38 TrIC. D.




Начальные и центральные моменты
Определение 5. Начальным моментом порядка k случай​ной величины Х называется математическое ожидание вели​чины Хk:
[image: image1608.png]v = M(XF). (18.16)




В частности,
[image: image1609.png]= M(X),
V) =

M(x?),
vy =




и тогда формула (18.11) для вычисления дисперсии принимает вид
[image: image1610.png]D(X) = vy — 2. (18.17)




Определение 6. Центральным моментом порядка k случай​ной величины Х называется математическое ожидание k-й сте​пени отклонения:

[image: image1611.png]pr = M[(X — M(X))"]. (18.18)




В частности, согласно формуле (18.9), μ1 = 0, а дисперсия слу​чайной величины Х является центральным моментом второго порядка:

[image: image1612.png]D(X) = U = Vg — 1/%. (1819)




Соотношения, связывающие начальные и центральные мо​менты, также могут быть легко получены. Приведем их здесь для моментов третьего и четвертого порядков (они наряду с моментами первого и второго порядков широко применяются в статистике):

[image: image1613.png]B3 = vs — 3revy + 21/{’,
. o (18.20)
Hq4 — Vg — 41/31/1 + 6112111 - 31/1 .




Моменты более высоких порядков применяются крайне редко. 

Моменты, рассмотренные в этом разделе, называют те​оретическими. В отличие от них моменты, вычисляемые по данным наблюдений в математической статистике, называют эмпирическими.
18.3. Система двух случайных величин 

Двумерная случайная величина
До сих пор мы рассматривали дискретные случайные ве​личины, которые называют одномерными: их возможные зна​чения определялись одним числом. Кроме одномерных вели​чин рассматривают также величины, возможные значения ко​торых определяются несколькими числами. Двумерную слу​чайную величину обозначают через (X, Y); каждая из величин X и Y называется компонентой (составляющей). Обе величи​ны Х и Y, рассматриваемые одновременно, образуют систему двух случайных величин. Например, при штамповке стальных пластинок их длина и ширина представляют собой двумерную случайную величину.

Определение 1. Законом распределения двумерной случай​ной величины (X, Y) называют множество возможных пар чи​сел (xi, yj) и их вероятностей p(xi, yj). Двумерную случайную величину можно трактовать как случайную точку А(Х, Y) на координатной плоскости.

Закон распределения двумерной случайной величины обыч​но задается в виде таблицы, в строках которой указаны воз​можные значения xi случайной величины X, а в столбцах — возможные значения yj случайной величины Y, на пересече​ниях строк и столбцов указаны соответствующие вероятности pij. Пусть случайная величина Х может принимать п значе​ний, а случайная величина Y - т значений. Тогда закон рас​пределения двумерной случайной величины (X, Y) имеет вид
[image: image1614.png]Y/X — T X9 T; Tq

n P11 P12 ... P14 ... DPin
Y2 b1 p22 ... P2 ... DPon (18.21)
Yj Pj1 Pj2 ... Pji ... DPjn

Ym Pm1i Pm2 -+ Pmi --- DPmn-




Из этой таблицы можно найти законы распределения каждой из случайных компонент. Например, вероятность того, что слу​чайная величина Х примет значение хk, равна, согласно тео​реме сложения вероятностей независимых событий,
[image: image1615.png]P(xg) =pig +pok+ .- +pmk, k=12,...,n.  (18.22)




Иными словами, для нахождения вероятности Р(хk) нужно просуммировать все т вероятностей по k-му столб​цу таблицы (18.21). Аналогично получается вероятность то​го, что случайная величина Y примет возможное значение уr: Р(уr) получается суммированием всех n вероятностей r-й стро​ки таблицы (18.21) (r = 1, 2, ... ,m). Отсюда следует, что сумма всех вероятностей в законе распределения (18.21) равна единице:
[image: image1616.png]Y op=1
(18.23)

i=1j=1




Пример 1. Задано распределение двумерной случайной вели​чины:
[image: image1617.png]Y/X - 1 2 3
1
1 0,1 0,15 0,12

2 0,2 0,22 0,21




Найти распределения Х, Y и Х + Y.
Решение. В нашем случае возможные значения случайной величины X: х1 = 1, х2 = 2, x3 = 3. Тогда, согласно формуле (18.22), имеем P(x1) = 0,1 + 0,2 = 0,3, P(x2) = 0,15 + 0,22 = 0,37, Р(x3) = 0,12 + 0,21 = 0,33. Отсюда получаем закон распреде​ления X:
[image: image1618.png]X 1 2 3
» 0,3 0,37 0,33.




Аналогично получаем и для распределения Y: у1 = 1, y2 = 2; P(y1) = 0,1 + 0,15 + 0,12 = 0,37, P(y2) = 0,2 + 0,22 + 0,21 = 0,63;
[image: image1619.png]Yy 1 2
p 0,37 0,63.




Теперь найдем распределение X+Y. Возможные значения этой случайной величины: 2, 3, 4 и 5. Соответствующие вероятнос​ти Р(2) = 0,1, Р(3) = 0,15 + 0,2 = 0,35, Р(4) = 0,12 + 0,22 = 0,34, Р(5) = 0,21. Отсюда находим искомое распределение:
[image: image1620.png]X+Y 2 3 4 5
p 0,1 0,35 0,34 0,21.




В случае системы двух случайных величин используются кроме математических ожиданий и дисперсий еще и другие числовые характеристики, описывающие их взаимосвязь.

Корреляционный момент
Определение 2. Корреляционным моментом случайных ве​личин Х и Y (или ковариацией) называется математическое ожидание произведений их отклонений:
[image: image1621.png]pay = Cov (X,Y) = M{[X — M(X)|[Y — M(Y)}}.




Корреляционный момент служит для описания связи между случайными величинами Х и Y. Из свойств математического ожидания легко убедиться в том, что μxy можно записать в следующем виде:
[image: image1622.png]oy = M(XY) = M(X)M(Y).




Для непосредственного вычисления корреляционного момен​та (ковариации) используется формула (см. распределение (18.21))
[image: image1623.png]pay = DY Tiyipi; — M(X)M(Y). (18.24)

i=1j7=1




ТЕОРЕМА 3. Корреляционный момент двух независимых слу​чайных величин Х и Y равен нулю.

Если корреляционный момент μxу не равен нулю, то, стало быть, величины Х и Y являются зависимыми.

Коэффициент корреляции
Из определения корреляционного момента следует, что его размерность равна произведению размерностей величин Х и Y; например, если Х и Y измерены в сантиметрах, то μxy имеет размерность см2.

Это обстоятельство затрудняет сравнение корреляционных моментов различных систем случайных величин. Для устране​ния этого недостатка вводят безразмерную числовую характе​ристику — коэффициент корреляции, величина которого не зависит от выбора системы измерения случайных величин.

Определение 3. Коэффициентом корреляции случайных ве​личин Х и Y называется отношение их корреляционного мо​мента к произведению средних квадратических отклонений этих величин:
[image: image1624.png]Toy = Bay/(020y) = pay// D(X)D(Y'). (18.25)




Из определения и свойств математического ожидания и дис​персии следует важный вывод, что абсолютная величина коэф​фициента корреляции не превосходит единицы:
[image: image1625.png]Irz 1 -
gl <lwmm — 1< rgy <1 (18.26)




Определение 4. Две случайные величины Х и Y называются коррелированными, если их корреляционный момент (коэффи​циент корреляции) отличен от нуля; если же их корреляцион​ный момент равен нулю, то Х и Y называются некоррелированными.
Таким образом, две коррелированные случайные величины (т.е. при rxy ≠ 0) являются также и зависимыми. Обратное утверждение неверно, т.е. две зависимые величины могут быть как коррелированными, так и некоррелированными.

Пример 2. Найти корреляционный момент и коэффициент корреляции двух случайных величин Х и Y, распределения которых заданы в предыдущем примере 1.

Решение. Воспользуемся формулами (18.24), (18.26), а также формулой вычисления центрального момента второго порядка (18.19); последовательно вычисляем: М(Х) = 2,03, М(Y) = 1,63, D(X) = 0,629, D(Y) = 0,233,
[image: image1626.png]3

2
Pay = D O wiy;pij — M(X)M(Y) =
i=1j=1

=1-1-01+4+1-2-024+2-1-0,156+2-2-0,22 +
+3-1-0,124+3-2-0,21 — 2,03 - 1,63 = —0,0089,

rey = —0,0089/,/0,629 - 0,233 = —0,023.




В данном случае коэффициент корреляции близок к нулю; это означает, что случайные величины Х и Y слабокоррелированы.
Линейная регрессия
Пусть (X, Y) — двумерная случайная величина, где Х и Y — зависимые случайные величины. Оказывается возмож​ным приближенное представление величины Y в виде линей​ной функции величины X:
[image: image1627.png]Y =g(z) =aX +b, (18.27)




где а и b — параметры, подлежащие определению. Обычно эти величины определяются с помощью метода наименьших квад​ратов (см. п. 8.5).

Определение 5. Функция (18.27) называется наилучшим при​ближением в смысле метода наименьших квадратов, если ма​тематическое ожидание M[Y — g(Х)]2 принимает наименьшее возможное значение. Функцию g(х) называют среднеквадратической регрессией Y на X.
ТЕОРЕМА 4. Линейная средняя квадратическая регрессия Y на Х имеет вид
[image: image1628.png]g(X) :my+7'zyg}i(X“mz), (1828)

xr




где rxy определяется формулой (18.25), ту = M(Y) и mx = М(Х) — математические ожидания соответственно случайных величин Y и X.

Коэффициент b = rxуσу / σx называют коэффициентом ре​грессии Y на Х, а прямую
[image: image1629.png])
O(L'
Yy
y




реализующую линейную зависимость (18.28) случайной вели​чины Y от случайной величины X, называют прямой среднеквадратической регрессии Х на Y. Поскольку зависимость (18.28) является приближенной, то существует погрешность этого приближения, называемая остаточной дисперсией:
[image: image1630.png](18.29)




Аналогичную форму записи имеет прямая среднеквадратическая регрессия Х на Y:
[image: image1631.png]T —mg = rzy;f(y —my).




Пример 3. Найти линейную среднюю квадратическую регрес​сию и остаточную дисперсию случайной величины Y на слу​чайную величину Х по данным примеров 1 и 2.

Решение. Для двумерной случайной величины (X, Y), приведенной в примере 1, все необходимые числовые характе​ристики указаны в решении примера 2: mx = 2,03, ту = 1,63, rху = -0,023, σx = 
[image: image1632.wmf])
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= 0,793, σy = 
[image: image1633.wmf])
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 = 0,483. Из уравнения (18.28) получаем искомое соотношение:
[image: image1634.png]g(X) = 1,63 — 0,014(X — 2,03).




Остаточная дисперсия рассчитывается по формуле (18.29):
[image: image1635.png]g2 = o2(1 —r2,) =0,483%(1 - 0,023%) = 0,233.

o




Для оценки среднеквадратичной погрешности линейной ре​грессии обычно используют величину ε, в нашем случае она составляет
[image: image1636.png]£ = 0,483.




18.4. Непрерывные случайные величины

Функция распределения и ее свойства
Пусть Х — непрерывная случайная величина (см. опреде​ление 3 п. 18.1), значения которой сплошь заполняют интервал (а, b). Теперь уже нельзя составить перечень всех возможных значений X, как это было сделано в случае дискретной случай​ной величины. Тем не менее существует способ задания любых видов случайных величин. Пусть х — действительное число. Обозначим вероятность события того, что Х примет значение, меньшее x, через F(x).

Определение 1. Функцией распределения случайной величи​ны Х называется функция F(x), определяющая вероятность того, что Х примет значение, меньшее х:
[image: image1637.png]F(z) = P(X < ). (18.30)




Геометрический смысл приведенного определения: F(x) — это вероятность того, что случайная величина Х примет зна​чение, изображаемое точкой на числовой оси левее точки х. По виду функции F(x) определяется и вид случайной величины. Уточним понятие непрерывной случайной величины.

Определение 2. Случайная величина называется непрерыв​ной, если ее функция распределения есть непрерывная кусочно-дифференцируемая функция с непрерывной производной.

Таким образом, дискретную случайную величину можно считать кусочно-непрерывной.

Функция распределения обладает рядом фундаментальных свойств, указанных ниже.

Свойство 1. Область значений функции распределения ле​жит на отрезке [0,1]:
[image: image1638.png]



Свойство 2. Функция распределения является неубываю​щей, т.е.
[image: image1639.png]F(z2) > F(z1) npu z2 > z;.




Свойство 3. Если возможные значения случайной вели​чины находятся на интервале (а, b), то F(x) = 0 при х ≤ а и F(x) = 1 при х ≥ b.
Из указанных свойств вытекают важные следствия. 

1. Вероятность того, что случайная величина Х принимает значения, заключенные внутри интервала (α, β), равна разнос​ти значений функции распределения на концах этого интервала:
[image: image1640.png]Pla < X < B) = F(B) — F(a). (18.31)




2. Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет одно определенное значение, равна нулю.

3. Если возможные значения непрерывной случайной вели​чины Х расположены на всей числовой оси, то
[image: image1641.png]lim F(z)=0, lim F(z)=L1.

T——00 r—00




График функции распределения непрерывной случайной ве​личины показан на рис. 18.2.

[image: image1642.png]0
Puc. 18.2




Пример 1. Найти функцию распределения процентного изме​нения стоимости акций по данным примера 3 п. 18.1 и постро​ить ее график.

Решение. Перепишем таблицу распределения дискретной случайной величины в порядке возрастания ее возможных зна​чений:

[image: image1643.png]X 0 5 10 15 20 25 30
P 001 01 02 03 02 0,1




Если х ≤ 5, то F(x) = 0. Если 5 < х ≤ 10, то F(x) = 0,1. На интервале 10 < х ≤ 15 применяем теорему сложения вероят​ностей, так как события Х < 10 и 10 < Х ≤ 15 несовместны: F(x) = 0,1 + 0,1 = 0,2. Аналогично определяются значения F(x) на других интервалах: при 15 < х ≤ 20 F(x) = 0,4; при 20 < х ≤ 25 F(x) = 0,7; при 25 < х ≤ 30 F(x) = 0,9; при х > 30 имеем достоверное событие (все случаи изменения сто​имости акций исчерпаны), т.е. F(x) = 1. Таким образом, иско​мая функция распределения имеет следующую аналитическую форму записи:
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График этой функции распределения показан на рис. 18.3.

[image: image1645.png]F(x) ﬂx

0,5 -

Puc. 18.3




Плотность распределения вероятностей и ее свойства
Определение 3. Производная от функции распределения не​прерывной случайной величины Х называется плотностью рас​пределения вероятностей X:
[image: image1646.png]f(z) = F'(x). (18.32)




Из этого определения следует, что функция распределения является первообразной для плотности распределения или не​определенным интегралом от нее. Плотность распределения — это "скорость" изменения вероятности Р(Х < х). Из свойства 2 функции распределения следует справедливость следующей фундаментальной теоремы.

ТЕОРЕМА 5. Вероятность того, что непрерывная случай​ная величина Х примет значение на интервале [α, β), опре​деляется по формуле
[image: image1647.png]B
Pla< X < f8) = /f(x)dx. (18.33)




Вспоминая   геометрический   смысл   определенного интеграла (см. п. 7.5), можно сказать, что вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет значение, при​надлежащее интервалу (α, β), равна площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху кривой плотности распределе​ния f(x), снизу — осью Ох, а с краев — вертикальными пря​мыми х = α и х = β (рис. 18.4).
[image: image1648.png]



Связь между функцией распределения и плотностью рас​пределения вероятностей устанавливается, согласно (18.32), формулой
[image: image1649.png]F(z) = P(X <) = / f(2)dz. (18.34)




Пример 2. Случайная величина Х задана функцией распре​деления
[image: image1650.png]0, r <0
F(z) =< sinz, 0< = < n/2;
1, z >m7/2.




Найти плотность распределения X.
Решение. Функция F(x) является кусочно-дифференциру​емой. Согласно формуле (18.32), дифференцируя F(x) по ин​тервалам ее задания, получаем
[image: image1651.png]0, z <0
fz)=F'(z) = cosz, 0< z < m/2
0, r >7/2.




Пример 3. Непрерывная случайная величина Х задана плот​ностью распределения на всей числовой оси:
[image: image1652.png]1

f(e) = 1 1+22




Найти вероятность того, что Х примет значение на интервале (-1, 1).

Решение. Согласно формуле (18.33), искомая вероятность равна
[image: image1653.png]



Плотность распределения обладает рядом свойств, основ​ные из них указаны ниже.

Свойство 1. Плотность распределения является неотри​цательной функцией:
[image: image1654.png]



Это следует из характера функции распределения: она являет​ся неубывающей, и, значит, ее производная неотрицательна.

Свойство 2. Несобственный интеграл от плотности рас​пределения в пределах интегрирования по всей числовой оси равен единице:
[image: image1655.png]ff(x)dx = 1.




Это равенство означает достоверность события, что случай​ная величина Х примет значение, принадлежащее интервалу (-
[image: image1656.wmf]¥

,
[image: image1657.wmf]¥

), т.е. вероятность этого события Р(-
[image: image1658.wmf]¥

 < Х < 
[image: image1659.wmf]¥

) = 1.

Так, если все возможные значения случайной величины Х лежат внутри интервала (а, b), то
[image: image1660.png]/f(:r)dm -1 (18.35)




Числовые характеристики непрерывных случайных величин
Определения числовых характеристик дискретных случай​ных величин распространяются и на непрерывные величины. Разница состоит в том, что вместо сумм в формулах (18.5) и (18.10) берутся их интегральные аналоги.

Определение 4. Математическим ожиданием непрерывной случайной величины X, возможные значения которой находят​ся на отрезке [а, b], называется определенный интеграл:
[image: image1661.png]M(X) = [ zf(z)dz. (18.36)
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В том случае, когда возможные значения случайной вели​чины Х заполняют всю ось Ох, пределы интегрирования а и b бесконечны: а = -
[image: image1662.wmf]¥

, b = 
[image: image1663.wmf]¥

. Возможны также случаи, ког​да один из пределов интегрирования бесконечен (возможные значения Х лежат на полупрямой).

Определение 5. Дисперсией непрерывной случайной величины Х называется математическое ожидание квадрата ее отклонения:
[image: image1664.png]D(X) = [ [z — M(X)]f(z)dz. (18.37)
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Все сказанное выше о случаях бесконечных пределов интегрирования остается справедливым и для дисперсии.

Среднее квадратичекое отклоенние непрерывной случайной величины определяется, как и прежде, по формуле (18.15):

σ(Х) = 
[image: image1665.wmf])

(

X

D

.

Для вычисления дисперсии употребляется более удобная фор​мула, которая выводится из (18.37):

[image: image1666.png]D(X) = / 22 f (z)dz — [M(X)]2. (18.38)




Пример 4. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X, заданной плотностью распределения на отрезке [0, 1]:

[image: image1667.png]



Решение. Согласно формулам (18.36), (18.38) и (18.15) по​следовательно вычисляем искомые величины:

[image: image1668.png]1 1
1
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1 1
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Пример 5. Найти основные числовые характеристики непре​рывной случайной величины X, заданной функцией распреде​ления на положительной полуоси Ох:

[image: image1669.png]Fz)=1-¢€¢"% z€(0,00).




Решение. Найдем сначала плотность распределения:

[image: image1670.png][y - Fl(z) =€, z€/(0,00).




Затем, как и в предыдущем примере, вычисляем соответствуцющие интегралы; при их вычислении применяем правило интегрирования по частям для определенного интеграла. В итоге получаем искомые величины:
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18.5. Основные распределения непрерывных случайных величин

Равномерное распределение
Определение 1. Распределение вероятностей называется рав​номерным, если на интервале возможных значений случайной величины плотность распределения является постоянной.

Пусть на интервале (a, b) плотность распределения являет​ся постоянной величиной: f(x) = С. Определим значение С из условия (18.35):
[image: image1672.png]b
f(z)dz = /Cdz _Cb-a)=1,




откуда получаем, что f(x) = С = 1/(b - а). Значит, искомая плотность равномерного распределения дается формулой
[image: image1673.png](18.39)
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График плотности равномерного распределения указан на рис. 18.5.
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Пример 1. Найти среднеквадратическое отклонение случай​ной величины X, распределенной равномерно на интерва​ле (1, 5).

Решение. Согласно формуле (18.39), плотность распреде​ления указанной случайной величины является ненулевой и равна 0,25 на интервале (1, 5). По формулам (18.36) и (18.38) последовательно вычисляем:
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Пример 2. Радиус круга измерен приближенно на интервале (а, b). Полагая, что радиус является случайной величиной X, распределенной равномерно в этом интервале, найти матема​тическое ожидание и дисперсию площади круга.

Решение. Площадь круга также является случайной ве​личиной, вычисляемой по формуле Y = πX2; она имеет то же равномерное распределение, что и случайная величина X. По формулам (18.36) и (18.38) получаем
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Нормальное распределение
Определение 2. Общим нормальным распределением вероят​ностей непрерывной случайной величины Х называется рас​пределение с плотностью

[image: image1677.png](18.40)




Нормальное распределение задается двумя параметрами: а и σ. Согласно определениям математического ожидания и дисперсии (формулы (18.36) и (18.38)), после выполнения соответствующих интегрирований можно вывести, что для нор​мального распределения справедливы формулы

[image: image1678.png]



Определение 3. Нормальное распределение с параметрами а = 0 и σ = 1 называется нормированным; его плотность равна

[image: image1679.png](18.41)




Рассмотрим функцию нормального распределения как пер​вообразную плотности распределения вероятностей. Для слу​чая нормированного нормального распределения (18.41) она, согласно формуле (18.34), имеет вид

[image: image1680.png]z ! ]e-22/2dz. (18.42)
F(zr) = /f(z)dz:—\/ﬁ‘OO




Поскольку функция (18.41) является четной, то неопределен​ный интеграл от нее является нечетной функцией, и потому вместо функции распределения (18.42) используется функция Лапласа (см. п. 17.5)

[image: image1681.png]( )




Функции (18.41) и (18.43) табулированы (см. Приложение).

График плотности нормального распределения (18.40) для разных значений а показан на рис. 18.6.

[image: image1682.png]Puc. 18.6




Определение 4. Модой Мо(Х) называется возможное значе​ние случайной величины X, при котором плотность распреде​ления имеет максимум.

Определение 5. Медианой Ме(Х) называется такое возмож​ное значение случайной величины X, что вертикальная пря​мая х = Me(X) делит пополам площадь, ограниченную кривой плотности распределения.

Нетрудно видеть, что график плотности нормального рас​пределения симметричен относительно прямой х = а, и потому и мода и медиана в данном случае совпадают с математичес​ким ожиданием:
[image: image1683.png]



Пусть случайная величина Х задана плотностью нормаль​ного распределения (18.40), тогда вероятность того, что Х при​мет значение на интервале (α, β), согласно формуле (18.33), равна
[image: image1684.png]B
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Преобразование этой формулы путем введения новой перемен​ной интегрирования z = (х - а)/σ приводит к удобной вычис​лительной формуле:
[image: image1685.png]Pla<X <pB)=®(B-a)/o)—®((a—a)/o), (18.44)




где Ф — функция Лапласа, определенная по формуле (18.43).

Пример 3. Случайная величина распределена по нормальному закону с математическим ожиданием и средним квадратическим отклонением, соответственно равными 10 и 5. Найти ве​роятность того, что Х примет значение на интервале (20, 30).

Решение. Воспользуемся формулой (18.44). По условию а = 10, σ = 5, α = 20 и β = 30. Следовательно,

[image: image1686.png]P(10< X <30)=®((30—10)/5)—®((20—10)/5)=8(4) - (2).




По табл. 2 Приложения находим соответствующие значения функции Лапласа и окончательно получаем

[image: image1687.png]P(10 < X < 30) = 0,5 — 0,4772 = 0,0228.




Пример 4. Магазин производит продажу мужских костюмов. По данным статистики, распределение по размерам является нормальным с математическим ожиданием и средним квадратическим отклонением, соответственно равными 48 и 2. Опре​делить процент спроса на 50-й размер при условии разброса значений этой величины в интервале (49, 51).

Решение. По условию задачи а = 48, σ = 2, α = 49, β = 51. Используя формулу (18.44), получаем, что вероятность спроса на 50-й размер в заданном интервале равна

[image: image1688.png]P49 < X < 50) = ®((51 — 48)/2) — ®((49 — 48)/2) =
= &(1,5) — ©(0,5) = 0,4332 — 0,1915 = 0,2417.




Следовательно, спрос на 50-й размер костюмов составит около 24%, и магазину нужно предусмотреть это в общем объеме закупки.

Асимметрия и эксцесс
В прикладных задачах, например в математической ста​тистике, при теоретическом изучении эмпирических распре​делений, отличающихся от нормального распределения, воз​никает необходимость количественных оценок этих различий. Для этой цели введены специальные безразмерные характеристики.

Определение 6. Асимметрией теоретического распределения называется отношение центрального момента третьего поряд​ка к кубу среднего квадратического отклонения:

[image: image1689.png]A, = p3/o’. (18.45)




Определение 7. Эксцессом теоретического распределения на​зывается величина, определяемая равенством

[image: image1690.png]Ey = py/o* — 3, (18.46)




где μ4 — центральный момент четвертого порядка.

Для нормального распределения As = Еk = 0. При отклоне​нии от нормального распределения асимметрия положительна, если "длинная" и более пологая часть кривой распределения расположена справа от точки на оси абсцисс, соответствую​щей моде; если эта часть кривой расположена слева от моды, то асимметрия отрицательна (рис. 18.7, а, б).

Эксцесс характеризует "крутизну" подъема кривой распре​деления по сравнению с нормальной кривой: если эксцесс поло​жителен, то кривая имеет более высокую и острую вершину; в случае отрицательного эксцесса сравниваемая кривая имеет более низкую и пологую вершину (рис. 18.7, в).
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Следует иметь в виду, что при использовании указанных характеристик сравнения опорными являются предположения об одинаковых величинах математического ожидания и дис​персии для нормального и теоретического распределений.

Пример 5. Пусть дискретная случайная величина Х задана законом следующего распределения:

[image: image1692.png]X 1 2 3 5 8
p 01 02 04 02 0,1l




Найти асимметрию и эксцесс теоретического распределения.

Решение. Найдем сначала математическое ожидание слу​чайной величины:

[image: image1693.png]M(X)=1»n=1-01+2-02+3-0,4+
4+5.0,2+8-01=35.




Затем вычисляем начальные и центральные моменты 2, 3 и 4-го порядков и среднее квадратическое отклонение (см. фор​мулы (18.27)-(18.31)):

[image: image1694.png]ve=M(X?*)=1.0,14+4- 0,249 - 0,44+25 - 0,2464 - 0,1=15,9;
vr3=M(X%)=1-0,1+8-0,2427 - 0,4+125 - 0,2+512 - 0,1=88,7;
vg=M(X*)=1-0,1+16 - 0,2481 - 0,4+625 - 0,2+4096 - 0,1=570,3;
D(X)=po=vy — v2=15,9 — 12,25=3,65;
p3=vs — 3var +203=88.7 —3-15,9- 3,542 - 3,5°=7,5;
pa=vy4 — 41/3V1+6V21/12 — 31/11:570,3 —4-88,7-3,5+
+6-15,9-3,52-3 - 3,5*=570,3—-1241,841168,65—450,19=46,96;

o(X) = /D(X) =1,91.




Теперь по формулам (18.45) и (18.46) находим искомые вели​чины:

[image: image1695.png]Ay = p3/o® = 7,5/1,91% = 1,076;
Ep = pg)o* — 3 =40,96/1,91* — 3 = 0,53.




В данном случае "длинная" часть кривой распределения рас​положена справа от моды, причем сама кривая является не​сколько более островершинной, чем нормальная кривая с теми же величинами математического ожидания и дисперсии.

18.6. Некоторые элементы математической статистики

Задачи математической статистики
Первой задачей математической статистики является ука​зание методов сбора и группировки статистических сведений, которые получены в результате экспериментов или наблюдений. Вторая задача — это разработка методов анализа статис​тических данных: оценки неизвестных вероятности события, а также функции и параметров распределения; оценка зави​симости случайной величины от других случайных величин; проверка статистических гипотез о виде и величинах пара​метров неизвестного распределения. Рассмотрим некоторые из этих вопросов.

Выборки
На практике сплошное исследование (каждого объекта из интересующей нас совокупности) проводят крайне редко. К то​му же если эта совокупность содержит большое число объек​тов или исследование объекта требует нарушения его функцио​нального стандарта, то сплошное исследование нереально. В таких случаях из всей совокупности случайно отбирают огра​ниченное число объектов и подвергают их исследованию.

Введем основные понятия, связанные с выборками. Гене​ральной совокупностью называется совокупность объектов, из которых производится выборка. Выборочной совокупнос​тью (выборкой) называется совокупность случайно отобран​ных объектов из генеральной совокупности. Число объектов в совокупности называется ее объемом.
Пример 1. Пусть из 2000 изделий отобрано для обследования 100 изделий. Тогда объем генеральной совокупности N = 2000, а объем выборки п = 100.

Выборку можно осуществлять двумя способами. Если пос​ле исследования объект из выборки возвращается в генераль​ную совокупность, то такая выборка называется повторной; если объект не возвращается в генеральную совокупность, то выборка называется бесповторной.
Выборка называется репрезентативной (представитель​ной), если по ее данным можно достаточно уверенно судить об интересующем признаке генеральной совокупности.

Способы отбора
Различают два способа отбора: без расчленения генераль​ной совокупности на части и с расчленением. К первому отно​сятся простые случайные отборы (либо повторный, либо бес​повторный), когда объекты извлекают по одному из всей гене​ральной совокупности; такой отбор можно производить с ис​пользованием таблицы случайных чисел.

Второй способ отбора включает в себя следующие разно​видности, соответствующие способам расчленения генераль​ной совокупности. Отбор, при котором объекты отбираются из каждой "типической" части генеральной совокупности, на​зывается типическим. Например, отбор деталей из продукции каждого станка, а не из их общего количества является типи​ческим. Если генеральную совокупность делят на число групп, равное объему выборки, с последующим отбором из каждой группы по одному объекту, то такой отбор называется меха​ническим. Серийным называется отбор, при котором объекты отбираются не по одному, а сериями; этот способ используется, когда исследуемый признак имеет незначительные колебания в различных сериях.

На практике часто употребляется комбинирование указан​ных выше способов отбора. Например, генеральную совокуп​ность разбивают на серии одинакового объема, затем случай​ным образом отбирают несколько серий и в завершение слу​чайным извлечением отдельных объектов составляют выбор​ку. Конкретная комбинация способов отбора объектов из гене​ральной совокупности определяется требованием репрезента​тивности выборки.

Статистическое распределение выборки
Пусть из генеральной совокупности извлечена выборка объ​ема п, в которой значение x1 некоторого исследуемого призна​ка Х наблюдалось п1 раз, значение x2 — п2 раз, ..., значение xk — nk раз. Значения xi называются вариантами, а их после​довательность, записанная в возрастающем порядке,— вариационным рядом. Числа ni называются частотами, а их отно​шения к объему выборки
[image: image1696.png]Wi = ni/n (18.47)




— относительными частотами. При этом 
[image: image1697.wmf]å

ni = п. Модой Мo называется варианта, имеющая наибольшую частоту. Ме​дианой те называется варианта, которая делит вариационный ряд на две части с одинаковым числом вариант в каждой. Если число вариант нечетно, т.е. k = 2l + 1, то me = xl+1; если же число вариант четно (k = 2l), то те = (xl + xl+1)/2. Разма​хом варьирования называется разность между максимальной и минимальной вариантами или длина интервала, которому принадлежат все варианты выборки:
[image: image1698.png]R = Tmax — Lmin- (18.48)




Перечень вариант и соответствующих им частот называ​ется статистическим распределением выборки. Здесь имеет​ся аналогия с законом распределения случайной величины: в теории вероятностей — это соответствие между возможными значениями случайной величины и их вероятностями, а в математической статистике — это соответствие между наблюда​емыми вариантами и их частотами (относительными частота​ми). Нетрудно видеть, что сумма относительных частот равна единице: 
[image: image1699.wmf]å

Wi = 1.

Пример 2. Выборка задана в виде распределения частот:
[image: image1700.png]z; 4 7 8 12 17
ni 2 45 6 3.




Найти распределение относительных частот и основные харак​теристики вариационного ряда.

Решение. Найдем объем выборки: п = 2 + 4 + 5 + 6 + 3 = 20. Относительные частоты соответственно равны W1 = 2/20 = 0,1; W2 = 4/20 = 0,2; W3 = 5/20 = 0,25; W4 = 6/20 = 0,3; W5 = 3/20 = 0,15. Контроль: 0,1 + 0,2 + 0,25 + 0,3 + 0,15 = 1. Искомое распределение относительных частот имеет вид
[image: image1701.png]g 4 7 8 12 17
wW; 01 0,2 025 03 0,15.




Мода этого вариационного ряда равна 12. Число вариант в дан​ном случае нечетно: k = 2 ∙ 2 + 1, поэтому медиана me = x3 = 8. Размах варьирования, согласно формуле (18.48), R = 17 – 4 = 13.

Эмпирическая функция распределения
Пусть nх — число наблюдений, при которых значение при​знака Х меньше х. При объеме выборки, равном п, относитель​ная частота события Х < х равна nx/n.

Определение 8. Функция
[image: image1702.png](18.49)




определяющая для каждого значения х относительную частоту события Х < х, называется эмпирической функцией распреде​ления, или функцией распределения выборки.

В отличие от эмпирической функции распределения F*(x) выборки функция распределения F(x) генеральной совокупнос​ти называется теоретической функцией распределения. Раз​личие между ними состоит в том, что функция F(x) опреде​ляет вероятность события Х < х, a F*(x) — относительную частоту этого события. Из теоретических результатов общей теории вероятностей (закон больших чисел) следует, что при больших п вероятность отличия этих функций друг от друга близка к единице:
[image: image1703.png]nll’rgoP[lF(:c) - F*(z)|<el=1, e>0. (18.50)




Нетрудно видеть, что F*(x) обладает всеми свойствами F(x), что вытекает из ее определения (18.49):

1) значения F*(x) принадлежат отрезку [0, 1];

2) F*(x) является неубывающей функцией;

3) если х1 — наименьшая варианта, то F*(x) = 0 при х ≤ х1; если xk — максимальная варианта, то F*(x) = 1 при x > xk.
Сама же функция F*(x) служит для оценки теоретической функции распределения F(x) генеральной совокупности.

Пример 3. Построить эмпирическую функцию по заданному распределению выборки:
[image: image1704.png]ZTj 2 4 6
n; 10 15 25.




Решение. Находим объем выборки: п = 10 + 15 + 25 = 50. Наименьшая варианта равна 2, поэтому F*(x) = 0 при х ≤ 2. Значение Х < 4 (или x1 = 2) наблюдалось 10 раз, значит, F*(x) = 10/50 = 0,2 при 2 < х < 4. Значения X < 6 (а именно x1 = 2 и x2 = 4) наблюдались 10 + 15 = 25 раз, значит, при 4 < х < 6 функция F*(x) = 25/50 = 0,5. Поскольку x = 6 — максимальная варианта, то F*(x) = 1 при х > 6. Напишем формулу искомой эмпирической функции:
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График этой функции показан на рис. 18.8.

[image: image1706.png]b F*(x)
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Полигон и гистограмма
Каждую пару значений (xi, ni) из распределения выборки можно трактовать как точку на координатной плоскости. Точ​но так же можно рассматривать и пары значений (хi, Wi) отно​сительного распределения выборки. Ломаная, отрезки которой соединяют точки (xi, ni), называется полигоном частот. Ло​маная, соединяющая на координатной плоскости точки (xi, Wi), называется полигоном относительных частот. На рис. 18.9 показан полигон относительных частот для распределения, приведенного в примере 2.
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Для случая непрерывного признака Х удобно разбить ин​тервал (xmin, xmax) его наблюдаемых значений на несколько частичных интервалов длиной h каждый и найти для каждого из этих интервалов сумму частот nj, попавших в него. Ступен​чатая фигура, состоящая из прямоугольников с основаниями длиной h и высотами nj/h (плотность частоты), называется гистограммой частот. Геометрический смысл гистограммы: нетрудно видеть, что площадь ее равна сумме всех частот или объему выборки. На рис. 18.10 изображена гистограмма объ​ема n = 100.

Аналогичным образом определяется и гистограмма от​носительных частот: в этом случае высоты прямоугольни​ков, составляющих ступенчатую фигуру, определяются отно​шениями сумм относительных частот, попадающих в интервал (xmin + (j — 1)h, xmin + jh), к длине интервала h, т.е. величина​ми Wj/h. Нетрудно видеть, что площадь гистограммы относи​тельных частот равна единице (сумме относительных частот выборки).
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Статистические оценки параметров распределения
Значения количественного признака х1, х2, ..., хk в выборке можно рассматривать как независимые случайные величины. В таком случае нахождение статистической оценки неизвест​ного параметра теоретического распределения означает отыс​кание функции от наблюдаемых случайных величин, которая и даст нам приближенное значение искомого параметра. Укажем виды статистических оценок.

Несмещенной называется статистическая оценка 
[image: image1709.wmf]*

J

, мате​матическое ожидание которой равно оцениваемому параметру 
[image: image1710.wmf]J

 при любой выборке:
[image: image1711.png](18.51)




Смещенной называется оценка, при которой условие (18.51) не выполнено. Эффективной называется оценка, которая имеет минимальную дисперсию при заданном объеме выборки п. Со​стоятельной называется статистическая оценка типа (18.50), которая при п > 
[image: image1712.wmf]¥

 стремится по вероятности к оцениваемому параметру.

Теперь укажем виды числовых характеристик оценок. Прежде всего, это средние. Генеральная средняя для изучаемо​го количественного признака Х по генеральной совокупности
[image: image1713.png].’frz($1+$2+...+1}N)/N




и выборочная средняя
[image: image1714.png]Zy=(T1+z3+ ... +x,)/n.




Если значения признака х1, x2, …, хk в выборке имеют соответ​ственно частоты n1, n2, ..., nk, то последнюю формулу можно переписать в виде
[image: image1715.png]1 k
Ty = — an;rl (18.52)
nia




Можно показать, что выборочная средняя (18.52) является не​смещенной оценкой; это аналог математического ожидания случайной величины.

Введем в рассмотрение величины, характеризующие от​клонение значений количественного признака Х от своего сред​него значения. Это генеральная дисперсия:
[image: image1716.png]



и выборочная дисперсия:
[image: image1717.png](18.53)




Можно показать, что для вычисления этих характеристик справедливы более удобные формулы, аналогичные дисперсии случайной величины; так, формула (18.53) принимает вид
[image: image1718.png](18.54)




Генеральное среднее квадратическое отклонение опреде​ляется как
[image: image1719.png]



Аналогично вводится и выборочное среднее квадратическое отклонение

[image: image1720.png](18.55)




Пример 4. Выборка задана таблицей распределения

[image: image1721.png]rz, 1 2 3 5
n; 15 20 10 5.




Найти выборочные характеристики: среднюю, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

Решение. По формуле (18.52) сначала находим 
[image: image1722.wmf]x

в:

[image: image1723.png]__15:1420:2410-345.5 110
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Затем по формулам (18.54) и (18.55) находим две другие иско​мые величины:

[image: image1724.png]Dy=(15 - 1420 - 44+10 - 9-+5 - 25)/50—2,22=6,2—4,84=1,36,

0s = Dy = /1,36 ~ 1,166.




Виды дисперсий
Часто значения количественного признака Х совокупности разбиваются на определенное число групп. Каждую группу можно рассматривать как самостоятельную выборку, и для каждой группы можно определить групповую среднюю и дис​персию. Пусть r — число групп. Групповой дисперсией на зывается дисперсия значений признака в группе относительно групповой средней:
[image: image1725.png](18.56)




где ni — частота значения xi в группе, j — номер группы 
[image: image1726.wmf]x

j — групповая средняя j-й группы, Nj = 
[image: image1727.wmf]å

ni, — объем j-й группы.

Зная дисперсию каждой группы, можно определить их сред​нюю арифметическую. Внутригрупповой дисперсией называ​ется средняя арифметическая дисперсий, где каждое слагаемое входит с весом объема группы:

[image: image1728.png]Deyrp = Z N;D;. (18.57)




В свою очередь, зная для всех групп средние 
[image: image1729.wmf]x

j и общую среднюю 
[image: image1730.wmf]x

, введем еще одно понятие. Межгрупповой диспер​сией называется дисперсия групповых средних относительно общей средней:

[image: image1731.png](18.58)
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где п = 
[image: image1732.wmf]å

=

r

i

j

N

1

— объем всей совокупности.

Для общей дисперсии всей совокупности справедлива сле​дующая теорема, которая приводится здесь без доказатель​ства.

ТЕОРЕМА 6. Если совокупность состоит из нескольких групп, то общая дисперсия равна сумме внутригрупповой и межгрупповой дисперсий:

[image: image1733.png]Doﬁm - Dmrp + DBHI‘D7 (18-59)




где слагаемые в правой части определяются соответствен​но формулами (18.57) и (18.58).

Поясним сказанное в этом пункте на примере.

Пример 5. Совокупность состоит из двух следующих групп:

[image: image1734.png]ITepBas rpynna  Bropas rpynma
r; 2 4 5 z; 4 9
n; 1 7 2 n; 3 2




Найти групповые, внутригрупповую, межгрупповую и общую дисперсии.

Решение. Объемы групп соответственно равны N1 = 10 и N2 = 5. Общий объем совокупности: п = 10 + 5 = 15. Найдем групповые средние:
[image: image1735.png]T1=(1-2+7-4+2-5)/10=4; Z, = (3-4+2-9)/5 = 6.




Теперь находим групповые дисперсии по формуле (18.56):
[image: image1736.png]Di=(1-2-42+7-(4-4%+2-(5-4)?)/10=0,6;
Dy=(3-(4—6)*+2-(9-6)%)/5=6.




Внутригрупповая дисперсия, согласно формуле (18.57), равна:
[image: image1737.png]D amrp = (10-0,6 +5-6)/15 = 2,4.




Теперь найдем межгрупповую дисперсию по формуле (18.58), для чего сначала определим общую среднюю:
[image: image1738.png]Z=(1-2+47-4+2-5+3-4+2.9)/15=70/15 = 14/3;
Dirp = (10(4 — 14/3)* + 5(6 — 14/3)%)/15 = 8/9.




Наконец, общая дисперсия, согласно формуле (18.59), равна:
[image: image1739.png]D ogm = 2,4 +8/9 =~ 3,29.




Эмпирические моменты
Для вычисления сводных характеристик выборок исполь​зуют эмпирические моменты, аналогичные соответствующим теоретическим моментам. Обычным эмпирическим моментом порядка s называется среднее значение s-x степеней разностей xi — С, где xi — наблюдаемая варианта, С — произвольная постоянная (ложный нуль — либо мода, либо любая варианта, расположенная примерно в середине вариационного ряда):
[image: image1740.png]1 k
M, ==Y ni(z; — C)°. (18.60)
n =1




При C = 0 имеем начальные эмпирические моменты порядка s; в частности, в случае s = 1
[image: image1741.png]k
1
M =~ Znixi = Z5.
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Центральным эмпирическим моментом порядка s называется обычный момент (18.60) при С = 
[image: image1742.wmf]x

в:

[image: image1743.png](18.61)




В частности,

[image: image1744.png]



Иными словами, выборочная дисперсия равна центральному эмпирическому моменту второго порядка. Центральные момен​ты выражаются через обычные по формулам, полностью ана​логичным (18.19) и (18.20).

Асимметрия и эксцесс эмпирического распределения
Нормальное распределение является одним из самых рас​пространенных в применениях математической статистики. Для оценки отклонения эмпирического распределения от нор​мального используют характеристики, аналогичные для тео​ретического распределения (см. предыдущий раздел 18.6).

Асимметрия эмпирического распределения определяется следующим равенством:

[image: image1745.png]18.62
as = mg/ag’. ( )




Эксцесс эмпирического распределения определяется следу​ющим равенством:

[image: image1746.png]ey = my/ot — 3. (18.63)




В формулы (18.62) и (18.63) входят центральные эмпирические моменты, определяемые формулами (18.61), а также выбороч​ное среднее квадратическое отклонение (18.55).

Пример 6. Найти асимметрию и эксцесс эмпирического рас​пределения:

[image: image1747.png]BapmanTa 1 2 3 4 5 6 10
gacrora 5 10 15 35 16 15 4




Решение. Найдем сначала 
[image: image1748.wmf]x

в и σв с использованием фор​мул (18.52)-(18.55):

[image: image1749.png]. 5-1+410-2+15-3+35-4+16 - 5+15-6+4-10
2 5+10+154+35+16+15+4 -
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[image: image1750.png]Do 5-14+10-4+15-9+35-16-+16-25+15-36+4-100

—4,22=3.16;
® 100

o5 = 1,787.




Далее, используя формулы (18.61), определяем центральные эмпирические моменты третьего и четвертого порядков:

[image: image1751.png]ms = (5(=3,2)3+10(—2,2)%+15(—1,2)3+35(—0,2)>+16 - 0,8%+
+15-1,8%+4-5,8%)/100 = 579,6/100 = 5, 796;

ma = (5(~=3,2)*+10(~2,2)*+15(—1,2)*+35(—0,2)*+16 - 0,8+
=~ +15-1,84+4.5,8%)/100 = 5480, 32/100 = 54, 8032.




Затем по формулам (18.62) и (18.63) находим искомые величины:

[image: image1752.png]as = 5,796/1,787° = 1,016;

er = 54,8032/1,787* = 5,374.




В заключение отметим, что все оценки, приведенные выше, определяются одним числом, т.е. являются точечными. При малых объемах выборки точечная оценка может приводить к большим ошибкам и значительно отличаться от оцениваемого параметра.

УПРАЖНЕНИЯ
18.1. Из коробки с шестью деталями, среди которых четыре стандартные, наудачу взяты три детали. Составить закон рас​пределения дискретной случайной величины Х — количества стандартных деталей среди отобранных.

18.2. Книга издана тиражом 100 тысяч экземпляров. Вероят​ность брака в книге равна 0,0001. Найти вероятность того, что тираж содержит ровно 5 бракованных книг.

18.3. Случайная составляющая дохода равна 2Х, а случайная составляющая затрат равна 50Y. Найти дисперсию прибыли при условиях: величина Х распределена по биномиальному за​кону с параметрами п = 100, р = 0,5; величина Y распределена по закону Пуассона с параметром λ = 2; случайные величины Х и Y являются независимыми.

18.4. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X, заданной законом распределения
[image: image1753.png]X -5 2 3 4
p 04 03 0,1 02




18.5. Найти дисперсию дискретной случайной величины Х — числа отказов элемента некоторого устройства — в 10 неза​висимых опытах, если вероятность отказа элемента в каждом опыте равна 0,9.

18.6. Дискретная случайная величина Х задана законом рас​пределения
[image: image1754.png]X 1 2 4
p 01 03 0,6.




Найти центральные моменты первого, второго, третьего и чет​вертого порядков.

18.7. Дано распределение двумерной дискретной случайной ве​личины (X, Y):
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Найти ковариацию Cov (X, Y) и коэффициент корреляции Х и Y.

18.8. Непрерывная случайная величина Х задана на всей оси Ох функцией распределения F(x) = 1/2 + (arctg x) / π. Найти вероятность того, что величина Х примет значение, заключен​ное в интервале (0, 1).

18.9. Случайная величина Х задана функцией распределения
[image: image1756.png]a, r < 2
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Найти вероятность того, что Х примет значения: а) менее 0,2; б) менее трех; в) не менее трех; г) не менее пяти.

18.10. Дискретная случайная величина задана законом распре​деления
[image: image1757.png]X 3 4 7 10
p 02 0,1 04 03.




Найти функцию распределения и построить ее график. 
18.11. Дана плотность распределения непрерывной случайной величины X:
[image: image1758.png]0, xz < 7/6;
f(z) =< 3sin3z, n/6 <z < 7/3;
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Найти функцию распределения F(x).
18.12. Случайная величина Х задана на положительной полу​оси Ох функцией распределения F(x) = 1 - e-ax (а > 0). Найти математическое ожидание величины X.
18.13. Случайная величина Х задана на интервале (0,5) плот​ностью распределения f(x) = 2.x / 25; вне этого интервала f(x) = 0. Найти дисперсию X.
18.14. Случайная величина Х задана плотностью распределе​ния f(x) = е-|x| / 2. Найти математическое ожидание и диспер​сию.

18.15. Случайная величина задана функцией распределения
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Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

18.16. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X, распределенной равномерно в интер​вале (2, 8).

18.17. Ребро куба х измерено приближенно в интервале (а, b). Найти математическое ожидание и дисперсию объема куба, ес​ли его ребро рассматривать как случайную величину Х с рав​номерным распределением на указанном интервале.

18.18. Размер мужских сорочек является случайной величиной с нормальным законом распределения, математическим ожи​данием 39 и дисперсией 9. Какой процент от общего объема заказа следует предусмотреть магазину для сорочек 40-го раз​мера воротничка при условии, что этот размер находится в интервале (39,5; 40,5)?

18.19. Найти формулу плотности вероятности нормально рас​пределенной случайной величины X, если математическое ожидание равно 3, а дисперсия равна 16.

18.20. Случайная величина Х распределена нормально с ма​тематическим ожиданием а = 25. Вероятность попадания Х в интервал (10, 15) равна 0,2. Найти вероятность попадания Х в интервал (35, 40).
Раздел II. ОСНОВЫ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Управление и планирование являются наиболее сложными функциями в работе предприятий, фирм, служб администра​ций всех уровней. Долгое время они являлись монополией че​ловека с соответствующей подготовкой и опытом работы. Со​вершенствование науки, техники, разделение труда усложнили принятие решений в управлении и планировании.

Для принятия обоснованного решения необходимо иметь и обработать большое количество информации, определяемое иногда астрономическими цифрами. Принятие ответственных решений, как правило, связано с большими материальными ценностями. В настоящее время недостаточно знать путь, ве​дущий к достижению цели. Необходимо из всех возможных пу​тей выбрать наиболее экономичный, который наилучшим об​разом соответствует поставленной задаче.

Появление цифровых вычислительных машин и персональ​ных компьютеров создало огромные возможности для разви​тия науки, совершенствования методов планирования и управ​ления производством. Однако без строгих формулировок задач, без математического описания процессов современный уровень управления и планирования не может быть достигнут.

Задачи управления и планирования обычно сводятся к вы​бору некоторой системы параметров и системы функций, ко​торые приводят к экстремальным задачам следующего вида.

Требуется найти максимум функции
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при условиях:
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где f, gi — функции, x1, x2, ..., xп — параметры управления.

Выражение (а) называется функцией цели. Условия (b) и (с) представляют собой ограничения поставленной задачи. Усло​вия (с) справедливы для многих задач, особенно экономичес​ких, когда параметры управления (xj) по своему физическом смыслу не могут быть отрицательными. Среди условий задачи могут быть равенства.

Математическая дисциплина, занимающаяся изучением эк​стремальных (максимальных или минимальных) задач управ​ления, планирования и разработкой методов их решения, полу​чила название математического программирования.
Основное отличие задач математического программирова​ния от условных экстремальных задач, рассмотренных в час​ти 6, заключается в наличии неравенств в системе ограниче​ний. Поэтому методы решения задач на условный экстремум с помощью множителей Лагранжа не могут быть применены.

В зависимости от вида функции цели и ограничений ма​тематическое программирование делится на линейное и нели​нейное.

Наиболее разработанным разделом математического про​граммирования является линейное программирование.

В задачах линейного программирования возможны случаи, когда параметры управления могут принимать лишь целые дискретные значения. При решении подобных задач использу​ется целочисленное программирование.

В некоторых случаях исходные параметры задачи могут изменяться в некоторых пределах, для их решения применяет​ся параметрическое программирование.

В настоящее время не существует общих и достаточно эф​фективных методов решения задач нелинейного программи​рования. Лишь для определенного класса нелинейных задач, система ограничений которых линейна, а целевая функция не​линейна, но обладает свойством выпуклости, разработаны до​статочно эффективные методы, получившие название методов выпуклого программирования.

На практике часто приходится сталкиваться с ситуациями, в которых необходимо принимать решения при наличии двух или более сторон, имеющих различные цели. Результаты любого действия каждой из сторон зависят от решений партнеров. В экономике подобные ситуации встречаются довольно часто. Для решения задач с конфликтными ситуациями используют математические методы теории игр.

Динамическое программирование — один из разделов ме​тодов оптимизации, в котором процесс принятия решения мо​жет быть разбит на отдельные этапы. В основе метода лежит принцип оптимальности, разработанный Р. Беллманом.

Сетевые модели, в основе которых лежит теория графов, позволяют проводить их оптимизацию, а также совокупность расчетных и организационных мероприятий по управлению комплексами работ при создании новых изделий и технологий.

Цель изучения системы массового обслуживания состоит в том, чтобы контролировать их характеристики для проведения оптимизации системы в целом.

Рассмотрение моделей управления запасами преследует цель выбора для предприятий оптимальных расходов на до​ставку, хранение комплектующих материалов и ресурсов, не​обходимых для изготовления изделий.

Часть 5. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Общая постановка задачи

Определение 1. Линейное программирование — наука о ме​тодах исследования и отыскания экстремальных (наибольших и наименьших) значений линейной функции, на неизвестные которой наложены линейные ограничения.

Эта линейная функция называется целевой, а ограничения, которые математически записываются в виде уравнений или неравенств, называются системой ограничений.
Определение 2. Математическое выражение целевой функ​ции и ее ограничений называется математической моделью экономической задачи.
В общем виде математическая модель задачи линейного программирования (ЛП) записывается как
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при ограничениях:
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где xj — неизвестные; aij, bi, cj — заданные постоянные вели​чины.

Все или некоторые уравнения системы ограничений могут быть записаны в виде неравенств.

Математическая модель в более краткой записи имеет вид
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при ограничениях:
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Определение 3. Допустимым решением (планом) зада​чи линейного программирования называется вектор eq \x \to (X) = (x1, x2,..., xп), удовлетворяющий системе ограничений.

Множество допустимых решений образует область допус​тимых решений (ОДР).

Определение 4. Допустимое решение, при котором целевая функция достигает своего экстремального значения, называ​ется оптимальным решением задачи линейного программиро​вания и обозначается eq \x \to (Х)опт.
Базисное допустимое решение eq \x \to (Х)(х1, х2,..., xr, 0, …, 0) яв​ляется опорным решением, где r — ранг системы ограничений.

Виды математических моделей

Математическая модель задачи ЛП может быть каноничес​кой и неканонической.

Определение 5. Если все ограничения системы заданы урав​нениями и переменные xj неотрицательные, то такая модель задачи называется канонической.

Если хотя бы одно ограничение является неравенством, то модель задачи ЛП является неканонической. Чтобы перейти от неканонической модели к канонической, необходимо в каждое неравенство ввести балансовую переменную xn+i. Если знак неравенства ≤, то балансовая переменная вводится со знаком плюс, если знак неравенства ≥, то — минус. В целевую функ​цию балансовые переменные не вводятся.

Чтобы составить математическую модель задачи ЛП, не​обходимо:

— ввести обозначения переменных;

— исходя из цели экономических исследований, составить целевую функцию;

· учитывая ограничения в использовании экономических показателей задачи и их количественные закономернос​ти, записать систему ограничений. 

Для рассмотрения решения задач линейного программиро​вания дадим некоторые понятия аналитической геометрии в n-мерном пространстве.

Глава 19. ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ В n-МЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

19.1. Основные понятия и определения

Дано n-мерное пространство, точки которого имеют коор​динаты (x1, x2, . . . ,xп).
Определение 1. Множество точек n-мерного пространства, координаты которых удовлетворяют уравнению
[image: image1767.png]a1z, +asxa+ -+ apry, + b =0,




где хотя бы одно из чисел а1, a2, ..., an отлично от нуля, на​зывается гиперплоскостью п-мерного пространства.
В векторной форме оно записывается следующим образом:
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где eq \x \to (а) = (a1, a2,..., an), eq \x \to (х) = (x1, x2,..., xn). 
Даны две гиперплоскости
[image: image1769.png]a1121 + a1222 + -+ + aipzy, + b =0,
2121 + @99y + -+ + a9,y + by =0.




Определение 2. Множество точек n-мерного пространства, координаты которых одновременно удовлетворяют каждому уравнению системы, называется пересечением гиперплоскос​тей.
Дано неравенство
[image: image1770.png]a1z +asry +b < 0.




Эта зависимость определяет полуплоскость двухмерного про​странства, лежащую по одну сторону от прямой
[image: image1771.png]a1z1 +asre +b=0,




которая называется граничной прямой.

Определение 3. Множество точек n-мерного пространства, координаты которых удовлетворяют неравенству
[image: image1772.png]a1c1 + asxs + - + apn®y + b <0,




называется полупространством n-мерного пространства, рас​положенным по одну сторону от гиперплоскости
[image: image1773.png]4121 + asxs + -+ + apny, + b= 0.




Определение 4. Множество точек n-мерного пространства, содержащее вместе с любыми двумя точками A и В и все точ​ки отрезка АВ, называется выпуклым телом (областью, фи​гурой).
Примеры плоских выпуклых фигур приведены на рис. 19.1.
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Примеры невыпуклых фигур приведены на рис. 19.2.
[image: image1775.png]



Дадим некоторые определения выпуклой области.

Определение 5. Точка А называется внутренней точкой вы​пуклой области, если в сколь угодно малой окрестности этой точки содержатся только точки этой области.

Определение 6. Точка В называется граничной точкой вы​пуклой области, если в сколь угодно малой окрестности этой точки содержатся как точки данной области, так и не принад​лежащие ей (рис. 19.3).

Определение 7. Точка С называется угловой точкой вы​пуклой области, если она является граничной и не лежит внутри отрезка, соединяющего две другие точки этой облас​ти (рис. 19.3).
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Определение 8. Если область включает все свои граничные точки, то она называется замкнутой.
Выпуклая область может быть ограниченной и неограни​ченной.

Определение 9. Ограниченной называется область, если су​ществует такое число М > 0, что радиус-вектор eq \x \to (х), соединяю​щий начало координат с любой точкой области, по абсолютной величине меньше М, т.е. |eq \x \to (х)| ≤ М.

Для этой области все ее точки находятся на конечном рас​стоянии от начала координат.

Определение 10. Если найдутся точки области, сколь угод​но удаленные от начала координат, то область называется не​ограниченной.
Определение 11. Выпуклая замкнутая ограниченная область, имеющая конечное число угловых точек, называется вы​пуклым п-мерным многогранником.
Определение 12. Выпуклая замкнутая неограниченная об​ласть, имеющая конечное число угловых точек, называется вы​пуклой п-мерной многогранной областью.
Определение 13. Линейная комбинация S векторов
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в которой коэффициенты ti удовлетворяют условиям
[image: image1778.png]i=1





называется выпуклой линейной комбинацией.

Определение 14. Пересечением выпуклых областей называ​ется множество точек, являющееся общей частью этих облас​тей.

ТЕОРЕМА 1. Пересечение выпуклых областей есть выпуклая область.
ТЕОРЕМА 2. Множество точек выпуклого п-мерного много​гранника совпадает с множеством любых выпуклых линейных комбинаций его угловых точек.
19.2. Решение систем m линейных неравенств с двумя переменными

Дана система т линейных неравенств с двумя переменными
[image: image1779.png]a1y +appry +b <0,
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Знаки некоторых или всех неравенств могут быть ≥.

Рассмотрим первое неравенство в системе координат Х1ОХ2. Построим прямую
[image: image1780.png]a11T1 + aiprs + by =0,




которая является граничной прямой.
Эта прямая делит плоскость на две полуплоскости 1 и 2 (рис. 19.4).
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Полуплоскость 1 содержит начало координат, полуплос​кость 2 не содержит начала координат.

Для определения, по какую сторону от граничной прямой расположена заданная полуплоскость, надо взять произволь​ную точку на плоскости (лучше начало координат) и подста​вить координаты этой точки в неравенство. Если неравенство справедливо, то полуплоскость обращена в сторону этой точки, если не справедливо, то в противоположную от точки сторону.

Направление полуплоскости на рисунках показываем стрел​кой.

Определение 15. Решением каждого неравенства систе​мы является полуплоскость, содержащая граничную прямую и расположенная по одну сторону от нее.

Определение 16. Пересечение полуплоскостей, каждая из ко​торых определяется соответствующим неравенством системы, называется областью решения системы (ОР).
Определение 17. Область решения системы, удовлетворяю​щая условиям неотрицательности (xj ≥ 0, j = eq \x \to (1,n)), называ​ется областью неотрицательных, или допустимых, решений (ОДР).
Если система неравенств совместна, то ОР и ОДР могут быть многогранником, неограниченной многогранной облас​тью или одной точкой.

Если система неравенств несовместна, то ОР и ОДР — пус​тое множество.

Пример 1. Найти ОР и ОДР системы неравенств и опреде​лить координаты угловых точек ОДР
[image: image1782.png](19.1)
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Решение. Найдем ОР первого неравенства: х1 + 3x2 ≥ 3. Построим граничную прямую х1 +3x2 – 3 = 0 (рис. 19.5). Под​ставим координаты точки (0,0) в неравенство: 1∙0 + 3∙0 > 3; так как координаты точки (0,0) не удовлетворяют ему, то решени​ем неравенства (19.1) является полуплоскость, не содержащая точку (0,0).

Аналогично найдем решения остальных неравенств систе​мы. Получим, что ОР и ОДР системы неравенств является выпуклый многогранник ABCD.
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Найдем угловые точки многогранника. Точку А определим как точку пересечения прямых

[image: image1784.png]T1+ 32 —3=0,
2:61—1‘2:0.




Решая систему, получим А(3/7, 6/7).

Точку В найдем как точку пересечения прямых
[image: image1785.png]21:1—£E2:0,
1 +xo—-5=0.




Из системы получим B(5/3, 10/3). Аналогично найдем коорди​наты точек С и D: С(11/4; 9/14), D(3/10; 21/10).

Пример 2. Найти ОР и ОДР системы неравенств
[image: image1786.png](19.5)
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[image: image1787.png]



Решение. Построим прямые и определим решения не​равенств (19.5)-(19.7). ОР и ОДР являются неограниченные многогранные области ACFM и ABDEKM соответственно (рис. 19.6).

Пример 3. Найти ОР и ОДР системы неравенств

[image: image1788.png](19.8)
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Решение. Найдем решения неравенств (19.8)-(19.10) (рис. 19.7). ОР представляет неограниченную многогранную область ABC; ОДР — точка В.
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Пример 4. Найти OP и ОДР системы неравенств
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Решение. Построив прямые, найдем решения неравенств системы. ОР и ОДР несовместны (рис. 19.8).

УПРАЖНЕНИЯ
Найти ОР и ОДР систем неравенств
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Глава 20. ГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД

20.1. Постановка задачи

Наиболее простым и наглядным методом линейного про​граммирования является графический метод. Он применяется для решения задач ЛП с двумя переменными, заданными в не​канонической форме, и многими переменными в канонической форме при условии, что они содержат не более двух свободных переменных.

С геометрической точки зрения в задаче линейного про​граммирования ищется такая угловая точка или набор точек из допустимого множества решений, на котором достигается самая верхняя (нижняя) линия уровня, расположенная дальше (ближе) остальных в направлении наискорейшего роста.

Для нахождения экстремального значения целевой функ​ции при графическом решении задач ЛП используют вектор eq \x \to (grad )L(eq \x \to (x)) на плоскости Х1ОХ2, который обозначим eq \x \to (С). Этот вектор показывает направление наискорейшего изменения це​левой функции, он равен
[image: image1794.png]



где е1 и е2 — единичные векторы по осям OX1 и ОX2 соответ​ственно; таким образом, eq \x \to (С) = (∂L/∂х1, ∂L/∂х2). Координатами вектора eq \x \to (С) являются коэффициенты целевой функции L(eq \x \to (x)).
20.2. Алгоритм решения задач

1. Находим область допустимых решений системы ограни​чений задачи.

2. Строим вектор eq \x \to (С).
3. Проводим линию уровня L0, которая перпендикулярна eq \x \to (С).
4. Линию уровня перемещаем по направлению вектора eq \x \to (С) для задач на максимум и в направлении, противоположном eq \x \to (С), для задач на минимум.

Перемещение линии уровня производится до тех пор, пока у нее не окажется только одна общая точка с областью допусти​мых решений. Эта точка, определяющая единственное решение задачи ЛП, и будет точкой экстремума.

Если окажется, что линия уровня параллельна одной из сторон ОДР, то в таком случае экстремум достигается во всех точках соответствующей стороны, а задача ЛП будет иметь бесчисленное множество решений. Говорят, что такая задача ЛП имеет альтернативный оптимум, и ее решение находится по формуле
[image: image1795.png]Xonr = (1 =) X, +tXo,




где 0 ≤ t ≤ 1, eq \x \to (X)1 и eq \x \to (Х)2 — оптимальные решения в угловых точках ОДР.

Задача ЛП может быть неразрешима, когда определяющие ее ограничения окажутся противоречивыми.

5. Находим координаты точки экстремума и значение це​левой функции в ней.

20.3. Выбор оптимального варианта выпуска изделий

Фирма выпускает 2 вида мороженого: сливочное и шоко​ладное. Для изготовления мороженого используются два ис​ходных продукта: молоко и наполнители, расходы которых на 1 кг мороженого и суточные запасы даны в табл. 20.1.
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Pacxon ucxofHBIX TIPDOXYKTOB

Mcxonuprit Ha 1 KT MOpOXeHoro 3anac,

‘nponyx'r Cnusounoe lloxonanmoe xr
Mouoko 0,8 0,5 400
Hanonunrenn 0,4 0,8 365





Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на сливочное мороженое превышает спрос на шоколадное не бо​лее чем на 100 кг. Кроме того, установлено, что спрос на шо​коладное мороженое не превышает 350 кг в сутки. Розничная цена 1 кг сливочного мороженого 16 р., шоколадного — 14 р.

Какое количество мороженого каждого вида должна про​изводить фирма, чтобы доход от реализации продукции был максимальным?

Решение. Обозначим: x1 — суточный объем выпуска сли​вочного мороженого, кг; x2 — суточный объем выпуска шоко​ладного мороженого, кг.

Составим математическую модель задачи.

Целевая функция будет иметь вид
[image: image1797.png]L(i‘) = 16z + 1429 — max




при ограничениях:
[image: image1798.png]0,8z, + 0,522 < 400,
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OABDEF — область допустимых решений (рис. 20.1). Строим вектор eq \x \to (с)(1, 1). Линия уровня L0 задается уравнением
[image: image1799.png]16x; + 14z = const .
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Перемещаем линию уровня по направлению вектора eq \x \to (с). Точ​кой выхода L0 из области допустимых решений является точка D, ее координаты определяются как пересечение прямых, за​данных уравнениями:
[image: image1801.png]0,8z; + 0,522 = 400,
0,4z7 + 0,822 = 365.




Решая систему, получим координаты точки D (312,5; 300), в которой и будет оптимальное решение, т.е.
[image: image1802.png]Xonr = (312,5;300),




при этом
[image: image1803.png]L(Z)max = 16 - 312,5 + 14 - 300 = 9200 p.




Таким образом, фирма должна выпускать в сутки 312,5 кг сли​вочного мороженого и 300 кг шоколадного мороженого, при этом доход от реализации составит 9 200 р.

20.4. Экономический анализ задач с использованием графического метода

Проведем экономический анализ рассмотренной выше за​дачи по производству мороженого.

Математическая модель задачи имеет вид
[image: image1804.png]L(z) = 16z1 + 14z3 — max




при ограничениях:
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Согласно найденному оптимальному решению, фирме необ​ходимо выпускать в сутки 312,5 кг сливочного и 300 кг шоко​ладного мороженого, при этом максимально возможный доход составит 9 200 р.

Определим, как влияет на оптимальное решение увеличе​ние или уменьшение запасов исходных продуктов. Для анализа задачи примем, что неравенства системы ограничений могут быть активными или пассивными. Если прямая проходит че​рез точку, в которой находится оптимальное решение, то будем считать, что она представляет активное ограничение. В про​тивном случае прямая относится к пассивному ограничению.

Если ограничение активное, то будем считать, что соответ​ствующий ресурс является дефицитным, так как он использу​ется полностью. Если ограничение пассивное, то оно недефи​цитное и имеется в фирме в избытке.

Рассмотрим увеличение ресурса правой части ограничения (20.1) по молоку (рис. 20.2). При перемещении параллельно са​мой себе прямой (20.1) вправо до пересечения с прямыми (20.2) и (20.3) в точке М ограничение (20.1) будет оставаться актив​ным. Точку М определим как точку пересечения прямых (20.2) и (20.3):
[image: image1806.png]0,421 + 0,822 = 365,
Ty — I = 100.




Откуда получаем М(370,83; 270,3).

Подставляя координаты точки М в уравнение (20.1), полу​чим предельно допустимый суточный запас молока:
[image: image1807.png]0,8z + 0,5z = 0,8-370,83 + 0,5 - 270,3 = 432, 1 kr,




при этом величина дохода составляет
[image: image1808.png]L(Z) = 16 - 370,83 + 14 - 270, 3 = 9724,9 p.




Рассмотрим увеличение ограничения по наполнителям (рис. 20.3). При перемещении параллельно самой себе прямой (20.2) вправо до пересечения с прямыми (20.1) и (20.4) в точ​ке N ограничение (20.2) будет оставаться активным. Точку N определим как точку пересечения прямых
[image: image1809.png]0,821 + 0,5x9 = 400,
o = 350.




Откуда получаем N(281,25; 350).

[image: image1810.png]Puc. 20.3.




Предельно допустимый суточный запас наполнителей мож​но увеличивать до значения
[image: image1811.png]0,4z1 + 0,8z2 = 0,4 - 281,25 + 0,8 - 350 = 392,5 xr,




при этом величина дохода составит
[image: image1812.png]L(Z) = 16 - 281,25 + 14 - 350 = 9400 p.




Рассмотрим возможность изменения правой части пассив​ных ограничений (20.3) и (20.4). Не изменяя оптимальное ре​шение (рис. 20.4), прямую (20.3) можно перемещать парал​лельно самой себе вверх до пересечения с точкой D(312,5; 300), т.е. правую часть ограничения (20.3) можно уменьшать до величины
[image: image1813.png]312,5 — 300 = 12,5 kr.




Прямую (20.3) можно перемещать параллельно самой себе вниз до пересечения с осью ОХ1 в точке Р(500; 0), т.е. правую часть ограничения (20.3) можно увеличивать до 500 кг.

Таким образом, при неизменном оптимальном решении раз​ница в покупательском спросе на сливочное и шоколадное мо​роженое может изменяться в диапазоне от 12,5 до 500 кг.

Аналогично, не изменяя оптимальное решение (рис. 20.5), прямую (20.4) можно перемещать параллельно самой себе вверх до пересечения с осью ОХ2 в точке R(0; 456,25) или вниз до пересечения с прямой (20.1) в точке D(312,5; 300).
[image: image1814.png]Puc. 20.5




Таким образом, при неизменном оптимальном решении по​купательский спрос на шоколадное мороженое может изме​няться в диапазоне от 300 до 456,25 кг.

Проведем анализ задачи по пределам возможного измене​ния коэффициентов целевой функции, т.е. по диапазону опто​вых цен на мороженое, при котором не происходит изменения оптимального решения.

Изменение коэффициентов целевой функции оказывает вли​яние на наклон линии уровня. Уравнение линии уровня запи​сывается в общем виде (рис. 20.6):
[image: image1815.png]C1T1 + ¢c2x9 = const .




[image: image1816.png]F
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Угловой коэффициент прямой (20.1):
[image: image1817.png]K, = —8/5.




Так как прямые совпадают, то К = К1, откуда c1max = 22,4 при c2 = 14. Коэффициент с1 можно уменьшать до сов​падения линии уровня с прямой (20.2), поэтому
[image: image1818.png]—01/142—1/2, clmin:7-




Таким образом, оптимальное решение задачи не изменится, ес​ли розничная цена 1 кг сливочного мороженого лежит в диапа​зоне от 7 до 22,4 р., при этом доход фирмы будет от 6 387,5 до 11200 р.

Аналогичные рассуждения для случая с1 = 16 позволили сделать вывод, что оптимальное решение задачи не изменит​ся, если розничная цена 1 кг шоколадного мороженого лежит в диапазоне от 10 до 32 р., при этом доход фирмы будет от 8000 до 14 600 р.

УПРАЖНЕНИЯ
Решить задачи с использованием графического метода.

20.1. L(eq \x \to (x)) = 3x1 + х2 → max при ограничениях:
[image: image1819.png]



20.2. L(eq \x \to (x)) = 2x1 — 10x2 → min при ограничениях:
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20.3. L(eq \x \to (x)) = 2x1 + 3x2 → max при ограничениях:
[image: image1821.png]



20.4. L(eq \x \to (x)) = 3x1 + 5х2 → max при ограничениях:
[image: image1822.png]



20.5. L(eq \x \to (x)) = 4x1 + 6x2 → min при ограничениях:
[image: image1823.png]



20.6. L(eq \x \to (x)) = 4x2 → min при ограничениях:
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20.7. L(eq \x \to (x)) = 2x1 + 3x2 → max при ограничениях:
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20.8. В суточный рацион включают два продукта питания П1 и П2, причем продукта П1 должно войти в дневной рацион не более 200 ед. Стоимость 1 ед. продукта П1 составляет 2 р., про​дукта П2 — 4р. Содержание питательных веществ в 1 ед. про​дукта, минимальные нормы потребления указаны в табл. 20.2.

Определить оптимальный рацион питания, стоимость ко​торого будет наименьшей.
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Провести анализ задач с использованием графического ме​тода. 

20.9. L(eq \x \to (x)) = x1 + x2 → max (min) при ограничениях:
[image: image1827.png]2z + 4x2 < 16,
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20.10. Фирма выпускает изделия двух типов: А и В. При этом используется сырье четырех видов. Расход сырья каждого вида на изготовление единицы продукции и запасы сырья заданы в табл 20.3.
[image: image1828.png]Ta6bmauna 20.3
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Запасы сырья 1-го вида составляют 21 ед., 2-го вида — 4 ед., 3-го вида — 6 ед. и 4-го вида — 10 ед. Выпуск одного из​делия типа А приносит доход 300 р., одного изделия типа В — 200р.

Составить план производства, обеспечивающий фирме наи​больший доход.

20.11. Обработка деталей А и В может производиться на трех станках, причем каждая деталь должна последовательно об​рабатываться на каждом из станков. Прибыль от реализации детали А — 100 р., детали В — 160 р. Исходные данные при​ведены в табл. 20.4.
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Определить производственную программу, максимизирую​щую прибыль при условии: спрос на деталь А — не менее 300 шт., на деталь В — не более 200 шт.

Глава 21. СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД

21.1. Общая постановка задачи

Метод является универсальным, так как позволяет решить практически любую задачу линейного программирования, за​писанную в каноническом виде.

Идея симплексного метода (метода последовательного улуч​шения плана) заключается в том, что начиная с некоторого исходного опорного решения осуществляется последовательно направленное перемещение по опорным решениям задачи к оп​тимальному. Значение целевой функции при этом перемеще​нии для задач на максимум не убывает. Так как число опорных решений конечно, то через конечное число шагов получим оп​тимальное опорное решение. Опорным решением называется базисное неотрицательное решение.
21.2. Алгоритм симплексного метода

1. Математическая модель задачи должна быть канонической. Если она неканоническая, то ее надо привести к каноническому виду.

2. Находим исходное опорное решение и проверяем его на оптимальность. Для этого заполняем симплексную таблицу (табл. 21.1). Все строки таблицы 1-го шага, за исключением строки Δj (индексная строка), заполняем по данным системы ограничений и целевой функции.
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Индексная строка для переменных находится по формуле
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и по формуле
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Возможны следующие случаи при решении задачи на максимум:

— если все оценки Δj ≥ 0, то найденное решение оптимальное;

— если хотя бы одна оценка Δj ≤ 0, но при соответствующей переменной нет ни одного положительного коэффициента, решение задачи прекращаем, так как L(eq \x \to (x)) → 
[image: image1833.wmf]¥

, т.е. целевая функция неограничена в области допусти​мых решений;

— если хотя бы одна оценка отрицательная, а при соответ​ствующей переменной есть хотя бы один положитель​ный коэффициент, то нужно перейти к другому опорно​му решению;

— если отрицательных оценок в индексной строке несколь​ко, то в столбец базисной переменной (БП) вводят ту переменную, которой соответствует наибольшая по аб​солютной величине отрицательная оценка.

Если хотя бы одна оценка Δk < 0, то k-й столбец прини​маем за ключевой. За ключевую строку принимаем ту, кото​рой соответствует минимальное отношение свободных членов (bi) к положительным коэффициентам k-гo столбца. Элемент, находящийся на пересечении ключевых строки и столбца, называется ключевым элементом.
3. Заполняем симплексную таблицу 2-го шага:

— переписываем ключевую строку, разделив ее на ключе​вой элемент;

— заполняем базисные столбцы;

— остальные коэффициенты таблицы находим по прави​лу "прямоугольника"*. Оценки можно считать по приве​денным выше формулам или по правилу "прямоугольни​ка" Получаем новое опорное решение, которое проверяем на оптимальность, и т.д.

* Правило "прямоугольника" заключается в следующем. Пусть ключе​вым элементом 1-го шага является элемент 1-й строки (m + 1)-го столбца h1,m+1. Тогда элемент i-й строки (m + 2)-го столбца 2-го шага — обозначим его h’i,m+2 — согласно правилу "прямоугольника" выражается формулой
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где hi,m+2, hi,m+1, h1,m+1 — элементы 1-го шага.

Примечание. Если целевая функция L(eq \x \to (x)) требует нахож​дения минимального значения, то критерием оптимальности задачи является неположительность оценок Δj при всех j = eq \x \to (1, п).

21.3. Анализ эффективности использования производственного потенциала предприятия

Предприятие располагает тремя производственными ре​сурсами (сырьем, оборудованием, электроэнергией) и может организовать производство продукции двумя различными спо​собами. Расход ресурсов за один месяц и общий ресурс при каждом способе производства даны в табл. 21.2 (в усл. ед.).
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При первом способе производства предприятие выпускает за один месяц 3 тыс. изделий, при втором — 4 тыс. изделий.

Сколько месяцев должно работать предприятие каждым из этих способов, чтобы при наличных ресурсах обеспечить мак​симальный выпуск продукции?

Решение. Составим математическую модель задачи. Обо​значим: x1 — время работы предприятия первым способом, x2 — время работы предприятия вторым способом.

Математическая модель имеет вид
[image: image1836.png]L(z) = 3z1 + 4z — max




при ограничениях:
[image: image1837.png]Ty + 2z5 < 4,
Ty +x2 <3,
2z, + x4 £ 8,
z1 20, =z22>0.




Приведем задачу к каноническому виду:
[image: image1838.png]L(z) = 3z, + 4z — max




при ограничениях:
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Составляем симплексную таблицу 1-го шага (табл. 21.3).
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Получим решение:
[image: image1841.png]X, =(0,0,4,3,8), L(z,)=0.




В индексной строке Δj имеются две отрицательные оцен​ки, значит, найденное решение не является оптимальным и его можно улучшить. В качестве ключевого столбца следу​ет принять столбец базисной переменной х2, а за ключевую строку взять строку переменной x3, где min (4/2,3/l, 8/1) = min (2, 3, 8) = 2.

Ключевым элементом является (2). Вводим в столбец ба​зисной переменной х2, выводим х3. Составляем симплексную таблицу 2-го шага (табл. 21.4).

Получим
[image: image1842.png]X, =(0,2,0,1,6), L(z3) = 8.




В индексной строке имеется одна отрицательная оценка. Полученное решение можно улучшить. Ключевым элементом является (1/2). Составляем симплексную таблицу 3-го шага (табл. 21.5).
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Все оценки свободных переменных Δj ≥ 0, следовательно, найденное опорное решение является оптимальным:
[image: image1845.png]Xour = (2,1,0,0,3), L(Z)max = 10.




Таким образом, по первому способу предприятие должно работать два месяца, по второму — один месяц, при этом мак​симальный выпуск продукции составит 10 тыс. ед.

21.4. Альтернативный оптимум

При решении задач линейного программирования сим​плексным методом критерием оптимальности является условие Δj ≥ 0 для задач на максимум и условие Δj < 0 для задач на минимум. Если на каком-то шаге окажется, что хотя бы одна оценка свободной переменной Δj = 0, а все остальные Δj > 0 для задач на максимум (Δj < 0 для задач на минимум), то, приняв в качестве ключевого столбца столбец, где Δj = 0, и найдя новое оптимальное решение, заметим, что значение це​левой функции при этом не изменится. Говорят, что в этом случае задача имеет альтернативный оптимум.

Критерием альтернативного оптимума при решении за​дач симплексным методом является равенство нулю хотя бы одной оценки свободной переменной (Δj = 0).

Если только одна оценка свободной переменной равна ну​лю, то решение находится по формуле
[image: image1846.png]Xonr = tXOIITl + (1 - t)XOIITZ,




где 0 ≤ t ≤ 1.

Если две оценки и более, например S, свободных перемен​ных равны нулю, то оптимальное решение определяется по формуле
[image: image1847.png]
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В задачах, имеющих альтернативный оптимум, возникает возможность включения в ее модель других критериев эффек​тивности.

Пример. Дана задача линейного программирования
[image: image1849.png]L(z) = 2z; — 4z3 + 225 — min




при ограничениях:
[image: image1850.png]—z9 +4x3 + x4 = 12,
x; >0, j=1,5.
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Решение. Составим симплексную таблицу (табл. 21.6). 

В индексной строке имеется одна положительная оцен​ка. Полученное решение можно улучшить. Ключевым элемен​том является (4). Составляем симплексную таблицу 2-го шага (табл. 21.7). 

Получаем

[image: image1851.png]Xom*l = (10, 0, 3, 0, 0).
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Так как Δ2 = 0, то задача имеет альтернативный оптимум. Найдем еще одно оптимальное решение, введя вместо базисной переменной х1 свободную переменную х2 (табл. 21.8). 

Получаем

[image: image1855.png]Xorl'r2 = (Oa 4a 5’ 0) O)




Найдем координаты оптимального решения задачи:

[image: image1856.png]¢y = 10t + (1 — )0 = 10t,
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[image: image1857.png]z3=3t+ (1 —t)5 = -2t +5,
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Давая t значения из [0,1], получим различные eq \x \to (Х)опт, при кото​рых L(eq \x \to (x)) = -12.

УПРАЖНЕНИЯ
Решить следующие задачи симплексным методом.

21.1. L(eq \x \to (x)) = x1 — 3x2 — 5x3 — х4 → max при ограничениях:
[image: image1858.png]71 + 4z + 413 + 4 = 5,
1 + Txg + 8xs + 224 = 9,




21.2. L(eq \x \to (x)) = x1 + 2x2 + 3x3 → min при ограничениях:
[image: image1859.png]1 + 2x9 + 323 + 24 = 10,
2r1 + 3 =3,
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21.3. L(eq \x \to (x)) = —2x1 — x2 + x3 + x4 → max при ограничениях:
[image: image1860.png]1~ 23+ 223 — x4 =2,
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21.4. L(eq \x \to (x)) = 3x1 + x2 + 2x3 → min при ограничениях:
[image: image1861.png]2r1 + 9 + x5 = 40,
zy + 2z2 + 223 = 10,




21.5. L(eq \x \to (x)) = x1 + х2 + x3 → max при ограничениях:
[image: image1862.png]31:1+.’l:2—$3=5a
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21.6. L(eq \x \to (x)) = x1 + 2х2 + 2х3 → min при ограничениях:
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21.7. L(eq \x \to (x)) = 3x1 + x2 + x3 + x4 → max при ограничениях:
[image: image1864.png]{
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21.8. L(eq \x \to (x)) = x1 - 5x2 – x3 → max при ограничениях:
[image: image1865.png]1 + 319 + 323 = 3,
2r1 + 3z3 < 4,




21.9. L(eq \x \to (x)) = x1 + х2 + x3 + x4 → min при ограничениях:
[image: image1866.png]3z1 + 229+ T3 2 8,
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21.10. L(eq \x \to (x)) = 3x1 + 5x2 + 4x3 → max при ограничениях:
[image: image1867.png]3z + 4z + 2zr3 <9,
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21.11. Механический завод при изготовлении двух типов дета​лей использует токарное, фрезерное и сварочное оборудование. При этом обработку каждой детали можно вести двумя раз​личными технологическими способами. Необходимые исход​ные данные приведены в табл. 21.9.

Составить оптимальный план загрузки оборудования, обес​печивающий заводу максимальную прибыль.
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21.12. Торговая фирма для продажи товаров трех видов ис​пользует ресурсы: время и площадь торговых залов. Затраты ресурсов на продажу одной партии товаров каждого вида да​ны в табл. 21.10. Прибыль, получаемая от реализации одной партии товаров 1-го вида, — 5 усл. ед., 2-го вида — 8 усл. ед., 3-го вида — 6 усл. ед.

Определить оптимальную структуру товарооборота, обес​печивающую фирме максимальную прибыль.
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21.13. Фирма выпускает четыре пользующихся спросом изде​лия, причем месячная программа выпуска составляет 10 изде​лий типа 1 и 3, 200 изделий типа 2 и 120 изделий типа 4. Нормы затрат сырья на единицу различных типов изделий приведены в табл. 21.11.
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Прибыль от реализации изделий типа 1 равна 6 усл. ед., изделий типа 2 — 2 усл. ед., изделий типа 3 — 2,5 усл. ед. и изделий типа 4 — 4 усл. ед.

Определить, является ли месячная программа выпуска из​делий оптимальной, и если нет, то определить оптимальную месячную программу и дополнительный доход, который фир​ма может при этом получить.

21.14. Металлургический завод из металлов A1, A2, А3 может выпускать сплавы B1, В2, В3. В течение планируемого пери​ода завод должен освоить не менее 640 т металла A1 и 800 т металла А2, при этом металла А3 может быть израсходовано не более 860 т.

Определить минимальные затраты, если данные о нормах расхода и себестоимость даны в табл. 21.12.
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21.15. Ткань трех артикулов производится на ткацких станках двух типов с различной производительностью. Для изготов​ления ткани используются пряжа и красители. В табл. 21.13 указаны мощности станков в тысячах станко-часов, ресурсы пряжи и красителей в 1000 кг, производительности станков в метрах за час, нормы расхода пряжи и краски в килограммах на 1000 м и цена 1 м ткани.
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По этим исходным данным решить следующие задачи:

1) определить оптимальный ассортимент, максимизирую​щий товарную продукцию предприятия;

2) приняв условие, что количество тканей трех артикулов находится в отношении 2:1:3, определить, какое мак​симальное количество комплектов ткани может выпус​тить предприятие;

3) определить оптимальный ассортимент, максимизирую​щий доход предприятия, если цена 1 м ткани составляет 8, 5 и 15 усл. ед. соответственно;

4) решить задачу (1) при условии, что станки 1-го типа ткань первого артикула не производят.

Глава 22. ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ

Произвольную задачу линейного программирования можно определенным образом сопоставить с другой задачей линей​ного программирования, называемой двойственной. Первона​чальная задача является исходной. Эти две задачи тесно свя​заны между собой и образуют единую двойственную пару.

Различают симметричные, несимметричные и смешанные двойственные задачи.

22.1. Виды двойственных задач и составление их математических моделей
Симметричные двойственные задачи

Дана исходная задача

[image: image1873.png]L(z) = c1z1 + c2z2 + -+ - + cpTy, — max




при ограничениях:

[image: image1874.png]a1y +apze+ - +amea <b |y,
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Задача дана в неканоническом виде. Составим математичес​кую модель двойственной задачи, для этого:

· каждому неравенству системы ограничений исходной за​дачи приводим в соответствие переменную yi;
· составляем целевую функцию, коэффициентами которой являются свободные члены системы ограничений исход​ной задачи;

· составляем систему ограничений. Коэффициенты систе​мы ограничений образуют транспонированную матрицу коэффициентов системы ограничений исходной задачи. Знаки неравенств меняются на противоположные;

· свободными членами системы ограничений являются ко​эффициенты целевой функции исходной задачи. Все пе​ременные двойственной задачи неотрицательные.

Математическая модель двойственной задачи имеет вид
[image: image1875.png]S(9) = bayr + bay2 + - -+ + by — min




при ограничениях:
[image: image1876.png]a11y1 + ay2 + - + am1Ym 2 €1,
ay2y1 + a2y + - - + amaym 2 C2,

1nY1 + a2ny2 + -0 + AmnYm 2 Cn,
yi 2 0, 1=1,m, ]:rﬁ




Несимметричные двойственные задачи

Дана исходная задача
[image: image1877.png]L(Z) = 11 4+ coxz2 + - -+ + ¢y, — max




при ограничениях:
[image: image1878.png]11Ty +a12T2 + -+ a1pxn =by | y1,
a21%) + a2x2 + - - + a2 Ty = by | yo,

Am1T1 + Am2Z2 + - + App Ty = by I Ym,




Задача дана в каноническом виде. Составим математичес​кую модель двойственной задачи.

Для ее составления пользуются тем же правилом, что и для составления симметричной задачи, с учетом следующих особенностей:
· ограничениями двойственной задачи будут неравенства. Если в целевой функции двойственной задачи требуется найти минимум, то знак неравенства ≥, если максимум, то ≤;

· переменные yi — произвольные по знаку.

Математическая модель двойственной задачи имеет вид
[image: image1879.png]S(g) =biy1 + baya + - - - + by — min




при ограничениях:
[image: image1880.png]a11y1 +a2y2 + - -+ GmiYym 2 €1,
a12y1 + a22y2 + -+ + Gm2Ym 2 C2,

a1nY1 + QY2 + - + QmnZn 2 Cn,

Y; — TPOM3BOJNILHBIE IO 3HAKy, ¢ = 1,m.




Смешанные двойственные задачи

Математическая модель исходной задачи имеет условия симметричных и несимметричных задач. При составлении двойственной задачи необходимо выполнять правила симмет​ричных и несимметричных задач.

22.2. Основные теоремы двойственности

ТЕОРЕМА 1. Если одна из двойственных задач имеет оп​тимальное решение, то другая также имеет оптимальное решение, причем для любых оптимальных решений eq \x \to (Х) и eq \x \to (Y) вы​полняется равенство
[image: image1881.png]L( )max - S(

)min .

I
s




Если одна из двойственных задач неразрешима ввиду то​го, что L(
[image: image1882.wmf]x

)max → 
[image: image1883.wmf]¥

 (или S(
[image: image1884.wmf]y

)min → -
[image: image1885.wmf]¥

), тo другая задача не имеет допустимых решений.

ТЕОРЕМА 2. Для оптимальности допустимых решений 
[image: image1886.wmf]X

 и 
[image: image1887.wmf]Y

 пары двойственных задач необходимо и достаточно, что​бы они удовлетворяли системе уравнений
[image: image1888.png]= O,
Lp— Cj
5 @5 Yonri
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Теоремы позволяют определить оптимальное решение од​ной из пары задач по решению другой.

22.3. Решение двойственных задач 
Решение симметричных задач

Рассмотрим решение задач с использованием теорем двой​ственности.
[image: image1889.png]Mcxonuas zamaua JBoiicTBEeHHas 3amada

L(z) = z; — 2 — max S(§) = 2y; + 2y2 + 5y3 — min
HpY OrpaHAYEeHNAIX!: npu OI‘paHquHHﬂX:
=2r1+22<2 |y “2htytyz 2l |
T1—222<2 |y Y1-2y2+ys > -1 |22
|z +z2 <5 | ys i =0, i=1,3.

zy 20, z220.




Решим исходную задачу графическим методом, получим 
[image: image1890.wmf]X

опт = (4, 1), при этом L(
[image: image1891.wmf]x

)mах = 3.

На основании 1-й теоремы двойственности
[image: image1892.png]



Так как x1, х2 > 0, то по 2-й теореме двойственности систе​му ограничений двойственной задачи можно записать в виде равенств:
[image: image1893.png]{—23/1 +y2+ys =1,
y1—2y2+y3 = —1.




Подставим 
[image: image1894.wmf]X

опт в систему ограничений исходной задачи:
[image: image1895.png]-2-441<2, 9<2 =y =0,
4-2-1<2, 2=2 =y, >0,
4+1<5, 5=5 = y3 > 0.




Тогда система ограничений двойственной задачи примет вид
[image: image1896.png]{yz +ys =1,
—2y2+y3 = -1




Откуда 
[image: image1897.wmf]Y

опт = (0, 2/3, 1/3), при этом S(
[image: image1898.wmf]y

)min = 3.

Пусть дано решение двойственной задачи 
[image: image1899.wmf]Y

опт = (0, 2/3, 1/3), S(
[image: image1900.wmf]y

)min = 3, найдем решение исходной.

По 1-й теореме двойственности L(
[image: image1901.wmf]x

)max = S(
[image: image1902.wmf]y

)min = 3. Так как у2, y3 > 0, то по 2-й теореме двойственности второе и третье неравенства исходной задачи обращаются в равенства:

[image: image1903.png].’1:1—-2.’17222,
(I,'1+1,‘2:5.




Откуда 
[image: image1904.wmf]X

опт = (4,1), при этом L(
[image: image1905.wmf]x

)mах = 3.

Рассмотрим решение задач методом, основанным на взаимно однозначном соответствии между переменными: основным переменным исходной задачи соответствуют балансовые переменные двойственной, и наоборот. Для этого решим двойственную задачу симплексным методом:
[image: image1906.png]S(y) = 2y1 + 2y2 + Hys — max




при ограничениях:
[image: image1907.png]{—2y1+yz+y3—y4=1,
y1-2y2+tys—ys =1,
y’i>0a 2=15—5




Из табл. 22.1 следует, что 
[image: image1908.wmf]Y

опт = (0, 2/3, 1/3), S(
[image: image1909.wmf]y

)min = 3.
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На основании 1-й теоремы двойственности получаем
[image: image1911.png]L(fi')ma.x = S(?j)min =3.




Решение другой задачи найдем по соответствию между пе​ременными:
[image: image1912.png]OcHoBHBIE
IepeMeHHEIe
HCXOmHAas 3ana49a z1 Za I3
JOBOMCTBEHHAs Y4 Ys Y1

6ajiaHCcOBbIe IEPEMEHHEIE

Banaxcosbie

nepeMeHHEIE
T4 T5
Y2 Y3

OCHOBHBIE IIEDEMEHHLIC




Значение xj определяем по последней симплексной таблице в строке Δi в соответствующем столбце, причем значения xj ​берем по модулю:
[image: image1913.png]1~ ys, T1=|0q]=|-4]=4
T2 > Y5, T2=|As]=|-1=1




Таким образом, решение исходной задачи:
[image: image1914.png]Xonr = (4,1), npu 37oM L(Z)max = 3.




Если исходная задача решена симплексным методом, то ре​шение двойственной задачи может быть найдено по формуле
[image: image1915.png]Yon'r =C- A_l,




где С — матрица-строка коэффициентов при базисных пере​менных целевой функции в оптимальном решении исходной за​дачи; А-1 — обратная матрица для матрицы А, являющейся матрицей коэффициентов базисных переменных системы огра​ничений исходной задачи в оптимальном решении.

Решим симплексным методом исходную задачу вида
[image: image1916.png]L(Z) = 1 — 2 — max




при ограничениях:
[image: image1917.png]-2z + T2 + x3 = 2,
T, — 29 + 14 = 2,
Ty + 22 + 25 = 5,
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Из табл. 22.2 следует, что 
[image: image1919.wmf]X

опт = (4,1), L(
[image: image1920.wmf]x

)max = 3. Мат​рицы записываются в виде
[image: image1921.png]-2 11
1 -2 0 )
1 190 3x3

(

A
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C




тогда
[image: image1922.png]0 1/3 2/3
A7l = (o —~1/3 1/3),

1 1 1
0 1/3 2/3

Your =C-A7'=(1 -1 0)x [0 -1/3 1/3] =
1 1 1

=0 2/3 1/3).




Таким образом, решение двойственной задачи следующее:
[image: image1923.png]Yorr = (0,2/3,1/3), npm aroM S(§)min = 3.




Решение несимметричных задач

Рассмотрим решение задач с использованием теорем двой​ственности.
[image: image1924.png]WUcxonuas 3amaga
L(Z)=3z,+x2+3z3+24 — min
21 — 222+ 323 —24 =9 | Y1
{$1+$2—6$3—x4=6 | yo
Cz;20, j=T4

I BoncTBeHHAasn 3amada
S(jl]) =9 + 6y, — max

21 +y2 <3 |
—2y1+y2 <1 |z
3y1 — 6y2 <3 |z3
—2y1 —y2 <1 | x4
Y1, Y2 — IPOU3BOJIbHLIE I10
3HAKY.




Решив двойственную задачу графическим методом, полу​чим
[image: image1925.png]Yonr = (1/2,2), npu s10M S(P)max = 33/2.




По 1-й теореме двойственности L(
[image: image1926.wmf]x

)min = S(
[image: image1927.wmf]y

)max = 33/2.

Подставим 
[image: image1928.wmf]Y

опт в систему ограничений двойственной за​дачи:
[image: image1929.png]2.1/2+2<3, 3=3,
—2-1/2+2<1, 1=1,
3-1/2-6-2<3,-21/2< 3 — 23 =0,
—2.1/2-2<1,~3<1—24=0.




Так как х3 = х4 = 0, то система ограничений исходной задачи примет вид
[image: image1930.png]2.’1,‘1 - 2.1U2 = 9,
1+ 3 = 6.




Решая данную систему, получим
[image: image1931.png]XonT = (21/47 3/4’ Oa O), py 5TOM L((i’)min = 33/2




Рассмотрим решение задач с использованием обратной матрицы.

Пусть решение исходной задачи
[image: image1932.png]Xonr = (21/4,3/4,0,0), upu sroM L(Z)min = 33/2.




Решение двойственной задачи найдем по формуле
[image: image1933.png]Yorx'r =C- A_la




где
[image: image1934.png]C=(31), A:<2 ~2>, A_1:(1/4 1/2)’

~1/4 1/2

4 12 gy g
)/on’rz(3 1)(_{/4 1/2) (1/




Таким образом, 
[image: image1935.wmf]Y

oпт = (1/2, 2), при этом S(
[image: image1936.wmf]y

)max = 33/2.

Решение смешанных двойственных задач

Смешанные двойственные задачи можно решать с исполь​зованием теорем двойственности.
[image: image1937.png]HMcxonuas 3amavga JlBoiicTBenHas 3amaya

L(:ﬁ) = z1—6z2—2x3 — max S(ﬂ) = 3y1 + 4y2 — min
1 +3x2+3z3=3 |up n1+2y 21 | 21
2z + 323 < 4 | y2 3y1 > —6 | 2o

r; 20, j=1,3. 3y +3y 2 -1 |3

Y1 — NPOM3BOJBHASA 10 3HAKY,
yo = 0.




Найдем оптимальное решение двойственной задачи:
[image: image1938.png]Xonr = (1,0,2/3), npu stom L(Z)max = 1/3.




По 1-й теореме двойственности
[image: image1939.png]L(Z)max = S(H)min = 1/3.




Так как х1 > 0, x3 > 0, то по 2-й теореме двойственности пер​вое и третье ограничения двойственной задачи выполняются в виде равенств:
[image: image1940.png]Y1+ 2y2 = 1,
3y1 + 3ys = —1,

oTKyna y; = —5/3, y2 = 4/3, T.e. Your = (—5/3,4/3).




22.4. Экономический анализ задач с использованием теории двойственности

Рассмотрим задачу оптимального использования ресурсов, запишем ее математическую модель
[image: image1941.png]



при ограничениях:
[image: image1942.png]Za’tjx] b; l Y,

szO, it=1,m




Двойственная задача имеет вид
[image: image1943.png]S(y) = Z b;y; — min

i=1




при ограничениях:
[image: image1944.png]m
Zaz’jyi z2c, %20 i=
=1

3




ТЕОРЕМА 3. Значения переменных уi в оптимальном реше​нии двойственной задачи представляют собой оценки влия​ния свободных членов системы ограничений исходной задачи на оптимальное значение ее целевой функции, т.е.
[image: image1945.png]OL;

Yi = Bbi'




Примем 
[image: image1946.wmf]¶

Li ≈ ΔLi, 
[image: image1947.wmf]¶

bi ≈ Δbi, тогда ΔLi ≈ yi • Δbi. 

Для задачи оптимального использования сырья это уравне​ние показывает, что при изменении i-го ресурса оптимальный доход является линейной функцией от его приращения, причем коэффициентом служит уi — i-я компонента оптимального ре​шения двойственной задачи.

Если yi мало, то значительному увеличению i-го ресур​са будет соответствовать небольшое увеличение оптимального дохода и ценность ресурса невелика.

Если yi = 0, то при увеличении i-го ресурса оптимальный доход остается неизменным и ценность этого ресурса равна нулю. В самом деле, сырье, запасы которого превышают по​требности в нем, не представляет ценности для производства и его оценку можно принять за нуль.

Если уi велико, то незначительному увеличению i-го ресур​са будет соответствовать существенное увеличение оптималь​ного дохода и ценность ресурса высока. Уменьшение ресурса ведет к существенному сокращению выпуска продукции.

Переменную уi считают некоторой характеристикой цен​ности i-го ресурса. В частности, при увеличении i-го ресурса на единицу (Δbi = 1) оптимальный доход возрастает на yi, что позволяет рассматривать yi как "условную цену", оценку единицы i-го ресурса, объективно обусловленную оценку.

Так как уi представляет частную производную от опти​мального дохода по i-му ресурсу, то уi характеризует скорость изменения оптимального дохода при изменении i-го ресурса.

С помощью yi можно определить степень влияния огра​ничений на значение целевой функции. Предельные значения (нижняя и верхняя границы) ограничений ресурсов, для кото​рых yi остаются неизменными, определяются по формулам:
[image: image1948.png]



где xj — значение переменной в оптимальном решении; dij — элементы матрицы (dij) = А-1, обратной к матрице базиса оптимального решения, для которой А = (aij)mxn.
Если в план включаются новые виды продукции, то их оценка находится по формуле
[image: image1949.png]m
Aj = aijYonri — ¢;.
=1




Если Δj < 0, то новый вид продукции улучшает план. При Δj > 0 нецелесообразно включать новый вид продукции.

22.5. Стратегическое планирование выпуска изделий с учетом имеющихся ресурсов

Фирма выпускает три вида изделий, располагая при этом сырьем 4 типов: А, Б, В, Г соответственно в количествах 18, 16, 8 и 6 т. Нормы затрат каждого типа сырья на единицу из​делия первого вида составляют соответственно 1, 2, 1, 0, вто​рого вида — 2, 1, 1, 1 и третьего вида — 1, 1, 0, 1. Прибыль от реализации единицы изделия первого вида равна 3 усл. ед., второго — 4 усл. ед., третьего — 2 усл. ед.

Требуется:

1) составить план производства трех видов, максимизиру​ющих прибыль;

2) определить дефицитность сырья;

3) установить размеры максимальной прибыли при изме​нении сырья А на 6 т, Б — на 3 т, В — на 2 т, Г — на 2 т. Оценить раздельное влияние этих изменений и суммарное их влияние на прибыль;

4) оценить целесообразность введения в план производства фирмы нового вида изделий (четвертого), нормы затрат на единицу которого соответственно равны 1, 2, 2, 0, а прибыль составляет 15 усл. ед.

Решение. 1. Обозначим через 
[image: image1950.wmf]X

 = (x1, x2, x3) план про​изводства изделий трех видов, тогда математическая модель задачи примет вид
[image: image1951.png]L(%) = 3z1 + 422 + 2z3 — max




при ограничениях:
[image: image1952.png]Ty + 2z + 3 < 18,
2z + 29 + 23 < 16,




Решаем задачу симплексным методом, при этом последняя таблица будет иметь вид табл. 22.3.
[image: image1953.png]Tabauna 22.3
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Из таблицы следует
[image: image1954.png]Xonr = (5,3,3,4,0,0,0), npu osroM L(Z)max = 33 ycu. en.




Согласно теоремам двойственности
[image: image1955.png]Yonr = (0,1/2,2,3/2,0,0,0), mpwm 3toM S(§)min = 33 ycu. en.




2. Наиболее дефицитным является сырье типа В, для кото​рого двойственная оценка у3 = 2. Менее дефицитным является сырье вида Б, для которого у2 = 1/2. Совсем не дефицитным является сырье A (y1 = 0).

Для определения интервала устойчивости оценок найдем обратную матрицу для матрицы коэффициентов при базис​ных переменных в оптимальном решении системы ограниче​ний. Базисными переменными в оптимальном решении явля​ются x1, x2, х3, x4. Матрица коэффициентов при этих переменных в системе ограничений имеет вид
[image: image1956.png]- o OO
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Тогда обратная матрица для матрицы А следующая:
[image: image1957.png]-0 OO
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Найдем интервал устойчивости оценок по видам сырья:
[image: image1958.png]AbY = min(xomj> -3 - 6,
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Интервал устойчивости оценок по отношению к первому огра​ничению:
[image: image1959.png](by — bY; b1 + b7) = (18 — 6; 18 + 8) = (12;26).




Аналогично определим интервалы устойчивости оценок по отношению к ограничениям остальных видов сырья:
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Интервалы устойчивости оценок по отношению ко второму ограничению:
[image: image1961.png](16 — 3;16 + 6) = (13;22),




к третьему ограничению:
[image: image1962.png](8 —6;8+4+3)=1(2;11),




к четвертому ограничению:
[image: image1963.png](6 — 56 +3) = (1;9).




3. Изменения сырья согласно условиям задачи на +6, -3, +2, +2 т приводят к ограничению запаса сырья до 24, 13, 10, 8 т соответственно. Поскольку эти изменения находятся в пре​делах устойчивости оценок, на что указывают интервалы, то раздельное их влияние на прибыль определяется по формуле
[image: image1964.png]L; = Yonri * bi,




тогда
[image: image1965.png]leax:yom‘l by =0-6=0,
Lomax = Yonrz * b2 = 1/2 : (‘-3) = —3/2,




[image: image1966.png]L3max:y0n'r3'b3 :22:‘-4,
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Суммарное влияние на прибыль:
[image: image1967.png]Lax = Ll max + L2max + L3max + L4max =
=0-3/2+4+4+3=11/2 ycu. en.




Если изменение сырья не находится в пределах устойчивости оценок, то необходимо найти новые условные оценки, т.е. ре​шить задачу симплексным методом с изменением количества сырья соответствующих видов.

4. Для оценки целесообразности введения в план производ​ства фирмы четвертого вида изделий используем формулу
[image: image1968.png]4
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Так как прибыль превышает затраты, то введение в план про​изводства четвертого вида изделий целесообразно.

УПРАЖНЕНИЯ
Для следующих задач составить математические модели двой​ственных задач и по решению исходной найти оптимальное решение двойственной.

22.1. L(
[image: image1969.wmf]x

) = x1 + 3x3 + 3x4 → min при ограничениях:
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22.2. L(
[image: image1971.wmf]x

) = 2х1 + х2 – 3x3 + х4 → max при ограничениях:
[image: image1972.png]1 + 29 — x4 < 4,
Ty — T2 +z3 + 374 < 1,




22.3. L(
[image: image1973.wmf]x

) = -х1 + x2 + 6x3 — х4 →  min при ограничениях:
[image: image1974.png]2xy — 9 + 223 + 14 = 2,
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22.4. L(
[image: image1975.wmf]x

) = -3x2 + х3 – х4 → max при ограничениях:
[image: image1976.png]3z1 + 5z2 + 23 + 24 = 32,
—z1 + 3z + 23 — x4 = 8,




22.5. L(
[image: image1977.wmf]x

) = -3x1 + x2+ 3x3 – 4x4 → min при ограничениях:
[image: image1978.png]2z — 2z9 + 323 + 34 =9,
1+ 222 —x3+ 24 =0,
1 — T2+ 223 —x24 =0,




Составить математическую модель двойственных задач и по ее решению найти оптимальное решение исходной.

22.6. L(
[image: image1979.wmf]x

) = l,5x1 + 2х2 → max при ограничениях:
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22.7. L(
[image: image1981.wmf]x

) = x1 - 2x2 + x4 → min при ограничениях:
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22.8. L(
[image: image1983.wmf]x

) = -2x1 + х2 →  min при ограничениях:
[image: image1984.png]



22.9. Для производства трех изделий А, В и С используются три вида сырья. Каждый из них используется в объеме, не пре​вышающем 180, 210 и 236 кг. Нормы затрат каждого из видов сырья на одно изделие и цена единицы изделий приведены в табл. 22.4.
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Определить план выпуска изделий, обеспечивающий полу​чение максимального дохода.

Составить для данной задачи двойственную и найти:

1) оптимальный план двойственной задачи;

2) интервалы устойчивости двойственных оценок;

3) увеличение максимального дохода при увеличении коли​чества сырья 2-го и 3-го видов на 80 и 160 кг соответ​ственно и при уменьшении количества сырья 1-го вида на 40 кг. Оценить раздельное и суммарное влияние этих изменений;

4) целесообразность введения в план производства 4-го из​делия, нормы затрат сырья на одно изделие которого составляют 2, 4 и 6 кг, а цена изделия равна 18 усл. ед.;

5) оптимальные планы исходной и двойственной задач, ес​ли количество сырья 1, 2 и 3 равно 140, 250 и 240 кг соответственно.

Глава 23. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА

23.1. Общая постановка задачи

Транспортная задача — одна из распространенных задач линейного программирования. Ее цель — разработка наиболее рациональных путей и способов транспортирования товаров, устранение чрезмерно дальних, встречных, повторных перево​зок. Все это сокращает время продвижения товаров, уменьша​ет затраты предприятий, фирм, связанные с осуществлением процессов снабжения сырьем, материалами, топливом, обору​дованием и т.д.

В общем виде задачу можно представить следующим об​разом: в т. пунктах производства A1, A2, ..., Am имеется од​нородный груз в количестве соответственно a1, a2,…, am. Этот груз необходимо доставить в п пунктов назначения B1, В2, …., Вп в количестве соответственно b1, b2,..., bп. Сто​имость перевозки единицы груза (тариф) из пункта Ai в пункт Bj равна cij.

Требуется составить план перевозок, позволяющий вывез​ти все грузы и имеющий минимальную стоимость.

В зависимости от соотношения между суммарными запа​сами груза и суммарными потребностями в нем транспортные задачи могут быть закрытыми и открытыми.

Определение 1. Если
[image: image1986.png]



то задача называется закрытой. Если
[image: image1987.png]m n
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то открытой.

Обозначим через xij количество груза, перевозимого из пункта Ai в пункт Bj. Рассмотрим закрытую транспорт​ную задачу. Ее условия запишем в распределительную таблицу, которую будем использовать для нахождения решения (табл. 23.1).
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Математическая модель закрытой транспортной задачи имеет вид
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при ограничениях:
[image: image1990.png]



Оптимальным решением задачи является матрица
[image: image1991.png]Xonr = (l'ij)mxn,




удовлетворяющая системе ограничений и доставляющая мини​мум целевой функции. Транспортная задача как задача линей​ного программирования может быть решена симплексным ме​тодом, однако наличие большого числа переменных и ограни​чений делает вычисления громоздкими. Поэтому для решения транспортных задач разработан специальный метод, имеющий те же этапы, что и симплексный метод, а именно:

— нахождение исходного опорного решения;

— проверка этого решения на оптимальность;

· переход от одного опорного решения к другому. 
Рассмотрим каждый из этих этапов.

23.2. Нахождение исходного опорного решения

Условия задачи и ее исходное опорное решение будем за​писывать в распределительную таблицу. Клетки, в которые поместим грузы, называются занятыми, им соответствуют ба​зисные переменные опорного решения. Остальные клетки неза​нятые, или пустые, им соответствуют свободные переменные. В верхнем правом углу каждой клетки будем записывать та​рифы. Существует несколько способов нахождения исходного опорного решения.

Рассмотрим один из них — метод минимального тарифа (элемента). Согласно этому методу, грузы распределяются в первую очередь в те клетки, в которых находится минималь​ный тариф перевозок cij. Далее поставки распределяются в не​занятые клетки с наименьшими тарифами с учетом оставших​ся запасов у поставщиков и удовлетворения спроса потребите​лей. Процесс распределения продолжают до тех пор, пока все грузы от поставщиков не будут вывезены, а потребители не будут удовлетворены. При распределении грузов может ока​заться, что количество занятых клеток меньше, чем т + п - 1. В этом случае недостающее их число заполняется клетками с нулевыми поставками, такие клетки называют условно заня​тыми.

Нулевые поставки помещают в незанятые клетки с учетом наименьшего тарифа таким образом, чтобы в каждых строке и столбце было не менее чем по одной занятой клетке.

Рассмотрим нахождение исходного опорного решения тра​нспортной задачи на конкретном примере.

23.3. Определение эффективного варианта доставки изделий к потребителю

На складах A1, А2, А3 имеются запасы продукции в количествах 90, 400, 110 т соответственно. Потребители В1, В2, B3 должны получить эту продукцию в количествах 140, 300, 160 т соответственно. Найти такой вариант прикрепления поставщиков к потребителям, при котором сумма затрат на перевозки была бы минимальной. Расходы по перевозке 1 т продукции заданы матрицей (усл. ед.)

[image: image1992.png]



Проверим, является ли данная транспортная задача закрытой:
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следовательно, данная транспортная задача закрытая. Найдем исходное опорное решение по методу минимального тарифа.
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Число занятых клеток в табл. 23.2 равно т + п - 1 = 3 + 3 – 1 = 5, т.е. условие невырожденности выполнено. Получи​ли исходное опорное решение, которое запишем в виде матри​цы:

[image: image1995.png]90 0 0
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Стоимость перевозки при исходном опорном решении со​ставляет

[image: image1996.png]L(Xonr1) =90-2+300-1+100-54+50-3+60-8 =
= 1610 ycn. en.




23.4. Проверка найденного опорного решения на оптимальность

Найденное исходное опорное решение проверяется на опти​мальность методом потенциалов по следующему критерию: ес​ли опорное решение транспортной задачи является оптималь​ным, то ему соответствует система т + п действительных чи​сел ui и vj, удовлетворяющих условиям ui + vj = cij для заня​тых клеток и ui + vj - сij ≤ 0 для свободных клеток.

Числа ui и vj называют потенциалами. В распределитель​ную таблицу добавляют строку vj и столбец ui.
Потенциалы ui и vj находят из равенства ui + vj = cij, спра​ведливого для занятых клеток. Одному из потенциалов дает​ся произвольное значение, например и1 = 0, тогда остальные потенциалы определяются однозначно. Так, если известен по​тенциал ui, то vj  =  сij — ui; если известен потенциал vj, то ui = cij – vj.
Обозначим Δij = ui + vj  - cij. Эту оценку называют оценкой свободных клеток. Если Δij ≤ 0, то опорное решение является оптимальным. Если хотя бы одна из оценок Δij > 0, то опор​ное решение не является оптимальным и его можно улучшить, перейдя от одного опорного решения к другому.

Проверим найденное опорное решение на оптимальность, добавив в распределительную табл. 23.3 столбец ui и строку vj.
Полагая u1 = 0, запишем это значение в последнем столбце таблицы.
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Рассмотрим занятую клетку первой строки, которая распо​ложена в первом столбце (1,1), для нее выполняется условие и1 + v1 = 2, откуда v1 = 2. Это значение запишем в послед​ней строке таблицы. Далее надо рассматривать ту из занятых клеток таблицы, для которой один из потенциалов известен.

Рассмотрим занятую клетку (3,1): и3 + v1 = 3, v1 = 2, откуда и3 = 1.

Для клетки (3,3): и3 + v3 = 8, и3 = 1, v3 = 7. 
Для клетки (2,3): и2 + v3 = 5, v3 = 7, и2 = -2. 
Для клетки (2,2): u2 + v2 = 1, и2 = -2, v2 = 3. 
Найденные значения потенциалов заносим в таблицу. 
Вычисляем оценки свободных клеток:
[image: image1998.png]A12=u1+v2—012=0+3—5=—2<0,
Aig=u+tv3—ci3=0+7-2=5>0,
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Получили одну оценку Δ13 = 5 > 0, следовательно, исход​ное опорное решение не является оптимальным и его можно улучшить.

23.5. Переход от одного опорного решения к другому

Наличие положительной оценки свободной клетки (Δij > 0) при проверке опорного решения на оптимальность свидетель​ствует о том, что полученное решение не оптимально и для уменьшения значения целевой функции надо перейти к друго​му опорному решению. При этом надо перераспределить гру​зы, перемещая их из занятых клеток в свободные. Свободная клетка становится занятой, а одна из ранее занятых клеток — свободной.

Для свободной клетки с Δij > 0 строится цикл (цепь, мно​гоугольник), все вершины которого кроме одной находятся в занятых клетках; углы прямые, число вершин четное. Около свободной клетки цикла ставится знак (+), затем поочередно проставляют знаки (—) и (+). У вершин со знаком (—) выби​рают минимальный груз, его прибавляют к грузам, стоящим у вершин со знаком (+), и отнимают от грузов у вершин со зна​ком (—). В результате перераспределения груза получим новое опорное решение. Это решение проверяем на оптимальность, и т.д. до тех пор, пока не получим оптимальное решение.

Рассмотрим переход от одного опорного решения к другому на заданном примере.

Строим цикл для клетки (1,3), имеющей положительную оценку. У вершин цикла ставим знаки (+) и (—) и записываем грузы:
[image: image1999.png]90
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У вершин со знаком (—) выбираем минимальный груз, он равен 60. Его прибавляем к грузам, стоящим у положитель​ных вершин, и отнимаем от грузов, стоящих у отрицательных вершин. Получаем новый цикл:
[image: image2000.png]30
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Новое опорное решение:
[image: image2001.png]30 0 60
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Проверим полученное решение на оптимальность. Для это​го запишем его в распределительную таблицу, найдем потен​циалы занятых и оценки свободных клеток (табл. 23.4).
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Имеем
[image: image2003.png]Ay =T, Ay =1> 0, As= =1, Azz = —b.




Построим цикл для клетки с положительной оценкой Δ21 = 1:
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Произведем перераспределение грузов:
[image: image2005.png]30
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Получим новое решение, которое занесем в табл. 23.5. Прове​рим его на оптимальность.
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Получим
[image: image2007.png]Ap=-1, Ap=-1, Azp=-6, Aip=-4




Все оценки свободных клеток отрицательные, следователь​но, найденное решение оптимальное. Итак,
[image: image2008.png]0 0 90
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Стоимость транспортных расходов равна
[image: image2009.png]L(X)min = 90 - 2430 - 44300 - 14-70 - 5+110 - 3 = 1280 ycu1. en.




По сравнению с исходным опорным решением транспорт​ные расходы уменьшились на 1610 — 1280 = 330 усл. ед.

23.6. Альтернативный оптимум в транспортных задачах

Признаком наличия альтернативного оптимума в транспо​ртной задаче является равенство нулю хотя бы одной из оце​нок свободных переменных в оптимальном решении (Xопт1).Сделав перераспределение грузов относительно клетки, име​ющей Δij = 0, получим новое оптимальное решение (Хопт2), при этом значение целевой функции (транспортных расходов) не изменится. Если одна оценка свободных переменных равна нулю, то оптимальное решение находится в виде
[image: image2010.png]Xonr =1+ XonTl + (1 - t) : Xon'r27




где 0 ≤ t ≤ 1.

Рассмотрим конкретную задачу, имеющую альтернатив​ный оптимум.

Пример 1. На трех складах имеется мука в количестве 60, 130 и 90 т, которая должна быть в течение месяца доставлена четырем хлебозаводам в количестве: 30, 80, 60, 110 т соответ​ственно.

Составить оптимальный план перевозок, имеющий минимальные транспортные расходы, если стоимость доставки 1 т муки на хлебозаводы задана матрицей
[image: image2011.png]6 8 15 4
9 15 2 3.
6 12 7 10




Решение. Составим распределительную таблицу в виде табл. 23.6.
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По методу минимального тарифа найдем исходное реше​ние. Определим потенциалы строк и столбцов. Найдем оценки свободных клеток:

[image: image2013.png]



Так как Δ12 = 4 > 0, то перераспределим грузы относи​тельно клетки (1,2):
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Занесем полученное перераспределение грузов в распреде​лительную таблицу и вычислим потенциалы занятых и оценки свободных клеток (табл. 23.7).
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Получим

[image: image2016.png]Ap =-4, Apz=-12, Ay = -8,
Agg = -8 A3z3 =0, Agy=-2.




Так как Δ33 = 0, то задача имеет альтернативный оптимум и одно из решений равно

[image: image2017.png]0 20 0 40
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Стоимость транспортных расходов составляет: L(Xопт1) = 1550 усл. ед.

Произведем перераспределение грузов относительно клетки (3,3):
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Занесем в распределительную таблицу полученное пере​распределение грузов, вычислим потенциалы занятых и оценки свободных клеток (табл. 23.8):
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[image: image2020.png]



Так как Δ14 = 0, получили еще одно решение:
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Стоимость транспортных расходов составит L(Хопт2) = 1550 усл. ед.

Данная задача имеет два оптимальных решения Хопт1 и Xопт2, общее решение находится по формуле
[image: image2022.png]Xonr = tXonr1 + (1 - t)XomQ,




где 0 ≤ t ≤ 1.

Найдем элементы матрицы общего решения:
[image: image2023.png]11 = 0, 12 = 20t + (1 - t)60 =60 — 40t,

z13 =0, z14 = 40t + (1 — £)0 = 40¢,

z91 =0, z92 =0,

a3 = 60t + (1 — £)20 = 20+ 40t, @24 =70t + (1 — £)110= 110 — 40¢,
231 = 30¢ + (1 — )30 = 30, 32 = 60t + (1 — £)20 = 20 + 40,

z33 = Ot + (1 —1¢)40 = 40—40¢, T34 = 0.




Итак,
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Стоимость транспортных расходов составляет 1550 усл. ед.

23.7. Вырожденность в транспортных задачах

При решении транспортной задачи может оказаться, что число занятых клеток меньше, чем m + п - 1. В этом слу​чае задача имеет вырожденное решение. Для возможного его исключения целесообразно поменять местами поставщиков и потребителей или ввести в свободную клетку с наименьшим тарифом нулевую поставку. Нуль помещают в такую клетку, чтобы в каждой строке и каждом столбце было не менее одной занятой клетки.

Рассмотрим вырожденность в транспортной задаче на при​мере.

Пример 2. Фирма осуществляет поставку бутылок на три за​вода, занимающиеся производством прохладительных напит​ков. Она имеет три склада, причем на складе 1 находится 6000 бутылок, на складе 2 — 3 000 бутылок и на складе 3 — 4 000 бутылок. Первому заводу требуется 4000 бутылок, второму за​воду — 5 000 бутылок, третьему заводу — 1000 бутылок. Мат​рицей
[image: image2025.png]



задана стоимость перевозки одной бутылки от каждого склада к каждому заводу.

Как следует организовать доставку бутылок на заводы, чтобы стоимость перевозки была минимальной?

Решение. Запишем исходные данные в распределитель​ную таблицу (табл. 23.9), найдем исходное опорное решение по методу минимального тарифа. Число заполненных клеток равно 5, т + п - 1 = 6, следовательно, задача является вырож​денной.

Для исключения вырожденности необходимо в какую-то клетку ввести нулевую поставку. Такая клетка становится условно занятой, ее целесообразно определить при вычислении потенциалов занятых клеток, она должна иметь наименьший тариф по сравнению с другими клетками, которые могут быть условно занятыми.

Так, для нахождения потенциала и3 поместим нулевую по​ставку в клетку (3,2), после чего представляется возможным вычислить остальные потенциалы.
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Оценки свободных клеток следующие:

[image: image2027.png]Ap=-3, Apiz=-6, Ay =-3,
Agg=—1, Azz3=—4, Azy=-1




Все оценки отрицательные, получили оптимальное реше​ние:
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Таким образом, со склада 1 целесообразно поставить 3000 бутылок второму и четвертому заводам, со склада 2 — 2000 бутылок второму заводу и 1000 бутылок третьему, со склада 3 — 4000 бутылок первому заводу, при этом стои​мость транспортных расходов будет минимальной и составит 28 000 усл. ед.

23.8. Открытая транспортная задача

При открытой транспортной задаче сумма запасов не сов​падает с суммой потребностей, т.е.

[image: image2029.png]



При этом:

а) если

[image: image2030.png]>_ai> 3 b




то объем запасов превышает объем потребления, все по​требители будут удовлетворены полностью и часть за​пасов останется невывезенной. Для решения задачи вво​дят фиктивного (n + 1)-потребителя, потребности кото​рого
[image: image2031.png]



Модель такой задачи будет иметь вид
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при ограничениях:
[image: image2033.png]



б) если
[image: image2034.png]



то объем потребления превышает объем запасов, часть потребностей останется неудовлетворенной. Для реше​ния задачи вводим фиктивного (m + 1)- поставщика
:

[image: image2035.png]n m
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Модель такой задачи имеет вид
[image: image2036.png]n m
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при ограничениях:
[image: image2037.png]



При введении фиктивного поставщика или потребителя от​крытая транспортная задача становится закрытой и решается по ранее рассмотренному алгоритму для закрытых транспорт​ных задач, причем тарифы, соответствующие фиктивному по​ставщику или потребителю, больше или равны наибольшему из всех транспортных тарифов, иногда их считают равными нулю. В целевой функции фиктивный поставщик или потреби​тель не учитывается.

23.9. Определение оптимального варианта перевозки грузов с учетом трансформации спроса и предложений

Рассмотрим следующую задачу.

Составить оптимальный план перевозки грузов от трех по​ставщиков с грузами 240, 40, 110 т к четырем потребителям с запросами 90, 190, 40 и 130 т. Стоимости перевозок единицы груза от каждого поставщика к каждому потребителю даны матрицей
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Решение. Запасы грузов у поставщиков: 
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то вводим фиктивного поставщика с грузом а4ф = 450 - 390 = 60 т.

Тариф фиктивного поставщика 4ф примем равным 20 усл. ед.

Так как т + п – 1 = 7, а число занятых клеток равно 6, то для исключения вырожденности введем в клетку (2, 2) нулевую поставку. Оценки свободных клеток:
[image: image2043.png]A1 =-2, Ap3=3, A =14, Ay =-7 Az =-4,
Azz = ~10, Ayp1 =-8, Agp3=-1, Agps=-5




(табл. 23.10).

Оценка свободной клетки (1,3) больше нуля, перераспреде​лим грузы:
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Запишем полученное перераспределение грузов в табл. 23.11. 
Имеем
[image: image2047.png]App=—4, Ap=-13, An=-7 Ag=-4 Ay=-5




Получили оптимальное решение:
[image: image2048.png]0 90 40 110
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Стоимость транспортных расходов — 3120 усл. ед.

23.10. Экономический анализ транспортных задач

Проведем экономический анализ задачи на конкретном при​мере.

Пример 3. Три торговых склада могут поставлять некоторое изделие в количестве 9, 4 и 8 т. Величины спроса трех мага​зинов розничной торговли на это изделие равны 3, 5 и 6 т.

Какова минимальная стоимость транспортировки от по​ставщиков к потребителям? Провести анализ решения при условии, что единичные издержки транспортировки в усл. ед. даны в матрице
[image: image2049.png]10 20 5
2 10 8).
1 20 7




Решение. Запасы складов: 
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 = 14 т, имеем открытую задачу. Введем фиктивный магазин со спросом b4ф = 7 т и тарифом 20 усл. ед. (табл. 23.12).
Оценки свободных клеток:
[image: image2052.png]App=-9, Ay =-11, A =-13, Ay =-10,
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Оценки Δ32 = Δ34 = 0, задача имеет альтернативный оп​тимум, и одно из решений имеет вид
[image: image2053.png]



[image: image2054.png]Tabmuna 23.12

b; 1 2 4¢ u;
a,-\ 3 5 7
10 20 20
1 9 0
2 10 20
2 4 -10
1 20 20
3 8 0
Vj 1 20 20





Минимальная стоимость транспортных расходов
[image: image2055.png]L(Xonr1) = 93 ycu. en.




Итоговое распределение перевозок, а также значения оце​нок свободных клеток, которые называют теневыми ценами, можно использовать при проведении экономического анализа. Теневая цена показывает, на сколько увеличится общая сто​имость транспортных расходов, если в пустую клетку помес​тить одно изделие. Например, если придется осуществить пе​ревозку одного изделия с торгового склада 2 в розничный ма​газин 3, то увеличение стоимости составит |Δ23| = | - 13| = 13 усл. ед., что больше, чем тариф груза клетки (2,3), рав​ный 8 усл. ед. Дополнительное увеличение стоимости транспортных расходов появляется в связи с перераспределением пе​ревозок. Составим цикл распределения перевозок с помещени​ем груза в пустую клетку (2, 3):
[image: image2056.png]+





В клетку (2, 3) помещаем груз 4 т, в (1, 3) вместо 1т — 5т, в (2, 2) вместо 4т — пустая клетка.

Изменение расходов составит 4 ∙ 20 – 4 ∙ 10 + 8 ∙ 4 – 4 ∙ 5 = 72 усл. ед. или на одно изделие 72 : 4 = 13 усл. ед.

Если теневая цена клетки равна нулю (Δ32 = 0), то зада​ча имеет альтернативный оптимум. Перераспределим грузы относительно клетки (3, 2):
[image: image2057.png]+





Еще одно оптимальное решение задачи имеет вид
[image: image2058.png]



Минимальная стоимость транспортных расходов
[image: image2059.png]L(Xonr2) = 93 yean. en.




Аналогичный анализ можно провести и по остальным сво​бодным клеткам.

Теневые цены свободных клеток можно использовать в ка​честве индикаторов изменений стоимости транспортировки од​ного изделия или тарифа.

Например, теневая цена пустой клетки (3, 3) равна |Δ33| = | - 2| = 2, а фактическая цена транспортировки одного изде​лия — 7 усл. ед. Следовательно, для того чтобы использование данной клетки в распределении перевозок привело к снижению общих транспортных расходов, нужно, чтобы тариф этой клет​ки был не более 7 – 2 = 5 усл. ед.

Проведем стоимостный анализ изменений в занятых клет​ках. При снижении тарифа увеличение числа изделий в данной клетке выгодно. Если же тарифы занятых клеток возрастают, то при достижении ими определенного значения использование этой клетки является нежелательным и необходимо произвести перераспределение грузов.

В качестве примера определим допустимые изменения та​рифа занятой клетки (1, 3). Тариф клетки равен 5 усл. ед. за одно изделие. Уменьшение этой величины не повлияет на объ​ем перевозок, так как указанное количество изделий в клетке удовлетворяет всю потребность магазина 3.

Если тариф клетки (3,1) становится больше 5 усл. ед., то при составлении циклов будет задействована пустая клетка (2, 3) с |Δ23| = 13 или (3, 3) с |Δ33| = 2. В обоих циклах клетка (1, 3) будет иметь знак "—" и любое увеличение тарифа повле​чет снижение теневой цены пустой клетки (2, 3) или (3, 3).

Изменение объема перевозок будет иметь место в случае, если тариф клетки (1,3) возрастет более чем на 2 усл. ед. и превысит 7 усл. ед. При этом теневая цена клетки (3,3) станет положительной и окажется невыгодным использование клетки (1.3).

Таким образом, для получения оптимального распределе​ния перевозок тариф клетки (1,3) должен изменяться в диапа​зоне от 0 до 7 усл. ед. Внутри указанного промежутка происхо​дит лишь изменение общей стоимости транспортных расходов, а распределение перевозок не меняется.

23.11. Приложение транспортных моделей к решению некоторых экономических задач

Алгоритм и методы решения транспортной задачи могут быть использованы при решении некоторых экономических за​дач, не имеющих ничего общего с транспортировкой груза. В этом случае величины тарифов сij имеют различный смысл в зависимости от конкретной экономической задачи. К таким задачам относятся следующие:

· оптимальное закрепление за станками операций по обра​ботке деталей. В них cij является таким экономическим показателем, как производительность. Задача позволяет определить, сколько времени и на какой операции нуж​но использовать каждый из станков, чтобы обработать максимальное количество деталей. Так как транспорт​ная задача требует нахождения минимума, то значения cij берутся с отрицательным знаком;

· оптимальные назначения, или проблема выбора. Имеет​ся т механизмов, которые могут выполнять т различ​ных работ с производительностью cij. Задача позволяет определить, какой механизм и на какую работу надо на​значить, чтобы добиться максимальной производитель​ности;

· задача о сокращении производства с учетом суммарных расходов на изготовление и транспортировку продукции;

· увеличение производительности автомобильного транс​порта за счет минимизации порожнего пробега. Умень​шение порожнего пробега сократит количество автомо​билей для перевозок, увеличив их производительность;

· решение задач с помощью метода запрещения перевозок. Используется в том случае, если груз от некоторого по​ставщика по каким-то причинам не может быть направ​лен одному из потребителей. Данное ограничение мож​но учесть, присвоив соответствующей клетке достаточ​но большое значение стоимости, тем самым в эту клетку не будут производиться перевозки.

23.12. Выбор оптимального варианта использования производственного оборудования

На предприятии имеются три группы станков, каждая из которых может выполнять пять операций по обработке дета​лей (операции могут выполняться в любом порядке). Макси​мальное время работы каждой группы станков соответственно равно 100, 250, 180 ч. Каждая операция должна выполняться соответственно 100, 120, 70, 130 ч.

Определить, сколько времени и на какую операцию нужно использовать каждую группу станков, чтобы обработать мак​симальное количество деталей.

Производительность каждой группы станков на каждую операцию задана матрицей
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Решение. Воспользуемся алгоритмом решения закрытой транспортной задачи (табл. 23.13).

Так как в задаче требуется найти максимум, а согласно алгоритму транспортной задачи находится минимум, тарифы умножим на (—1).
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Находим потенциалы свободных клеток:

[image: image2062.png]



Так как Δ14 = 3 > 0, перераспределим грузы, получим
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Полученное перераспределение грузов занесем в табл. 23.14.

Оценки свободных клеток составляют
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Найденное решение является оптимальным, так как все оценки свободных клеток отрицательные. Итак,
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Таким образом, на первой группе станков целесообразно выполнять операции 1 и 4 продолжительностью 40 и 60 ч со​ответственно, на второй группе — операции 1, 2 и 3 продолжи​тельностью 60, 120 и 70 ч соответственно, на третьей группе — операции 4 и 5 продолжительностью 50 и 130 ч соответственно. При этом максимальное число обработанных деталей составит 5 170 шт.

УПРАЖНЕНИЯ
Решить следующие транспортные задачи, заданные распреде​лительной таблицей.
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23.5. Требуется спланировать перевозку строительного мате​риала с трех заводов к четырем строительным площадкам, используя железнодорожную сеть. В течение каждого кварта​ла на четырех площадках требуется соответственно 5, 10, 20, 15 вагонов строительных материалов. Возможности различных заводов соответственно равны 10, 15 и 25 вагонов в квартал. Условия задачи даны в табл. 23.15. Числа на пересечении строк и столбцов таблицы означают стоимость перевозки одного ва​гона (усл. ед.).
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23.6. Решить транспортную задачу, заданную распредели​тельной табл. 23.16, причем перевозки от 2-го поставщика ко 2-му потребителю и от 3-го поставщика к 1-му потребителю временно закрыты (в таблице эти тарифы обозначены боль​шим числом М > 0).
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23.7. В трех пунктах производства имеется одинаковая про​дукция в объеме 200, 170, 130 т. Эта продукция должна быть доставлена потребителям в количестве 50, 220, 80, 110 и 140 т. Стоимости перевозок единицы продукции от каждого постав​щика к каждому потребителю заданы матрицей
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В связи с неплатежеспособностью перевозки от первого пункта производства до первого пункта потребления и от вто​рого пункта производства до третьего пункта потребления вре​менно закрыты. Составить оптимальный план перевозок, при котором суммарные затраты на них минимальные.

23.8. Фирма получила заказы на три вида выпускаемой ею продукции (бокалы, чашки и вазы), которые необходимо изго​товить в течение следующей недели. Размеры заказов: бока​лы — 4000 шт., чашки — 2400 шт., вазы — 1000 шт.

Участок по изготовлению имеет три станка, на каждом из которых можно делать любой из заказанных видов продукции с одинаковой производительностью. Однако единичные затра​ты по каждому виду продукции различны в зависимости от используемого станка и заданы табл. 23.17.

Кроме того, известно, что производственные мощности 2-го и 3-го станков на следующую неделю составят 3000 шт., а 1-го станка — 2000 шт.
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Используя модель транспортной задачи, найти план произ​водства для заказанных видов продукции, имеющий наимень​шую стоимость.

Глава 24. ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

24.1. Общая формулировка задачи

Некоторые задачи линейного программирования требуют целочисленного решения. К ним относятся задачи по произ​водству и распределению неделимой продукции (выпуск стан​ков, телевизоров, автомобилей и т.д.). В общем виде математи​ческая модель задачи целочисленного программирования име​ет вид
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при ограничениях:
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Оптимальное решение задачи, найденное симплексным ме​тодом, часто не является целочисленным. Его можно округлить до ближайших целых чисел. Однако такое округление может дать решение, не лучшее среди целочисленных решений, или привести к решению, не удовлетворяющему системе ограниче​ний. Поэтому для нахождения целочисленного решения нужен особый алгоритм. Такой алгоритм предложен Гомори и состо​ит в следующем.

Симплексным методом находят оптимальное решение за​дачи. Если решение целочисленное, то задача решена. Если же оно содержит хотя бы одну дробную координату, то на​кладывают дополнительное ограничение по целочисленности и вычисления продолжают до получения нового решения. Ес​ли и оно является нецелочисленным, то вновь накладывают дополнительное ограничение по целочисленности. Вычисления продолжают до тех пор, пока не будет получено целочисленное решение или показано, что задача не имеет целочисленного ре​шения.

Пусть получено оптимальное решение 
[image: image2075.wmf]X

опт = (f1, f2, ... , fr, 0, ..., 0), которое не является целочисленным, тогда по​следний шаг симплексной таблицы имеет следующий вид:
[image: image2076.png]



где r — ранг системы ограничений; hi,r+1 — коэффициент сим​плексной таблицы i-й строки, (r + 1)-го столбца; fi — свобод​ный член i-й строки.

Пусть fi и хотя бы одно hij (j = 
[image: image2077.wmf]
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) — дроб​ные числа.

Обозначим через [fi] и [hij] целые части чисел fi и hij.
Определение 1. Целой частью числа fi называют наибольшее целое число, не превосходящее числа fi.

Дробную часть чисел fi и hij обозначим {fi} и {hij}, она определяется следующим образом:
[image: image2080.png]{fit = fi— [fil,  {hi;} = hij — [hsj].




Пример.
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Если fi и хотя бы одно значение hij дробны, то с учетом введенных обозначений целых и дробных чисел дополнитель​ное ограничение по целочисленности примет вид
{hi,r+l} xr+1 + {hi,r+2} xr+2 + • • • + {hi,п} xп ≥ {fi}.
Примечания. 1) Если fi — дробное число, а все hij — целые числа, то задача линейного программирования не имеет целочисленного решения.

2) Ограничение целочисленности может быть наложено не на все переменные, а лишь на их часть. В этом случае задача является частично целочисленной.

24.2. Графический метод решения задач

При наличии в задаче линейного программирования двух переменных, а в системе ограничений — неравенств она может быть решена графическим методом.

В системе координат Х1ОХ2 находят область допустимых решений, строят вектор 
[image: image2083.wmf]С

 и линию уровня. Перемещая линию уровня по направлению 
[image: image2084.wmf]С

 для задач на максимум, находим наиболее удаленную от начала координат точку и ее коорди​наты.

В том случае, когда координаты этой точки нецелочислен​ные, в области допустимых решений строят целочисленную решетку и находят на ней такие целые числа, которые удовле​творяют системе ограничений и при которых значение целевой функции наиболее близко к экстремальному нецелочисленному решению. Координаты такой вершины и являются целочислен​ным решением.

Аналогично решается задача на минимум.

24.3. Прогнозирование эффективного использования производственных площадей

Рассмотрим следующую задачу.

Для улучшения финансового положения фирма приняла ре​шение об увеличении выпуска конкурентоспособной продук​ции, для чего принято решение об установке в одном из це​хов дополнительного оборудования, занимающего 19/3 м2 пло​щади. На приобретение дополнительного оборудования фирма выделила 10 усл. ед., при этом она может купить оборудование двух видов. Приобретение 1-го комплекта оборудования 1-го вида стоит 1,0 усл. ед., 2-го вида — 3 усл. ед. Приобретение одного комплекта оборудования 1-го вида позволяет увеличить выпуск продукции в смену на 2 шт., а одного комплекта обору​дования 2-го вида — на 4 шт. Зная, что для установки одного комплекта оборудования 1-го вида требуется 2м2 площади, а для оборудования 2-го вида — 1м2 площади, определить такой набор дополнительного оборудования, который дает возмож​ность максимально увеличить выпуск продукции.

Решение. Составим математическую модель задачи. Предположим, что фирма приобретает х1 комплектов допол​нительного оборудования 1-го вида и x2 комплектов оборудо​вания 2-го вида. Математическая модель задачи будет иметь вид
[image: image2085.png]L(z) = 2z; + 422 — max




при ограничениях:
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Получим задачу целочисленного программирования, так как неизвестных только два (x1 и x2). Найдем решение задачи графическим способом (рис. 24.1).

ОABC — область допустимых решений (ОДР). Оптималь​ное решение задача имеет в точке B (9/5, 41/15), при этом мак​симальное значение целевой функции составляет 218/15 ед. По​лученное оптимальное решение нецелочисленное.
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Условию целочисленности переменных удовлетворяют ко​ординаты 12 точек. Чтобы найти точку, координаты которой определяют решение исходной задачи, заменим многоугольник ОABC многоугольником OKEMRNF, содержащим все допус​тимые точки с целочисленными координатами.

Строим вектор 
[image: image2088.wmf]с

(2, 4). Линию уровня перемещаем по на​правлению 
[image: image2089.wmf]с

, получим в точке Е (1, 3) максимальное значение целевой функции:
[image: image2090.png]L(Zyen)max =2-14+4-3 =14 ycu. en.




Таким образом, фирме следует приобрести один комплект оборудования 1-го вида и три комплекта оборудования 2-го ви​да, что обеспечит ей при имеющихся ограничениях на произ​водственные площади и денежные средства максимальное уве​личение выпуска продукции, равное 14 усл. ед. в смену.

24.4. Метод Гомори

Решим эту же задачу методом Гомори, ее математическая модель:
[image: image2091.png]L(%) = 2z; + 4z — max,




ограничения:
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Симплексная таблица представлена в табл. 24.1.
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Получим
[image: image2094.png]Xonr = (9/5,41/15), L(z) = 218/15.




Найдем дробные части чисел 9/15 и 41/15:
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Учитывая дробные части чисел 3/5 и - 1/5:
[image: image2096.png]



составляем дополнительное ограничение целочисленности для 1-й строки:
[image: image2097.png]3/5z3 +4/5z4 > 4/5, nim 3/5z3 + 4/5x4 — x5 = 4/5,




которое вводим в табл. 24.2. 
Получим
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Сравнивая полученное значение целевой функции целочис​ленного решения со значением при оптимальном решении, за​метим, что условие целочисленности задачи приводит к умень​шению значения целевой функции.
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Ответ. 
[image: image2100.wmf]X
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УПРАЖНЕНИЯ
Найти целочисленное решение следующих задач.

24.1. L(
[image: image2102.wmf]x

) = 16x1 + 9x2 → max при ограничениях:
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24.2. L(
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) = 2x1 + 3x2 → min при ограничениях:
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24.3. L(
[image: image2106.wmf]x

) = 3x1 + x2 → max при ограничениях:
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24.4. L(
[image: image2108.wmf]x

) = 4x1 + х2 → max при ограничениях:
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24.5. L(
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24.6. L(
[image: image2112.wmf]x

) = 4x1 + 5x2 + x3 → max при ограничениях:
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24.7. L(
[image: image2114.wmf]x
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24.8. Фирма выпускает три вида изделий А, Б, В, причем пла​новый сменный выпуск составляет 9 шт. изделия А, 7 шт. из​делия Б, 6 шт. изделия В.

Сменные ресурсы: 51 ед. производственного оборудования, 48 ед. сырья, 67 ед. электроэнергии, их расход на одно изделие дан в табл. 24.3.

Прибыль от реализации изделий А — 40 усл. ед., Б — 50 усл. ед., В — 10 усл. ед.
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Определить, сколько изделий каждого вида надо произво​дить, чтобы получить максимальную прибыль от выпускае​мых сверх плана изделий.

24.9. Для приобретения оборудования по сортировке зерна фер​мер выделяет 34 усл. ед. Оборудование должно быть размеще​но на площади, не превышающей 60 м2.

Фермер может заказать оборудование двух видов: менее мощные машины А стоимостью 3 усл. ед., требующие произ​водственной площади 3 м2 (с учетом проходов) и обеспечиваю​щие производительность за смену 2 т зерна, и более мощные машины В стоимостью 4 усл. ед., занимающие площадь 5 м2 и обеспечивающие за смену сортировку 3 т зерна.

Определить оптимальный вариант приобретения оборудо​вания, обеспечивающий фермеру при данных ограничениях максимум общей производительности сортировки, если он мо​жет приобрести не более 8 машин типа В.

24.10. Три типа самолетов следует распределить между че​тырьмя авиалиниями. В табл. 24.4 приведены данные месяч​ного объема перевозок каждым самолетом на каждой линии и соответствующих эксплуатационных расходов.
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Распределить самолеты по линиям так, чтобы при мини​мальных суммарных эксплуатационных расходах перевезти по каждой из четырех авиалиний не менее 300, 200, 1000 и 500 ед. груза соответственно.

Глава 25. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

25.1. Постановка задачи

Общая задача линейного программирования имеет вид
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при ограничениях:
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где cj, aij, bi — постоянные величины. Однако на практике сталкиваются с тем, что эти величины изменяются в некото​рых интервалах. Кроме того, определив оптимальное решение экономической задачи при заданных cj, aij и bi, целесообразно знать, в каких допустимых пределах можно их менять, чтобы решение оставалось оптимальным. Поэтому возникает необхо​димость исследовать поведение оптимального решения задачи линейного программирования в зависимости от изменения ко​эффициентов ее целевой функции, системы ограничений и ко​эффициентов целевой функции и системы ограничений. Огра​ничимся рассмотрением зависимости оптимального решения от изменения коэффициентов целевой функции.

25.2. Линейное программирование с параметром в целевой функции

Пусть коэффициент cj целевой функции изменяется в пре​делах (cj — c'j,cj + с''j), тогда для удобства решения задачи его можно заменить выражением
[image: image2120.png]ci(N) =5+ A,




где c'j, с''j — постоянные; λ — параметр, который изменяется в некоторых пределах (в общем случае от -
[image: image2121.wmf]¥

 до 
[image: image2122.wmf]¥

).

В общем виде задача линейного программирования с пара​метром в целевой функции записывается так:
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при ограничениях:
[image: image2124.png]



Для каждого значения λ в промежутке δ ≤ λ ≤ φ, где δ и φ — произвольные действительные числа, найти вектор 
[image: image2125.wmf]x

(x1, x2,..., xп), удовлетворяющий системе ограничений и об​ращающий в максимум (минимум) целевую функцию.

Решая задачу на максимум симплексным методом и иссле​дуя ее решение в зависимости от изменения параметра λ, полу​чим выражения для определения нижнего (λ1) и верхнего (λ2) его значений:
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где Δ"j, — оценка симплексной таблицы, содержащая пара​метр λ; Δ'j — оценка симплексной таблицы, не содержащая параметр λ.

Если для целевой функции отыскивается min, то границы изменения λ (λ1 и λ2) определяются следующим образом:
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Приведем алгоритм решения.

1) Задачу решаем симплекс-методом при конкретном зна​чении параметра λ до получения оптимального решения.

2) Вычисляем значения параметров λ1, λ2.

3) Определяем множество значений параметра λ, для кото​рых полученное решение является оптимальным.

4) В случае необходимости в базис вводим вектор, соответ​ствующий столбцу, из которого определялось значение параметра λ2.

5) Выбираем ключевую строку и ключевой элемент.

6) Определяем новое оптимальное решение.

7) Находим новое множество значений λ, для которых ре​шение останется оптимальным.

8) Процесс вычисления повторяем до тех пор, пока весь от​резок [δ, φ] не будет исследован.

Выясним геометрический смысл задачи.
[image: image2128.png]Pnc. 25.1




Пусть L(
[image: image2129.wmf]x

) = 
[image: image2130.wmf]å

=

n

j

1

(c'j + λc''jxj) → max. ABCDEF — область допустимых решений (рис. 25.1). При λ = 0 строим вектор 
[image: image2131.wmf]c

 и, перемещая линию уровня MN по направлению вектора 
[image: image2132.wmf]c

, получим в точке D оптимальное решение. Итак, 
[image: image2133.wmf]x

 (D) — оп​тимальное решение, при котором имеем L(
[image: image2134.wmf]x

 (D))max. При различных значениях λ линия M'N', параллельная линии уров​ня MN, будет определенным образом поворачиваться вокруг точки D. Пусть при λ = λ1 прямая M'N' проходит через сторо​ну CD многоугольника допустимых решений, а при λ = λ2 — через сторону DE. Тогда значения 
[image: image2135.wmf]X

(D)опт и L(
[image: image2136.wmf]X

(D))max не изменятся до тех пор, пока λ1 ≤ λ ≤ λ2. Такая картина будет повторяться до получения нового оптимального решения, соот​ветствующего новой целевой функции, для которой существует свой диапазон изменения λ.

25.3. Определение диапазона оптимального решения выпуска продукции при изменении условий реализации

Рассмотрим следующую задачу.

Предприятие должно выпустить два вида продукции А и В, для изготовления которых используются три вида сырья. Нормы расхода сырья каждого вида на производство единицы данного вида приведены в табл 25.1. В ней указаны такие запа​сы сырья каждого вида, которые могут быть использованы на производство единицы продукции данного вида. Известно, что цена единицы продукции может изменяться для изделия А от 2 до 12 усл. ед., а для изделия В — от 13 до 3 усл. ед., причем эти изменения определяются выражениями 2 + λ и 13 — λ, где 0 ≤ λ ≤ 10.

Для каждого из возможных значений цены единицы про​дукции данного вида найти такой план их производства, при котором общая стоимость продукции является максимальной.
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Решение. Обозначим через х1 количество единиц продук​ции А, через x2 — количество единиц продукции В. Матема​тическая модель задачи имеет вид

[image: image2138.png]L(Z) = (2+ A)z1 + (13 — N)z2 — max




при ограничениях:
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Область допустимых решений — многоугольник OABCD (рис. 25.2). Полагая λ = 0, L(
[image: image2140.wmf]x

) = 2x1 + 13х2 строим 
[image: image2141.wmf]C

(2, 13). Перемещая линию уровня по направлению 
[image: image2142.wmf]C

, находим, что в точке А(0, 11) задача имеет оптимальное решение. Таким об​разом, при λ = 0 
[image: image2143.wmf]x

1опт(0, 11), L(
[image: image2144.wmf]x

1)max = 143.

Если уравнение прямой имеет вид
[image: image2145.png]AZ1+B$2+C:0,




то угловой коэффициент равен k = - А/В.
Угловой коэффициент линии уровня, перпендикулярной 
[image: image2146.wmf]C

, при произвольном значении λ равен k = (2 + λ) / (13 – λ).
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Найдем область оптимальности 
[image: image2148.wmf]x

1опт : 
[image: image2149.wmf]x

1опт  будет оставать​ся оптимальным для всех λ, при которых соответствующая линия уровня находится внутри угла, образованного прямы​ми x1 = 0 и (25.2). Угловой коэффициент прямой (25.2) k = - 2/2 = -1. По условию λ1 = 0, λ2 = (2 + λ) / (13 - λ) = -1, откуда λ2 = 11/2. Решение 
[image: image2150.wmf]x

1опт остается оптимальным при λ 
[image: image2151.wmf]Î

 [0, 11/2].

При λ = 11/2 линия уровня совпадает с прямой (25.2) и оптимальными будут все точки, лежащие на прямой (25.2), в том числе и точка В(1, 10), лежащая на пересечении прямых (25.2) и (25.3).

Оптимальное решение будет сохраняться до тех пор, пока при изменении λ линия уровня не совпадет с прямой (25.3), что будет соответствовать новому оптимальному решению 
[image: image2152.wmf]x

2опт. Найдем новый диапазон изменения λ: λ1 = 11/2, λ2 = (- 2 + λ) / (13 - λ) = -2, так как k3 = -2. Откуда λ2 = 8.

Получили при λ 
[image: image2153.wmf]Î

 [11/2, 8] 
[image: image2154.wmf]x

2опт = (1, 10), L(
[image: image2155.wmf]x

2)max = 132 – 9λ.

Аналогично определяем, что при λ 
[image: image2156.wmf]Î

 [8,10], 
[image: image2157.wmf]x

3опт = (2, 8), L(
[image: image2158.wmf]x

3)mах = 108 – 6λ.

Таким образом, при λ = [0, 11/2] необходимо производить только 11 изделий В, при этом стоимость продукции будет максимальной и равной (143 – 11λ) усл. ед.; при λ 
[image: image2159.wmf]Î

 [11/2, 8] необходимо производить одно изделие А и 10 изделий В, при этом стоимость продукции является максимальной и равной (132 – 9λ) усл. ед.; при λ 
[image: image2160.wmf]Î

 [8, 10] необходимо производить 2 изделия А и 8 изделий В, при этом стоимость продукции будет максимальной и равной (108 – 6λ) усл. ед.

Найдем решение этой же задачи симплексным методом (табл. 25.2-25.4), для чего приведем задачу к каноническому виду:
[image: image2161.png]L(zZ) = (2+ N)z1 + (13 = X)z2 — max




при ограничениях:
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Получим λ1 = - 
[image: image2163.wmf]¥

, так как все Δ”j ≤ 0;
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Таким образом, λ 
[image: image2167.wmf]Î

 [0, 11/2], 
[image: image2168.wmf]x

1опт = (0, 11, 5, 0, 3), L(
[image: image2169.wmf]x

1)max = 143 – 11λ. 
Получим
[image: image2170.png]



Таким образом, λ 
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 [11/2, 8], 
[image: image2172.wmf]x

2опт = (1, 10, 2, 0, 0), L(
[image: image2173.wmf]x

2)mах = 132 – 9λ. 
Получим
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Таким образом, λ 
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 [8, 10], 
[image: image2176.wmf]x

3опт = (2, 8, 0, 2, 0), L(
[image: image2177.wmf]x

3)mах = 108 – 6λ.
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Получили следующие оптимальные решения в зависимости от диапазона изменения λ:
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25.4. Транспортная параметрическая задача

Задача формулируется следующим образом: для всех зна​чений параметра δ ≤ λ ≤ φ, где δ, φ — произвольные дейст​вительные числа, найти такие значения xij (i = 
[image: image2180.wmf]m

,

1

; j =
[image: image2181.wmf]n

,

1

), которые обращают в минимум функцию
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при ограничениях:
[image: image2183.png]



Пользуясь методом потенциалов, решаем задачу при λ = δ до получения оптимального решения. Признаком оптимально​сти является условие:
ui + vj — [c'ij + λс"ij) ≤ 0 для незанятых клеток
и ui + vj = с' ij + λс''ij для занятых клеток,

где ui, vj — потенциалы строк, столбцов распределительной таблицы.

Условие совместимости транспортной задачи запишется в виде
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Значения αij и βij определяются из условия
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где u'i, v'i, u"j, v"j определяются из систем уравнений
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Значения λ находятся в пределах λ1 ≤ λ ≤ λ2:
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Алгоритм решения.

1) Задачу решаем при конкретном значении параметра λ = δ до получения оптимального решения.

2) Определяем αij и βij.
3) Вычисляем значения параметра λ.

4) Если λ < φ, производим перераспределение поставок и получаем новое оптимальное решение. Если λ = φ, то процесс решения окончен.

25.5. Нахождение оптимальных путей транспортировки грузов при нестабильной загрузке дорог

Имеются три поставщика однородного товара с объемами поставок: а1 = 100 т, а2 = 200 т, a3 = 100 т и четыре потреби​теля с объемами потребления b1 = - 80 т, b2 = 120 т, b3 = 150 т, b4 = 50 т. Стоимость транспортных расходов изменяется в определенном диапазоне в зависимости от загрузки дороги и задана матрицей
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Определить оптимальное решение перевозок, обеспечиваю​щее минимальные транспортные затраты.

Решение. В матрицу расходов введем параметр λ, где 0 ≤ λ ≤ 3. Получим
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Полагая λ = 0, решаем задачу методом потенциалов, опре​делим оптимальное решение перевозок. Распределительная таблица этого решения будет иметь вид табл. 25.5.
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В таблице ui и vj — потенциалы строк и столбцов. Для занятых клеток они определяются из условия
[image: image2191.png]"
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Полагая u1 = 0, v1 + и1 = 5 + 2λ, получаем v1= 5 + 2λ, 
v2 + и1 = 4 — λ, откуда v2 = 4 — λ;

v1 + u2 = 4 или 5 + 2λ + u2 = 4, откуда и2 = -1 - 2λ;

v3 + u2 = 4 + 2λ или -1 – 2λ + v3 = 4 + 2λ, v3 = 5 + 4λ. 

Аналогично находим, что u3 = -1 + λ, v4 = 2 + 2λ.

Оценки свободных клеток находим по формуле
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Имеем
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Аналогично находим, что Δ24 = -6 + λ, Δ31 = -1 + 3λ, Δ33 = -2 + 5λ.

Решение, полученное при λ = 0, является оптимальным для всех значений параметра λ, удовлетворяющих условию
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Имеем
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Так как по условию задачи λ ≥ 0, то оптимальное решение сохраняется при 0 ≤ λ ≤ 1/3. При этом минимальная стои​мость транспортных расходов составляет
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Таким образом, при λ 
[image: image2197.wmf]Î

 [0; 1/3] L(X1)min = 1430 + 440λ и
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Чтобы получить оптимальное решение при λ ≥ 1/3, пере​распределим поставки товаров в клетку (3, 1), где λ2 = 1/3. Вновь полученное распределение представлено в табл. 25.6.
[image: image2199.png]Tabauna 25.6

b; 80 120 150 50 u;
a;
100 5+ 2X 4- A 8 3+A{ 0
100
200 4 7 442X 7—A
50 150 —24 A
100 5 3 6 1+3x
30 20 50 14+
v 6— A 4- ) 6+ A 2 42X





Находим оценки свободных клеток:
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Определим пределы изменения λ:
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A2 = min(—ai3/Pi3; —0na/Bra; —oa/Bos; —az1/Bar; —ass/Ba3) =
=min(2;1;7/4;1/2) =1/2, (i >0.




Полученное в таблице оптимальное решение сохраняется при 1/3 ≤ λ ≤ 1/2. При этом L(X2)min = 1460 + 350λ. Итак,
[image: image2202.png]0 100 0 O
Xoonr =150 0 150 O ).
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Перераспределим поставки грузов в клетку (3, 3), где λ2 = 1/2. Получим новое распределение (табл. 25.7). Находим оценки свободных клеток:
[image: image2203.png]A =2 -5, Az =~1-),
Ay =-1+), Agg = —6+ 2],
Aoy = —8+ 6, Azz3=1-2X.




[image: image2204.png]Ta6muua 25.7

b; 80 120 150 50 u;
Q;
100 542X 4— A 8 3+ 0
100
200 4 7 4+ 2 T—X
80 120 -3+ 3A
100 3 6 143
5 20 30 50 —-1+A
v; 73X 4- A 7T—2A 2+ 2





Определим пределы изменения λ:
[image: image2205.png]A = max(—ai1 /B —3/Prz; —a31/B31) =
=max(2/5;-1;1/2) =1/2, B;; <0;

A2 = min(—ay4/B1a; —0t22/ Boz; —r2a/B24a) =
=min(1;3;4/3) =1, B;; >0.




Оптимальное решение сохраняется при 1/2 ≤ λ ≤ 1. При этом L(Х3)min = 1490 + 290λ. Итак,
[image: image2206.png]0 100 0 O
Xsonr= |80 0 120 0 ].
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Перераспределим поставки товаров в клетку (1, 4), где λ2 = 1 (табл. 25.8).

Оценки свободных клеток:
[image: image2207.png]A = —1—2), Az = -1 =),
Aoy = —6+ 2], Aoy = =T+ 5],
A =1—2), Agg=1—A




Пределы изменения λ:
[image: image2208.png]A1 = max(—aa1/61; —as1/Bs1; —c13/Pi3; —asa/Bas) =
=max(1/2; -1;1/2;1), B;; <0,

A2 = min(—a22/B2; —24/B24; ) = min(3;7/5) = 7/5, B;; > 0.
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Полученное в предыдущей таблице оптимальное решение сохраняется при λ ≤ 7/5. При этом L(Х4)min = 1540 + 240λ. Итак,
[image: image2211.png]0 50 0 50
Xgonr= |8 0 120 0 }.
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Перераспределим поставки грузов в клетку (2, 4), где λ2 = 7/5 (табл. 25.9).

Оценки свободных клеток:
[image: image2212.png]A =2-5), Az = —1— ),
Apg =T~ 5, Agy = —6 + 2,




[image: image2213.png]Az =1-2), Azq =8 —6A.




Пределы изменения λ:
[image: image2214.png]A1 = max(2/5;-1;7/5,1/2;8/6) =7/5, Bi; <O0;
Ao = m1n(3) =3, ﬂi]‘ > 0.




Оптимальное решение сохраняется при 7/5 ≤ λ ≤ 3. При этом L(X5)min = 1890 – 10λ. Итак,
[image: image2215.png]0 100 0 O
Xsonr= {80 0 70 5079.
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УПРАЖНЕНИЯ
Решить следующие задачи параметрического программирова​ния с параметром в целевой функции.

25.1. L(
[image: image2216.wmf]x

) = -λx1 — х2 → min, 1 ≤ λ ≤ 11 при ограничениях:
[image: image2217.png]2z + 22 £ 6,
-1 — T2 < 2,
—3z1 + 2z £ 3,
Ty — T2 <5,
z12 2 0.




25.2. L(
[image: image2218.wmf]x

) = 5x1 + (2 + 3λ)x2 → max, 0 ≤ λ ≤ 10 при ограни​чениях:
[image: image2219.png]—z1+ 22 <3,
4z + 59 < 51,
2z, — 59 < 3,
1+ 25,
z12 2 0.




25.3. L(
[image: image2220.wmf]x

) = 2x1 + (3 + 4λ)x2 → max, -
[image: image2221.wmf]¥

 < λ < 
[image: image2222.wmf]¥

 при ограничениях:
[image: image2223.png]2y + x < 12,
1 — 2 < 10,

—x1 +x9 <6,

z12 2 0.




25.4. L(
[image: image2224.wmf]x

) = (1 + λ)x1 + (2 - λ)x2 → min, -1 ≤ λ ≤ 4 при ограничениях:
[image: image2225.png]Ty + 2x2 — 3 =4,
—1:1+$2+:L'4=1,
2$1—3$2+£5=3,




25.5. L(
[image: image2226.wmf]x

) = (3 + 3λ)x1 + 2x2 + (5 – 6λ)x3 → max, -
[image: image2227.wmf]¥

 < λ < 
[image: image2228.wmf]¥

 при ограничениях:
[image: image2229.png]1+ 19+ 23 £ < 40,
3xzy + 2z3 £ 60,
r1 +4x9 < 30,




Решить следующие транспортные параметрические за​дачи.

25.6. Произвести транспортировку однородного груза с трех складов с объемами хранения 100, 200, 200 т соответствен​но пяти оптовым рынкам с потребностями 80, 70, 100, 150, 100 т соответственно. Стоимость транспортных расходов за​дана матрицей
[image: image2230.png]



причем стоимость перевозки груза со второго склада на чет​вертый рынок и с третьего склада на пятый рынок изменяется в некотором диапазоне 0 ≤ λ ≤ 2.

Определить план перевозок, обеспечивающий минималь​ные транспортные расходы в заданном диапазоне изменения параметра λ.

25.7. Имеются четыре поставщика однородного груза с объем​ами поставок 100, 70, 70, 20 т и три потребителя с объемами потребления 120, 80, 60 т. Cтоимость транспортных расходов задана матрицей
[image: image2231.png]N o 4+
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причем стоимость перевозки груза от четвертого поставщика до третьего потребителя изменяется в диапазоне 0 ≤ λ ≤ 9.

Определить оптимальный план перевозок, обеспечиваю​щий минимальные транспортные расходы.

Глава 26. ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИЯХ

26.1. Постановка задачи

Задача заключается в выборе такого распределения ре​сурсов по объектам, при котором минимизируется стоимость назначений. Предполагается, что каждый ресурс назначается ровно один раз и каждому объекту приписывается ровно один ресурс.

Возможные применения задачи о назначениях представле​ны в табл. 26.1.
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Матрица стоимостей С имеет вид
[image: image2233.png]C = (cij),




где cij — затраты, связанные с назначением i-го ресурса на j-й объект, i = j = 
[image: image2234.wmf]n

,

1

, где п — число объектов или ресурсов.

Обозначим:
[image: image2235.png]1, ecnu i-7t pecypc HasHauaercs Ha j-it OGBHEKT;
Ti=10s NIPOTHUBHOM CJIy4ae.




Таким образом, решение задачи может быть записано в ви​де Х = (xij).
Допустимое решение называется назначением. Оно строит​ся путем выбора ровно одного элемента в каждой строке мат​рицы X = (xij) и ровно одного элемента в каждом столбце этой матрицы.

Элементы cij матрицы С, соответствующие элементам xij = 1 матрицы X, будем отмечать кружками:
[image: image2236.png]



Математическая постановка задачи:
[image: image2237.png]n o n
L(X) = Z Zcijzij — min

i=1j=1




при ограничениях:
[image: image2238.png]n
Z =1, i=TIn;
o
Z =1, j=1Ln;

zi; =0 mmm 1.




26.2. Алгоритм решения задачи

Задача о назначениях является частным случаем транспо​ртной задачи, в которой ai = bj = 1. Поэтому ее можно решать алгоритмами транспортной задачи. Рассмотрим другой метод, который является более эффективным, учитывающим специ​фику математической модели. Этот метод называется венгер​ским алгоритмом. Он состоит из следующих шагов:

1) преобразования строк и столбцов матрицы;

2) определение назначения;

3) модификация преобразованной матрицы.

1-й шаг. Цель данного шага — получение максимально воз​можного числа нулевых элементов в матрице С. Для этого из всех элементов каждой строки вычитаем ми​нимальный элемент соответствующей строки, а из всех элементов каждого столбца вычитаем минимальный эле​мент соответствующего столбца.

2-й шаг. Если после выполнения 1-го шага в каждой строке и каждом столбце матрицы С можно выбрать по одному нулевому элементу, то полученное решение будет опти​мальным назначением.

3-й шаг. Если допустимое решение, состоящее из нулей, не найдено, то проводим минимальное число прямых че​рез некоторые столбцы и строки так, чтобы все нули оказались вычеркнутыми. Выбираем наименьший невы​черкнутый элемент. Этот элемент вычитаем из каждого невычеркнутого элемента и прибавляем к каждому эле​менту, стоящему на пересечении проведенных прямых.

Если после проведения 3-го шага оптимальное решение не достигнуто, то процедуру проведения прямых следует повто​рять до тех пор, пока не будет получено допустимое решение.

Пример.
[image: image2239.png]2 10 9 7
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Распределить ресурсы по объектам.

Решение. 1-й шаг. Значения минимальных элементов строк 1, 2, 3 и 4 равны 2, 4, 11 и 4 соответственно. Вы​читая из элементов каждой строки соответствующее ми​нимальное значение, получим

[image: image2240.png]10

11




Значения минимальных элементов столбцов 1, 2, 3 и 4 равны 0, 0, 5, 0 соответственно. Вычитая из элементов каждого столбца соответствующее минимальное значе​ние, получим

[image: image2241.png]0

11




2-й шаг. Ни одно полное назначение не получено, необходимо провести модификацию матрицы стоимостей.

3-й шаг. Вычеркиваем столбец 1, строку 3, строку 2 (или столбец 2). Значение минимального невычеркнутого эле​мента равно 2:

[image: image2242.png]— min = 2.
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Вычитаем его из всех невычеркнутых элементов и, складывая его со всеми элементами, расположенными на пересечении двух линий, получим

[image: image2243.png]



Ответ. Первый ресурс направляем на 3-й объект, вто​рой — на 2-й объект, четвертый — на 1-й объект, третий ре​сурс — на 4-й объект. Стоимость назначения: 9 + 4 + 11 + 4 = 28.

Примечания. 1. Если исходная матрица не является квад​ратной, то нужно ввести фиктивные ресурсы или фиктивные объекты, чтобы матрица стала квадратной.

2. Если какой-либо ресурс не может быть назначен на ка​кой-то объект, то соответствующая стоимость полагается рав​ной достаточно большому числу М.

3. Если исходная задача является задачей максимизации, то все элементы матрицы С следует умножить на (—1) и сло​жить их с достаточно большим числом так, чтобы матрица не содержала отрицательных элементов. Затем задачу следу​ет решать как задачу минимизации.

4. Если число линий, необходимое для того, чтобы вы​черкнуть нулевые элементы, равно числу строк или столб​цов (квадратной матрицы), то существует назначение нулевой стоимости.

26.3. Планирование загрузки оборудования с учетом максимальной производительности станков

Рассмотрим следующую задачу.

На предприятии пять станков различных видов, каждый из которых может выполнять пять различных операций по обра​ботке деталей. Известна производительность каждого станка при выполнении каждой операции, заданная матрицей
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Определить, какую операцию и за каким станком следует за​крепить, чтобы суммарная производительность была макси​мальной при условии, что за каждым станком закреплена толь​ко одна операция.

Решение. Так как в задаче требуется определить max, a алгоритм метода дан для задач на min, умножим матрицу С на (—1). Сложим полученную матрицу, имеющую отрицатель​ные коэффициенты, с положительным числом, например с чис​лом 10. Получим
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Минимальные элементы в строчках есть 3, 4, 4, 6, 4. Выч​тем их из соответствующих элементов матрицы, получим
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Так как назначение не получено, вычеркиваем строку 2, столбцы 2, 4, 5:

[image: image2247.png][am—y
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Минимальный элемент равен 1. Вычитаем его из всех не​вычеркнутых элементов и складываем со всеми элементами, расположенными на пересечении двух линий. Получаем

[image: image2248.png]



Оптимальное решение, соответствующее последней матри​це, равно
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Суммарная производительность: 6 + 6 + 3 + 6 + 7= 28. 

Таким образом, на первом станке надо делать 5-ю опера​цию, на втором — 1-ю операцию, на третьем — 4-ю операцию, на четвертом — 3-ю операцию, на пятом станке — 2-ю опе​рацию. Суммарная производительность: 28 деталей в единицу времени.

26.4. Выбор инвестиционных проектов в условиях ограниченности финансовых ресурсов

При планировании вложений проект может быть принят к исполнению, если он имеет положительную чистую приведен​ную стоимость. Однако в действительности для предприятий существуют ограничения, связанные с нехваткой финансовых ресурсов на его осуществление. В этом случае возникает не​обходимость разработки такого метода отбора одного проекта (или группы проектов), который, с одной стороны, обеспечит максимально возможную чистую приведенную стоимость, а с другой — позволит "уложиться" в выделенные для инвестиций средства.

Например, у предприятия для выполнения некоторых про​грамм имеется пять инвестиционных проектов, чистая приве​денная стоимость которых указана в табл. 26.2. Однако пред​приятие не может финансировать все проекты: суммы денег, выделенные на текущий год и последующие два, меньше не​обходимых для инвестирования в полном объеме. При этом оставшиеся денежные средства не могут быть перенесены на следующие годы, также не предусмотрено более одного финан​сирования одного и того же проекта. Требуется распределить выделенные средства в инвестиционные проекты оптимальным способом.
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Решение. Обозначим черех xj долю вложения в j-й про​ект, где j = 
[image: image2251.wmf]5

,

1

. Тогда чистая приведенная стоимость инвес​тиций в 1-й проект составит 40x1; во 2-й проект — 60x2 и т.д. При этом необходимо учитывать, что инвестиции не должны превышать 54, 62 и 70 ден. ед. в первый, второй и третий годы соответственно. Требуется выбрать один или группу проектов с наибольшей совокупной чистой приведенной стоимостью.

Математическая модель этой экономической задачи имеет вид
[image: image2252.png]L(%) = 40z1 + 60zy + 38z3 + 50z4 + 5525 — max




при ограничениях:
[image: image2253.png]12z + 1729 + 1023 4 Tz4 + 1725 < 54,
8x1 + 17Tz + Ty + 2224 + 1425 < 62,
17z + 20z 4 2123 + 624 + 2025 < 70,




причем xj = 0 или 1, j = 
[image: image2254.wmf]5

,

1

 (проект либо финансируется, либо нет).

Решая задачу на компьютере, получаем х1 = х2 = х4 = x5 = 1, x3 = 0. Иными словами, необходимо производить финансирование 1, 2, 4 и 5-го проектов. При этом потребуются денежные средства в объеме 177 ден. ед. в течение трех лет (при выделяемом предприятием объеме 186 ден. ед.), а сумма чистой приведенной пои мести проектов будет максимальной и составит 205 ден. ед.

Математическая модель может быть составлена для произ​вольного конечного числа программ при предполагаемом фи​нансировании в течение любого количества лет.

УПРАЖНЕНИЯ
26.1. Фирма имеет три механизма A1, А2, А3, каждый из ко​торых может быть использован на каждом из трех видов ра​бот B1, B2, B3 с производительностью, заданной матрицей (в условных единицах)
[image: image2255.png]B, By Bj

A 1 2 3
Az 1 4 21}.
As 3 1 5




Распределить механизмы по одному на каждую из работ так, чтобы суммарная производительность всех механизмов была максимальной.

26.2. Пять человек должны выполнить четыре работы, при​чем каждый из работников с разной производительностью мо​жет выполнить любую из этих работ. Предусматривается, что каждый работник в состоянии сделать только одну работу.

Производительности работников при выполнении работ зада​ны матрицей
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Распределить людей на работу так, чтобы выполнить ее с мак​симальной производительностью.

26.3. Фирма, имеющая четыре склада, получила четыре зака​за, которые необходимо доставить различным потребителям. Складские помещения каждой базы имеют вполне достаточ​ное количество товара, чтобы выполнить любой один из этих заказов.

Расстояния между каждой базой и каждым потребителем приведены в матрице
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Как следует распределить заказы по базам, чтобы общая даль​ность транспортировки была минимальной?

26.4. Фирма объединяет три предприятия, каждое из которых производит 3 вида изделий.

Себестоимости каждого изделия в усл. ед. при изготовле​нии на каждом предприятии указаны в матрице
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Учитывая необходимость специализации каждого предприятия только по одному изделию, распределить производство изде​лий по предприятиям так, чтобы изделия имели минимальную себестоимость.

26.5. Компания разрабатывает план выпуска трех новых ви​дов продукции. Она уже владеет пятью предприятиями, и те​перь на трех из них должны производиться новые виды про​дукции — по одному виду на одно предприятие.

Даны издержки производства единицы продукции, усл. ед.:
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Издержки сбыта единицы продукции, усл. ед.:
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Плановый объем годового производства, который позволил бы удовлетворить спрос, и себестоимость единицы продукции каждого вида приведены в табл. 26.3.
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Закрепить выпуск продукции между предприятиями, обеспе​чивающий получение наибольшей прибыли за год.

Глава 27. ЗАДАЧИ С НЕСКОЛЬКИМИ ЦЕЛЕВЫМИ ФУНКЦИЯМИ

27.1. Формулировка задачи

В рассматриваемых выше задачах линейного программи​рования математические модели имели одну целевую функцию, для которой находилось максимальное или минимальное зна​чение экономического показателя. Однако на практике часто требуется найти экстремальные значения нескольких эконо​мических показателей. В этом случае математическая модель имеет несколько целевых функций, причем некоторые из них требуют нахождения максимального, а другие — минималь​ного значений. Поэтому ставится задача нахождения такого компромиссного (субоптимального) решения модели, в кото​ром значения всех рассматриваемых экономических показате​лей были бы приближены к экстремальным значениям.

Нахождение компромиссного решения относится к много​критериальным задачам оценки оптимальности.

В настоящее время подобные задачи математически недо​статочно разработаны и для практической деятельности реша​ются следующими способами.

1. Производится ранжирование показателей, т.е. располо​жение их в порядке значимости, важности. Затем при​ступают к поиску решения, оптимального по наиболее важному из них. Задавшись допустимой величиной из​менения первого критерия, ищут решение по второму критерию, наилучшему в полученной области, и т.д. По​рядок значимости и допустимые диапазоны выбирают произвольно.

2. Построение единого (интегрального) показателя эффек​тивности посредством суммирования произведений име​ющихся показателей на "весовые" коэффициенты (коэф​фициенты важности показателей).

3. Превращение всех целевых функций, кроме одной, в ограничения.

27.2. Математическая модель нахождения компромиссного решения

Дана математическая модель экономической задачи, в ко​торой две целевые функции и система ограничений линейны. Найдем компромиссное решение по двум показателям, один из которых требует отыскания максимума, а другой — мини​мума:
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при ограничениях:
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где L1, L2 — значения целевых функций (экономические пока​затели), для упрощения записи опущены обозначения аргумен​та; aij, cj, dj, bi — коэффициенты; xj — переменные.

Решим задачу по каждому показателю в отдельности и найдем оптимальные значения L1max, L2min.
Проделав преобразования над целевыми функциями, полу​чим математическую модель нахождения компромиссного ре​шения задачи с двумя целевыми функциями:
[image: image2264.png]W = gz,:1 — min




при ограничениях:
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где W — целевая функция; xn+1 — наибольшее относительное значение экономических показателей.

Математическая модель будет аналогичной в случае на​хождения компромиссных решений задач, имеющих три целе​вые функции и более.

Рассмотрим нахождение компромиссного решения экономи​ческой задачи, математическая модель которой имеет три це​левые функции.

27.3. Определение оптимального выпуска продукции при многокритериальных экономических показателях

Фирма выпускает два вида изделий по цене 2 ден. ед. и 3 ден. ед. соответственно. По результатам маркетинговых ис​следований спрос на изделия второго вида не менее 1 тыс. ед. в год. Для производства изделий используются материалы А и В, запасы которых на фирме составляют 18 и 15 т соответ​ственно. Для изготовления 1 тыс. изделий норма расхода ма​териала А для изделий 1-го вида составляет 3 т, а для изделий 2-го вида — 5 т. Для изготовления 1 тыс. изделий материала В расходуется: для изделий 1-го вида — 5 т, для изделий 2-го вида — 3 т. Себестоимость изделий 1-го вида — 1 ден. ед., а 2-го вида — 2 ден. ед.

Найти оптимальное решение по производству изделий 1-го и 2-го видов, чтобы прибыль и количество выпускаемых изде​лий были максимальными, себестоимость минимальной.

Решение. Обозначим: x1 — количество изделий 1-го вида, тыс. ед.; x2 — количество изделий 2-го вида тыс. ед. 

Математическая модель задачи будет иметь вид
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при ограничениях:
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Решим задачу по каждой целевой функции в отдельности. Получим
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Математическая модель задачи нахождения компромиссно​го решения:
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при ограничениях:
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Решая задачу на ПЭВМ, получим
[image: image2271.png]Xxoxvmp = (1’07; 1)'




Таким образом, фирме целесообразно выпускать 1,07 тыс. изделий 1-го вида и 1 тыс. изделий 2-го вида.

УПРАЖНЕНИЯ
Составить математическую модель нахождения компромиссно​го решения и найти его.

27.1. L1 = x1 + 2x2 → max, L2 = 4x1 + х2 → min при ограни​чениях:
[image: image2272.png]



27.2. L1 = 2x1 + x2 → max, L2 = 2x1 + x2 → min при ограни​чениях:
[image: image2273.png]



27.3. L1 = x1 + 3x2 →  max, L2 = 2x1 + x2 → min при ограни​чениях:
[image: image2274.png]4z 4620 <24,
6z1+3z2 <18,
z2 2 1,

zy < 4

£L‘1,2 2 0.




27.4. L1 = 4x1 + x2 → max, L2 = x1 + 4x2 → min при ограни​чениях:
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27.5. L1 = x1 + 3x2 → max, L2 = x1 + x2 → min при ограниче​ниях:
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27.6. L1 = 5x1 +4x2 → max, L2 = x2 → max при ограничениях:
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27.7. L1 = x1 - x2 → max, L2 = x1 + 2x2 → max, L3 = 2x1 + x2 → min при ограничениях:
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Часть 6. ЭЛЕМЕНТЫ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Глава 28. НЕЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

28.1. Общая постановка задачи

Математическая модель задачи нелинейного программиро​вания в общем виде формулируется следующим образом: найти вектор 
[image: image2279.wmf]x

 = (х1, x2, …, xn), удовлетворяющий системе ограни​чений
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и доставляющий экстремум (наибольшее или наименьшее зна​чение) целевой функции
[image: image2281.png]L= f(z1,22,...,25),




где xj — переменные, j = 
[image: image2282.wmf]n

,

1

; L, f, gi — заданные функции от n переменных, bi — фиксированные значения.

Нелинейное программирование применяется при прогнози​ровании промышленного производства, управлении товарными ресурсами, планировании обслуживания и ремонта оборудова​ния и т.д.

Для задачи нелинейного программирования в отличие от линейных задач нет единого метода решения. В зависимости от вида целевой функции и системы ограничений разработаны специальные методы решения, к которым относятся методы множителей Лагранжа, квадратичное и выпуклое программи​рование, градиентные методы, приближенные методы реше​ния, графический метод.

Из нелинейного программирования наиболее разработаны задачи, в которых система ограничений линейная, а целевая функция нелинейная. Однако даже для таких задач оптималь​ное решение может быть найдено для определенного класса це​левых функций. Например, когда целевая функция сепарабельная, т.е. является суммой п функций fj(xj), или квадратичная. При этом следует отметить, что в отличие от задач линейного программирования, где точками экстремума являются верши​ны многогранника решений, в задачах с нелинейной целевой функцией точки могут находиться внутри многогранника, на его ребре или в вершине.

При решении задач нелинейного программирования для це​левой функции необходимо определить глобальный максимум или глобальный минимум. Глобальный максимум (минимум) функции — это ее наибольшее (наименьшее) значение из ло​кальных максимумов (минимумов).

Наличие локальных экстремумов затрудняет решение за​дач, так как большинство существующих методов нелинейного программирования не позволяет установить, является найден​ный экстремум локальным или глобальным. Поэтому имеется возможность в качестве оптимального решения принять ло​кальный экстремум, который может существенно отличаться от глобального.

28.2. Графический метод

Рассмотрим примеры решения задач нелинейного програм​мирования с двумя переменными, причем их целевые функции и системы ограничений могут быть заданы в линейном и не​линейном виде. Так же как и в задачах линейного программи​рования, они могут быть решены графически.

Задача с линейной целевой функцией и нелинейной системой ограничений

Пример 1. Найти глобальные экстремумы функции
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при ограничениях:
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Решение. Область допустимых решений — часть окруж​ности с радиусом 4, которая расположена в первой четверти (рис. 28.1).
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Линиями уровня целевой функции являются параллельные прямые с угловым коэффициентом, равным -2. Глобальный минимум достигается в точке O (0, 0), глобальный максимум — в точке А касания линии уровня и окружности. Проведем че​рез точку А прямую, перпендикулярную линии уровня. Прямая проходит через начало координат, имеет угловой коэффициент 1/2 и уравнение x2 = 1/2х1.
Решаем систему
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откуда находим х1 = 8
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Ответ. Глобальный минимум, равный нулю, достигается в точке O (0, 0), глобальный максимум, равный 4
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, — в точке А(8
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Задача с нелинейной целевой функцией и линейной системой ограничений

Пример 2. Найти глобальные экстремумы функции
[image: image2295.png](zy - 2)2 + (xg — 3)2
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при ограничениях:
[image: image2296.png]



Решение. Область допустимых решений — OABD (рис. 28.2). Линиями уровня будут окружности с центром в
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точке O1. Максимальное значение целевая функция имеет в точке D(9, 0), минимальное — в точке O1 (2, 3). Поэтому
[image: image2298.png]L(D) = (9-2)2+ (0 - 3)* = 58.




Ответ. Глобальный максимум, равный 58, достигается в точке D (9, 0), глобальный минимум, равный нулю, — в точке O1 (2, 3).
Пример 3. Найти глобальные экстремумы функции
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при ограничениях:
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Решение. Область допустимых решений — OABD (рис. 28.3). Линии уровня представляют собой окружности с центром в точке O1 (6, 3). Глобальный максимум находится в точке O (0, 0) как самой удаленной от точки O1. Глобальный минимум расположен в точке Е, находящейся на пересечении прямой 3x1 + 2x2 = 15 и перпендикуляра к этой прямой, про​веденного из точки O1.
[image: image2301.png]Puc. 28.3




Найдем координаты точки Е: так как угловой коэффици​ент прямой 3x1 + 2x2 = 15 равен -3/2, то угловой коэффициент перпендикуляра O1Е равен 2/3. Из уравнения прямой, прохо​дящей через данную точку О2 с угловым коэффициентом 2/3, получим
[image: image2302.png]2
(z2 —3) = :1:1 — 6), orkyna 2z; — 3z = 3.




Решая систему
[image: image2303.png]2.’1)1 - 3172 = 3,
3z1 + 2z = 15,




находим координаты точки Е: х1 = 51/13, x2 = 21/13, при этом L(Е) = 1053/169.

Координаты точки Е можно найти следующим образом: дифференцируя выражение (x1 — 6)2 + (x2 - 3)2 как неявную функцию по x1, получим
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Приравниваем полученное значение к тангенсу угла накло​на прямой 3x​1 + 2x2 = 15:
[image: image2305.png]—-22—3:; = :2:2, unn 2z - 3xg = 3.





Решаем систему уравнений
[image: image2306.png]21‘1 - 3:1:2 = 3,
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получим координаты точки Е: х1 = 51/13, x2 = 21/13.

Ответ. Глобальный максимум, равный 52, находится в точке O (0, 0). Глобальный минимум, равный 1053/169, нахо​дится в точке E (51/13, 21/13).

Задача с нелинейной целевой функцией и нелинейной системой ограничений

Пример 4. Найти глобальные экстремумы функции
[image: image2307.png]L= (z; —2) + (z2 — 1)?




при ограничениях:
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Решение. Областью допустимых решений является ок​ружность с радиусом 4, расположенная в первой четверти (рис. 28.4). Линиями уровня будут окружности с центром в точке O1 (2, l).
Глобальный минимум достигается в точке O1. Глобальный максимум — в точке А (0, 4), при этом
[image: image2309.png]LA =0-22+4-1)*=4+9=13.
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Ответ. Глобальныи минимум, равный нулю, достигается в точке O1 (2, l), глобальный максимум, равный 13, находится в точке А (0, 4).

Пример 5. Найти глобальные экстремумы
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при ограничениях:
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Решение. Область допустимых решений не является вы​пуклой и состоит из двух частей (рис. 28.5). Линиями уровня являются окружности с центром в точке O (0, 0).
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Найдем координаты точек А и В, решая систему
[image: image2314.png]{1:1(132 = 4,
1+ x2 = 5.




Получим А (1, 4), В (4, 1). В этих точках функция имеет гло​бальные минимумы, равные 17. Найдем координаты точек D и Е, решая системы
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откуда получаем D (2/3, 6) и L(D) = 328/9, E (7, 4/7) и L(E) = 2417/49.

Ответ. Целевая функция имеет два глобальных миниму​ма, равных 17, в точках А (1, 4) и B (4, 1), глобальный макси​мум, равный 2417/49, достигается в точке E (7, 4/7).
28.3. Дробно-линейное программирование 
Математическая модель задачи
Дробно-линейное программирование относится к нелиней​ному программированию, так как имеет целевую функцию, за​данную в нелинейном виде.

Задача дробно-линейного программирования в общем виде записывается следующим образом:
[image: image2316.png]i) n
L= Z cj:cj/ Zdj:nj — max(min)
j=1 j=1




при ограничениях:
[image: image2317.png]



где cj, dj, bi, aij — постоянные коэффициенты и 
[image: image2318.wmf]å
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djxj ≠ 0.
Рассмотрим задачу дробно-линейного программирования в виде
[image: image2319.png]L = (c121 + cox2)/(d171 + doz2) — max(min) (28.1)




при ограничениях:
[image: image2320.png](28.2)
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Будем считать, что d1x1 + d2x2 ≠ 0.

Для решения этой задачи найдем область допустимых ре​шений, определяемую ограничениями (28.2). Пусть эта область не является пустым множеством.

Из выражения (28.1) найдем х2:

[image: image2321.png]Ldizi 4 Ldyry = e121 + coxa,

zo(Ldy - ) = z(e1 — Ldy),

sy =wi(er Ldy)/(Ldy - ca),
x2 = k1,




[image: image2322.png]roe k= (Cl - Ldl)/(Ldz - C2).




Прямая x2 = kx1 проходит через начало координат. При некотором фиксированном значении L угловой коэффициент k прямой тоже фиксирован и прямая займет определенное поло​жение. При изменении значений L прямая х2 = kx1 будет по​ворачиваться вокруг начала координат (рис. 28.6).
[image: image2323.png]X5

Puc. 28.6




Установим, как будет вести себя угловой коэффициент k при монотонном возрастании L. Найдем производную от k по L:
[image: image2324.png]dk o —di(Ldy — c2) —da(c1 — Ldy) _ dicy — ey
dL (Ldz — c2)? (Ldg — c2)?





Знаменатель производной всегда положителен, а числитель от L не зависит. Следовательно, производная имеет постоян​ный знак и при увеличении L угловой коэффициент будет толь​ко возрастать или только убывать, а прямая будет поворачи​ваться в одну сторону. Если угловой коэффициент прямой име​ет положительное значение, то прямая вращается против ча​совой стрелки, при отрицательном значении k — по часовой стрелке. Установив направление вращения, находим вершину или вершины многогранника, в которых функция принимает max(min) значение, либо устанавливаем неограниченность за​дачи.
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При этом возможны следующие случаи.

1. Область допустимых решений ограничена, максимум и минимум достигаются в ее угловых точках (рис. 28.7).

2. Область допустимых решений неограничена, однако су​ществуют угловые точки, в которых целевая функ​ция принимает максимальное и минимальное значения (рис. 28.8).

3. Область допустимых решений неограничена, имеется один из экстремумов. Например, минимум достигает​ся в одной из вершин области и имеет так называемый асимптотический максимум (рис. 28.9).

4. Область допустимых решений неограничена. Максимум и минимум являются асимптотическими (рис. 28.10).

Алгоритм решения

1. Находим область допустимых решений.

2. Определяем угловой коэффициент k и устанавливаем на​правление поворота целевой функции.

3. Находим точку max(min) целевой функции или устана​вливаем неразрешимость задачи.

Экономическая интерпретация задач дробно-линейного программирования

Математическая модель задачи дробно-линейного програм​мирования может быть использована для определения рента​бельности затрат на производство изделий, рентабельности продаж, затрат в расчете на рубль выпускаемой продукции, себестоимости изделий.

Обозначим: rj — прибыль предприятия от реализации еди​ницы изделия j-гo вида;

xj — количество выпущенной продукции j-гo вида;

sj — цена единицы продукции j-гo вида;

cj — себестоимость производства единицы изделия j-гo вида;

dj — затраты на производство одного изделия j-гo вида.

Задача рентабельности (Рз) затрат на производство изде​лий имеет вид
[image: image2326.png]P, =Y rjz;j/ Y cjzj — max.




Задача рентабельности (Рn) продаж имеет вид
[image: image2327.png]Pn=2rjxj/23ja:j — max.




Задача определения затрат (Зр) в расчете на рубль товар​ной продукции записывается в виде
[image: image2328.png]3p = chxj/z s;T; — min.




Задача нахождения себестоимости изделия записывается как
[image: image2329.png]¢4 '—‘Zdj/z.’l,‘j — min.




Указанные математические модели имеют системы ограниче​ний в зависимости от условий задачи.

Применение дробно-линейного программирования для определения себестоимости изделий

Рассмотрим использование дробно-линейного программи​рования для нахождении себестоимости изделий.

Пример 6. Для производства двух видов изделий А и В пред​приятие использует три типа технологического оборудования. Каждое из изделий должно пройти обработку на каждом из типов оборудования. Время обработки каждого из изделий, затраты, связанные с производством одного изделия, даны в табл. 28.1
Оборудование I и III типов предприятие может использо​вать не более 26 и 39 ч соответственно, оборудование II типа целесообразно использовать не менее 4 ч.

Определить, сколько изделий каждого вида следует изго​товить предприятию, чтобы средняя себестоимость одного из​делия была минимальной.
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Решение. Составим математическую модель задачи. Пусть x1 — количество изделий вида А, которое следует из​готовить предприятию, x2 — количество изделий вида В. Об​щие затраты на их производство составят (2х1 + 3x2) тыс. р., а средняя себестоимость одного изделия будет равна
[image: image2331.png](221 + 3z2)/(z1 + z2).




Математическая модель задачи примет вид
[image: image2332.png]L = (2z, + 3z2)/(z1 + x2) = min




 при ограничениях:
[image: image2333.png]221 + 8z9 < 26,

T+ T2 2 4,

1221 + 3z2 < 39,
zi12 = 0.




ΔАВС — область допустимых решений (рис. 28.11).
[image: image2334.png]Puc. 28.11

-

Xy




Найдем x2: L = (2x1 + 3x2) / (x1 + x2), 2x1 + 3х2 = Lx1 + Lx2, x2 (3 - L) = x1 (L - 2),

[image: image2335.png]Ty = 1:1(L - 2)/(3 - L) = kml.




Угловой коэффициент прямой равен k = (L - 2)/(3 — l), тогда
[image: image2336.png]dk 3-LD)-(-1)(E-2) __ 1
dL = (3- L) TB-L)?





Так как dk/dL > 0, то функция k = (L - 2)/(3 - L) возрастает. Это соответствует вращению прямой против часовой стрелки. Следовательно, в точке С (рис. 28.11) целевая функция будет иметь наименьшее значение (глобальный минимум). 

Найдем координаты точки С. Решая систему
[image: image2337.png]1221 4 3z2 = 39,
T+ T2 = 4,

131:3, IL'QZ],




получим С (3, 1), 
[image: image2338.wmf]x

опт = (3, 1), L = 9/4.

Следовательно, предприятию следует выпускать 3 изделия вида А и 1 изделие вида В. При этом средняя себестоимость одного изделия будет минимальной и равной 2,25 тыс. р.

Сведение экономико-математической модели дробно-линейного программирования к задаче линейного программирования

Задачу дробно-линейного программирования можно свести к задаче линейного программирования и решить симплексным методом.

Обозначим
[image: image2339.png]n
Yo = 1/ Zdjl’j
3=1




при условии
[image: image2340.png]n
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и введем новые переменные уj = y0xj. 

Тогда задача примет вид
[image: image2341.png]n
L=)
ciy; —
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при ограничениях:
[image: image2342.png]



После нахождения оптимального решения полученной зада​чи, используя вышеуказанные соотношения, найдем оптималь​ное решение исходной задачи дробно-линейного программиро​вания.

Пример 7. Дана задача дробно-линейного программирования
[image: image2343.png]L = (2z1 — z3)/(z1 + 222 + 1) — max




при ограничениях:
[image: image2344.png]Iy 21172+1}3 =2,
2r) + 1y + T4 =6,
z; > 0, j =T,—4




Решение. Обозначим: x1 + 2x2 + 1 = 1/у0, y0 > 0, тогда L = 2x1y0 - x2y0.

Обозначим: x1y0 = y1, х2у0 = у2, х3у0 = у3, х4у0 = y4. 
Преобразуем систему ограничений, умножив обе части всех ограничений на у0, и перейдем к переменным у0, y1, y2, y3,  y4. Задача примет вид
[image: image2345.png]L = 2yy — yp — max




при ограничениях:
[image: image2346.png]—2y0+y1 —2y2 +y3 =0,
—6yo+2y1 +y2+ya =0,
Yoty +2=1,

y; 20, 7=1,4, 3 >0.
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Получили задачу линейного программирования, решаем ее симплексным методом (табл. 28.2). 
Получим
[image: image2348.png]Jomr = (1/3,2/3,0,0,2/3),




тогда
[image: image2349.png]



Ответ: 
[image: image2350.wmf]x

опт = (2, 0, 0, 2), Lmax = 4/3.
28.4. Метод множителей Лагранжа

Постановка задачи

Дана задача нелинейного программирования
[image: image2351.png]L = f(z1,z2,...,T,) — max(min)




при ограничениях:
[image: image2352.png]gi(.’lfl, T2,... ,.’IL,L) = 0,
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Предположим, что функции f(x1, х2,..., xп) и gi(x1, x2,..., xп) непрерывны вместе со своими первыми частными про​изводными.

Ограничения заданы в виде уравнений, поэтому для ре​шения задачи воспользуемся методом отыскания условного эк​стремума функции нескольких переменных.

Для решения задачи составляется функция Лагранжа
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где λi — множители Лагранжа.

Затем определяются частные производные:
[image: image2354.png]



Приравняв к нулю частные производные, получим систему
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Решая систему, получим множество точек, в которых целевая функция L может иметь экстремальные значения. Следует отметить, что условия рассмотренной системы являются необходимыми, но недостаточными. Поэтому не всякое полученное решение определяет точку экстремума целевой функции. Применение метода бывает оправданным, когда заранее предполагается существование глобального экстремума, совпадающего с единственным локальным максимумом или минимумом целевой функции.

Пример 8. Найти точку условного экстремума функции

[image: image2356.png]L =z129 + 2013




при ограничениях:

[image: image2357.png]:1,‘1~$2:2,
T9 + 2z3 = 4.




Решение. Составим функцию Лагранжа

[image: image2358.png]F(z1, 22,23, A1, A2) = 2172 + Zax3 +
+/\1($1 — T — 2) + /\2(1’2 + 23 — 4)




Найдем частные производные функции Лагранжа по пере​менным x1, x2, x3, λ1, λ2. Приравняв к нулю полученные вы​ражения, решим систему
[image: image2359.png](OF /021 = x5 + A = 0,
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Откуда λ1 = -x2, λ2 = - x2/2, х1 = -2, x2 = -4, x3 = 4, L = -8.
Определим характер экстремума, изменяя полученные зна​чения переменных. Измененные значения должны удовлетво​рять заданной системе ограничений. Возьмем х1 > -2, напри​мер x1 = -1, тогда из системы ограничений получим х2 = -3, x3 = 7/2, L = -15/2. Возьмем х1 < -2, например х1 = -3, тогда получим х2 = -5, x3 = 9/2, L = -15/2. Следовательно, L = -8 — минимальное значение функции.

Ответ. Точка экстремума х1 = -2, x2 = -4, x3 = 4, при этом максимальное значение функции L = -8.

Расчет экономико-математической модели при нелинейных реализациях продукции

Рассмотрим применение выше приведенных методов на примере решения задачи оптимальной реализации продукции.

Пример 9. Мукомольный комбинат реализует муку двумя способами: в розницу через магазин и оптом через торговых агентов. При продаже x1 кг муки через магазин расходы на реализацию составляют х12 ден. ед., а при продаже x2 кг муки посредством торговых агентов — х22 ден. ед.

Определить, сколько килограммов муки следует продавать каждым способом, чтобы затраты на реализацию были мини​мальными, если в сутки выделяется для продажи 5 000 кг муки.

Решение. Составим математическую модель задачи. 

Найдем минимум суммарных расходов

[image: image2360.png]L=2?+22




при ограничениях:

[image: image2361.png]z1 + zo = 5000,
71,2 2 0.




Для расчета модели используем метод множителей Лагранжа. Составим функцию Лагранжа

[image: image2362.png]F(zy,29,\) = 22 + 23 + A\(z1 + £ — 5000).




Найдем частные производные функции F по x1, x2 и λ, приравняем их к нулю, получим систему уравнений
[image: image2363.png]2;1,‘1 I )\:0,
25 + A =0,
1+ To — 5000 = 0,




откуда λ = -5 000, x1 = 2 500, x2 = 2 500, L = 12 500 000 ден. ед.

Давая х1 значения больше и меньше 2500, находим L и из определения экстремума функции получаем, что L при х1 = x2 = 2 500 достигает минимума.

Таким образом, для получения минимальных расходов не​обходимо расходовать в сутки через магазин и торговых аген​тов по 2 500 кг муки, при этом расходы на реализацию составят 12 500 000 ден. ед.

УПРАЖНЕНИЯ
Используя графический метод, найти глобальные экстремумы функций.

28.1. L =x1 + 2x2 при ограничениях:
[image: image2364.png]22 + 22 < 25,
z12 2 0.




28.2. L = x1 + 3x2 при ограничениях:
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28.3. L = (x1 - 6)2 + (x​2 - 2)2 при ограничениях:
[image: image2366.png]1 +2ZE2 < 85
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28.4. L = (x1 — 3)2 + (x2 — 4)2 при ограничениях:
[image: image2367.png]3z + 2x9 < 7,
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28.5. L = (x1 - 4)2 + (x2 - 3)2 при ограничениях:
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28.6. L = (x1 - 3)2 + (x2 — 2)2 при ограничениях:
[image: image2369.png]z? + 22 < 36,
z12 2 0.




28.7. L = (x1 — 2)2 + (x2 — l)2 при ограничениях:
[image: image2370.png]{
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28.8. L = x12 + x22 при ограничениях:
[image: image2371.png]z172 < 4,
1+ T9 2 5,
1 <7,
z2 < 6,

T12 2 0.




Найти глобальные максимум и минимум дробно-линейных функций.

28.9. L = (2x1 - x2) / (x1 + x2) при ограничениях:
[image: image2372.png]3.’1)2 2 —13,
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28.10. L = (3x1 - x2)/(x1 + x2) при ограничениях:
[image: image2373.png]z1+x2 25,
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28.11. L = (3x1 + 7x2)/(xl + х2) при ограничениях:
[image: image2374.png]Ty —2T2 < 1,
Ty + 19 2 4,
2z, + 22 £ 12,
by — 20 2 2,
z12 2 0.




Используя метод множителей Лагранжа, найти точку условно​го экстремума следующих функций.

28.12. L = 2х1х3 – х2х3 при ограничениях:
[image: image2375.png]$2+2(L’3’——3,
221—!-2}2?—‘2.




28.13. L = х1х2 + x2x3, при ограничениях:
[image: image2376.png]{

1+ 19 = 2,
T2 + 3 = 2.




28.14. L = x1x2 + х2х3 при ограничениях:
[image: image2377.png]{a:l—a:2=2,
T9 + x3 = 4.




28.15. L = 2x1 — x2 + х3 при ограничениях:
[image: image2378.png]w%+w%+m§:1.




28.16. Фирма реализует автомобили двумя способами: через розничную и оптовую торговлю. При реализации х1 автомоби​лей в розницу расходы на реализацию составляют 4x1 + х12 р., а при продаже x2 автомобилей оптом — х22 р.

Найти оптимальный способ реализации автомобилей, ми​нимизирующий суммарные расходы, если общее число пред​назначенных для продажи автомобилей составляет 200 шт.

Глава 29. ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

29.1. Постановка задачи

Динамическое программирование — один из разделов оп​тимального программирования, в котором процесс принятия решения и управления может быть разбит на отдельные эта​пы (шаги).

Экономический процесс является управляемым, если мож​но влиять на ход его развития. Под управлением понимает​ся совокупность решений, принимаемых на каждом этапе для влияния на ход развития процесса. Например, выпуск продук​ции предприятием — управляемый процесс. Совокупность ре​шений, принимаемых в начале года (квартала и т.д.) по обеспе​чению предприятия сырьем, замене оборудования, финансиро​ванию и т.д., является управлением. Необходимо организовать выпуск продукции так, чтобы принятые решения на отдель​ных этапах способствовали получению максимально возмож​ного объема продукции или прибыли.

Динамическое программирование позволяет свести одну сложную задачу со многими переменными ко многим задачам с малым числом переменных. Это значительно сокращает объ​ем вычислений и ускоряет процесс принятия управленческого решения.

В отличие от линейного программирования, в котором сим​плексный метод является универсальным методом решения, в динамическом программировании такого универсального ме​тода не существует. Одним из основных методов динамичес​кого программирования является метод рекуррентных соотношений, который основывается на использовании принципа оптимальности, pазработанного американским математиком Р. Беллманом. Принцип состоит в том, что, каковы бы ни бы​ли начальное состояние на любом шаге и управление, выбран​ное на этом шаге, последующие управления должны выбирать​ся оптимальными относительно состояния, к которому придет система в конце данного шага. Использование данного прин​ципа гарантирует, что управление, выбранное на любом шаге, не локально лучше, а лучше с точки зрения процесса в целом.

В некоторых задачах, решаемых методом динамического программирования, процесс управления разбивается на шаги. При распределении на несколько лет ресурсов деятельности предприятия шагом целесообразно считать временной пери​од; при распределении средств между предприятиями — номер очередного предприятия. В других задачах разбиение на шаги вводится искусственно. Например, непрерывный управляемый процесс можно рассматривать как дискретный, условно разбив его на временные отрезки (шаги). Исходя из условий каждой конкретной задачи, длину шага выбирают таким образом, что​бы на каждом шаге получить простую задачу оптимизации и обеспечить требуемую точность вычислений.

29.2. Некоторые экономические задачи, решаемые методами динамического программирования

Оптимальная стратегия замены оборудования

Одной из важных экономических проблем является опреде​ление оптимальной стратегии в замене старых станков, агре​гатов, машин на новые.

Старение оборудования включает его физический и мораль​ный износ, в результате чего растут производственные затра​ты по выпуску продукции на старом оборудовании, увеличива​ются затраты на его ремонт и обслуживание, снижаются про​изводительность и ликвидная стоимость.

Наступает время, когда старое оборудование выгоднее про​дать, заменить новым, чем эксплуатировать ценой больших за​трат; причем его можно заменить новым оборудованием того же вида или новым, более совершенным.

Оптимальная стратегия замены оборудования состоит в определении оптимальных сроков замены. Критерием опти​мальности при этом может служить прибыль от эксплуата​ции оборудования, которую следует оптимизировать, или сум​марные затраты на эксплуатацию в течение рассматриваемого промежутка времени, подлежащие минимизации.

Введем обозначения: r(t) — стоимость продукции, произ​водимой за один год на единице оборудования возраста t лет;

u(t) — ежегодные затраты на обслуживание оборудования возраста t лет;

s(t) — остаточная стоимость оборудования возраста t лет;

Р — покупная цена оборудования.

Рассмотрим период N лет, в пределах которого требуется определить оптимальный цикл замены оборудования.

Обозначим через fN(t) максимальный доход, получаемый от оборудования возраста t лет за оставшиеся N лет цикла использования оборудования при условии оптимальной стра​тегии.

Возраст оборудования отсчитывается в направлении тече​ния процесса. Так, t = 0 соответствует случаю использования нового оборудования. Временные же стадии процесса нумеру​ются в обратном направлении по отношению к ходу процесса. Так, N = 1 относится к одной временной стадии, остающей​ся до завершения процесса, а N = N — к началу процесса (рис. 29.1).

На каждом этапе N-стадийного процесса должно быть при​нято решение о сохранении или замене оборудования. Выбран​ный вариант должен обеспечивать получение максимальной прибыли.
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Функциональные уравнения, основанные на принципе оп​тимальности, имеют вид:

[image: image2380.png]fn(t) = max {r(t) —u(t) t fv 1(t+1) —— Coxpanenne;
s(t) — P+ r(0) — fy_1(1)— Bamena, (29.1)
fi(t) = max {r(t) —u(?) — Coxpanenue;
s(t) = P+ r(0) — u(0) — 3amena. (29.2)




Уравнение (29.1) описывает N-стадийный процесс, а (29.2) — одностадийный. Оба уравнения состоят из двух час​тей: верхняя строка определяет доход, получаемый при сохра​нении оборудования; нижняя — доход, получаемый при замене оборудования и продолжении процесса работы на новом обору​довании.

В уравнении (29.1) функция r(t) — u(t) есть разность между стоимостью произведенной продукции и эксплуатационными издержками на N-й стадии процесса.

Функция fN-1 (t + 1) характеризует суммарную прибыль от (N — 1) оставшихся стадий для оборудования, возраст которо​го в начале осуществления этих стадий составляет (t + 1) лет.

Нижняя строка (29.1) характеризуется следующим обра​зом: функция s(t) — Р представляет чистые издержки по замене оборудования, возраст которого t лет.

Функция r(0) выражает доход, получаемый от нового обо​рудования возраста 0 лет. Предполагается, что переход от ра​боты на оборудовании возраста t лет к работе на новом обо​рудовании совершается мгновенно, т.е. период замены старо​го оборудования и переход на работу на новом оборудовании укладываются в одну и ту же стадию.

Последняя функция fN-1 в (29.1) представляет собой доход от оставшихся N — 1 стадий, до начала осуществления которых возраст оборудования составляет один год.

Аналогичная интерпретация может быть дана уравне​нию для одностадийного процесса. Здесь нет слагаемого вида f0(t + 1), так как N принимает значение 1, 2,..., N. Равенство f0(t) = 0 следует из определения функции fN(t).
Уравнения (29.1) и (29.2) являются рекуррентными соот​ношениями, которые позволяют определить величину fN(t) в зависимости от fN-1(t + 1). Структура этих уравнений показы​вает, что при переходе от одной стадии процесса к следующей возраст оборудования увеличивается с t до (t + 1) лет, а число оставшихся стадий уменьшается с N до (N — 1).

Расчет начинают с использования уравнения (29.1). Урав​нения (29.1) и (29.2) позволяют оценить варианты замены и сохранения оборудования, с тем чтобы принять тот из них, ко​торый предполагает больший доход. Эти соотношения дают возможность не только выбрать линию поведения при реше​нии вопроса о сохранении или замене оборудования, но и опре​делить прибыль, получаемую при принятии каждого из этих решений.

Пример 1. Определить оптимальный цикл замены оборудо​вания при следующих исходных данных: Р = 10, S(t) = 0, f(t) = r(t) — u(t), представленных в табл. 29.1.
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Решение. Уравнения (29.1) и (29.2) запишем в следующем виде:

[image: image2382.png]In(t) = ma —p+ f(0) + fn-1(1), (293)
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Для N = 1
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Для N = 2
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Вычисления продолжаем до тех пор, пока не будет выпол​нено условие f1(1) > f2(2), т.е. в данный момент оборудование необходимо заменить, так как величина прибыли, получаемая в результате замены оборудования, больше, чем в случае ис​пользования старого. Результаты расчетов помещаем в табли​цу, момент замены отмечаем звездочкой, после чего дальней​шие вычисления по строчке прекращаем (табл. 29.2).
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Можно не решать каждый раз уравнение (29.3), а вычис​ления проводить в таблице. Например, вычислим f4(t):

[image: image2386.png]J4(0) = f1(0) + f3(1) =10 + 24 = 34 > f3(1) =
fa(1) = f1(1) + £3(2) = 9+ 21 = 30 > f3(1)
f4(2) = f1(2) + f3(3) = 8 + 18 = 26 > f3(1),
f4(3) = f1(3) + f3(4) = T+ 17 = 24 > f3(1),
fa(4) = f1(4) + f3(5) = 6 + 17 = 23 < f3(1).
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Дальнейшие расчеты для f4(t) прекращаем, так как f4(4) = 23 < f3(1) = 24.

По результатам вычислений и по линии, разграничиваю​щей области решений сохранения и замены оборудования, находим оптимальный цикл замены оборудования. Для данной задачи он составляет 4 года.

Ответ. Для получения максимальной прибыли от ис​пользования оборудования в двенадцатиэтапном процессе оп​тимальный цикл состоит в замене оборудования через каждые 4 года.

Оптимальное распределение ресурсов

Пусть имеется некоторое количество ресурсов х, которое необходимо распределить между п различными предприяти​ями, объектами, работами и т.д. так, чтобы получить мак​симальную суммарную эффективность от выбранного способа распределения.

Введем обозначения: xi — количество ресурсов, выделен​ных i-му предприятию (i = 
[image: image2387.wmf]n
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gi(xi) — функция полезности, в данном случае это величи​на дохода от использования ресурса xi, полученного i-м пред​приятием;

fk(x) — наибольший доход, который можно получить при использовании ресурсов х от первых k различных предприя​тий.

Сформулированную задачу можно записать в математи​ческой форме:
[image: image2388.png]folz) = maxZgi(wi)




при ограничениях:
[image: image2389.png]



Для решения задачи необходимо получить рекуррентное соотношение, связывающее fk(x) и fk-1(x).
Обозначим через хk количество ресурса, используемого k-м способом (0 ≤ xk ≤ х), тогда для (k — 1) способов остается ве​личина ресурсов, равная (x — xk). Наибольший доход, который получается при использовании ресурса (x — xk) от первых (k — 1) способов, составит fk-1(x — xk).
Для максимизации суммарного дохода от k-гo и первых (k — 1) способов необходимо выбрать xk таким образом, чтобы выполнялись соотношения
[image: image2390.png]fl(x) = gl(z)v
fe(x) = max{gr(zr) + fr_1(z — z%)}, k=2,n.




Рассмотрим конкретную задачу по распределению капита​ловложений между предприятиями.

Распределение инвестиций для эффективного использования потенциала предприятия

Совет директоров фирмы рассматривает предложения по наращиванию производственных мощностей для увеличения выпуска однородной продукции на четырех предприятиях, при​надлежащих фирме.

Для расширения производства совет директоров выделя​ет средства в объеме 120 млн р. с дискретностью 20 млн р. Прирост выпуска продукции на предприятиях зависит от вы​деленной суммы, его значения представлены предприятиями и содержатся в табл. 29.3.

Найти распределение средств между предприятиями, обес​печивающее максимальный прирост выпуска продукции, при​чем на одно предприятие можно осуществить не более одной инвестиции.
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Решение. Разобьем решение задачи на четыре этапа по количеству предприятий, на которых предполагается осущест​вить инвестиции.

Рекуррентные соотношения будут иметь вид:

для предприятия № 1

[image: image2392.png]fl(x) = gl(zl)’




для всех остальных предприятий

[image: image2393.png]fe(z) = max{gp () + fi—1(z — 1)}, k=2,n.




Решение будем проводить согласно рекуррентным соотно​шениям в четыре этапа.

1-й этап. Инвестиции производим только первому пред​приятию. Тогда

[image: image2394.png]f1(20) =8, f1(40) = 16, f1(60) = 25,
f1(80) = 36, £1(100) = 44, £1(120) = 62.




2-й этап. Инвестиции выделяем первому и второму пред​приятиям. Рекуррентное соотношение для 2-го этапа имеет вид

[image: image2395.png]f2(z) = max{ga(z2) + fr(z — z2)}.




Тогда 

при х = 20   f2(20) = max (8 + 0,0 + 10) = max (8, 10) = 10,

при x = 40   f2(40) = max (16,8 + 10,20) = max (16, 18, 20) =20,

при х = 60   f2(60) = max (25,16 + 10, 8 + 20,28) = max (25,26, 28,28) =28,

при х = 80   f2(80) = max (36,25 + 10,16 + 20,8 + 28,40) = max (36, 35, 36, 36, 40) = 40,

при х = 100 f2(100) = max (44,36 + 10,25 + 20,16 + 28,8 + 40,48) = max (44, 46, 45, 44, 48, 48) = 48,

при х = 120 f2(120) = max (62,44 + 10,36 +20,25 + 28,16 + 40,8 + 48,62) = max (62, 54, 56, 53, 56, 56, 62) = 62.

3-й этап. Финансируем 2-й этап и третье предприятие. Расчеты проводим по формуле
[image: image2396.png]f3(z) = max{gs(x3) + fa(z — z3)}.




Тогда

при х = 20    f3(20) = mах (10, 12) = 12, 
при x = 40    f3(40) = max (20,10 + 12,21) = max (20, 22, 21) = 22,

при х = 60   f3(60) = max (28,20 + 12,10 + 21,27) = max (28, 32, 31, 27) = 32,

при х = 80   f3(80) = max (40,28 + 12,20 + 21,10 + 27,38) = max (40, 40, 41, 37, 38) = 41,

при x = 100  f3(100) = max (48,40 + 12,28 + 21,20 + 27,10 + 38,50) = max (48, 52, 49, 47, 48, 50) = 52,

при х = 120  f3(120) = max (62,48 + 12,40 + 21,28 + 27,20 + 38,10 + 50,63) = max (62, 60, 61, 55, 58, 60, 63) = 63.

4-й этап. Инвестиции в объеме 120 млн р. распределяем между 3-м этапом и четвертым предприятием.

При х = 120 f4(120) = max (63,52 + 11,41 + 23,32 + 30,22 + 37,12  + 51,63) = max (63, 63, 64, 62, 59, 63, 63) = 64.

Получены условия управления от 1-го до 4-го этапа. Вер​немся от 4-го к 1-му этапу. Максимальный прирост выпус​ка продукции в 64 млн р. получен на 4-м этапе как 41 + 23, т.е. 23 млн р. соответствуют выделению 40 млн р. четвертому предприятию (см. табл. 29.3). Согласно 3-му этапу 41 млн р. получен как 20 + 21, т.е. 21 млн р. соответствует выделеник 40 млн р. третьему предприятию. Согласно 2-этапу 20 млн р. получено при выделении 40 млн р. второму предприятию.

Таким образом, инвестиции в объеме 120 млн р. целесообразно выделить второму, третьему и четвертому предприятиям по 40 млн р. каждому, при этом прирост продукции будет максимальным и составит 64 млн р.

Минимизация затрат на строительство и эксплуатацию предприятий

Задача по оптимальному размещению производственных предприятий может быть сведена к задаче распределения ре​сурсов согласно критерию минимизации с учетом условий целочисленности, накладываемых на переменные.

Пусть задана потребность в пользующемся спросом про​дукте на определенной территории. Известны пункты, в ко​торых можно построить предприятия, выпускающие данный продукт. Подсчитаны затраты на строительство и эксплуата​цию таких предприятий.

Необходимо так разместить предприятия, чтобы затраты на их строительство и эксплуатацию были минимальные.

Введем обозначения:

х — количество распределяемого ресурса, которое можно использовать п различными способами,

xi — количество ресурса, используемого по i-му способу (i = 
[image: image2397.wmf]n

,

1

);

gi(xi) — функция расходов, равная, например, величине за​трат на производство при использовании ресурса xi по i-му способу;

φk(x) — наименьшие затраты, которые нужно произвести при использовании ресурса х первыми k способами.

Необходимо минимизировать общую величину затрат при освоении ресурса x всеми способами:
[image: image2398.png]on(z) = min Y gi(z;)
=1




при ограничениях
[image: image2399.png]



Экономический смысл переменных xi состоит в нахождении количества предприятий, рекомендуемого для строительства в i-м пункте. Для удобства расчетов будем считать, что пла​нируется строительство предприятий одинаковой мощности.

Рассмотрим конкретную задачу по размещению предприя​тий.

Пример. В трех районах города предприниматель планирует построить пять предприятий одинаковой мощности по выпуску хлебобулочных изделий, пользующихся спросом.

Необходимо разместить предприятия таким образом, что​бы обеспечить минимальные суммарные затраты на их строи​тельство и эксплуатацию. Значения функции затрат gi(x) при​ведены в табл. 29.4.
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В данном примере gi(х) — функция расходов в млн р., ха​рактеризующая величину затрат на строительство и эксплуа​тацию в зависимости от количества размещаемых предприя​тий в i-м районе;

φk(x) — наименьшая величина затрат в млн. р., которые нужно произвести при строительстве и эксплуатации предпри​ятий в первых k районах.

Решение. Решение задачи проводим с использованием ре​куррентных соотношений: для первого района

[image: image2401.png]w1(x) = min g;(z;) = g1(x),




для остальных районов

[image: image2402.png]er(z) = min{gk(zr) + vr-1(z —z)}, k=2,n.




Задачу будем решать в три этапа.

1-й этап. Если все предприятия построить только в пер​вом районе, то

[image: image2403.png]e1(l) =qi(1) =11, @1(2) =g1(2) =18, 1(3) = g1(3) = 35,
e1(4) = g1(4) =51, ¢1(5) = g1(5) = 76,




минимально возможные затраты при х = 5 составляют 76 млн р.

2-й этап. Определим оптимальную стратегию при разме​щении предприятий только в первых двух районах по формуле

[image: image2404.png]p2(z) = min{gs(z2) + 1 (z — 72))




Найдем φ2(l):

g2(1) + φ1(0) = 10 + 0 = 10,

g2(0) + φ1(l)= 0 +11 = 11,

φ2(l) = min (10, 11) = 10.

Вычислим φ2(2):
g2(2)  + φ1(0) = 19 + 0 = 19, 
g2(l) + φ1(l) = 10 + 11 = 21,

g2(0) + φ1 (2) = 0 + 18 = 18,
φ2(2) = min (19, 21, 18) = 18.

Найдем φ2(3):

g2(3) + φ1 (0) = 34 + 0 = 34, 
g2(2) + φ1(l) = 19 + 11 = 30, 

g2(1) + φ1(2) = 10 + 18 = 28, 
g2(0) + φ1(3) = 0 + 35 = 35, 
φ2(3) = min (34, 30, 28, 35) = 28.

Определим φ2(4):
g2(4) + φ1(0) = 53 + 0 = 53, 
g2(3) + φ1(l) = 34 + 11 = 45, 

g2(2) + φ1(2) = 19 + 18 = 37, 
g2(l) + φ1(3) = 10 + 35 = 45, 

g2(0) +φ1(4) = 0 + 51 = 51,

φ2(4) = min (53, 45, 37, 45, 51) = 37.

Вычислим φ2(5):
g2(5) + φ1(0) = 75 + 0 = 75, 
g2(4) + φ1(l) = 53 + 11 = 64, 

g2(3) + φ1(2) = 34 + 18 = 52, 
g2(2) + φ1(3) = 19 + 35 = 54, 

g2(1) + φ1(4) = 10 + 51 = 61, 
g2(0) + φ1(5) = 0 + 76 = 76, 
φ2(5) = min (75, 64, 52, 54, 61, 76) = 52.

3-й этап. Определим оптимальную стратегию при раз​мещении пяти предприятий в трех районах по формуле
φ3(x) = min{g3(x3) + φ2(x – х3)}. 
Найдем φ3(5):
g3(5) + φ2(0) = 74 + 0 = 74, 
g3(4) + φ2(1) = 54 + 10 = 64, 
g3(3) + φ2(2) = 36 + 18 = 54, 
g3(2) +φ2(3) = 20 + 28 = 48, 
g3(1) + φ2(4) = 9 + 37 = 46, 
g3(0) + φ2(5) = 0 + 52 = 52, 
φ3(5) = min (74, 64, 54, 48, 46, 52) = 46.

Минимально возможные затраты при х = 5 составляют 46 млн р.

Определены затраты на строительство предприятий от 1-го до 3-го этапа. Вернемся 3-го к 1-му этапу. Минимальные затраты в 46 млн р. на 3-м этапе получены как 9 + 37, т.е. 9 млн р. соответствуют строительству одного предприятия в третьем районе (см. табл. 29.4). Согласно 2-му этапу 37 млн р. получены как 19 + 18, т.е. 19 млн р. соответствуют строитель​ству двух предприятий во втором районе. Согласно 1-му этапу 18 млн р. соответствуют строительству двух предприятий в первом районе.

Ответ. Оптимальная стратегия состоит в строительстве одного предприятия в третьем районе, по два предприятия во втором и первом районах, при этом минимальная стоимость строительства и эксплуатации составит 46 ден. ед.

Нахождение рациональных затрат при строительстве трубопроводов и транспортных артерий

Требуется проложить путь (трубопровод, шоссе) между двумя пунктами А и В таким образом, чтобы суммарные за​траты на его сооружение были минимальные.

Решение. Разделим расстояние между пунктами А и В на шаги (отрезки). На каждом шаге можем двигаться либо строго на восток (по оси X), либо строго на север (по оси Y). Тогда путь от А в В представляет ступенчатую ломаную линию, от​резки которой параллельны одной из координатных осей. За​траты на сооружение каждого из отрезков известны (рис. 29.2) в млн р.
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Разделим расстояние от А до В в восточном направлении на 4 части, в северном –  на 3 части. Путь можно рассматри​вать как управляемую систему, перемещающуюся под влияни​ем управления из начального состояния А в конечное В. Со​стояние этой системы перед началом каждого шага будет характеризоваться двумя целочисленными координатами х и у. Для каждого из состояний системы (узловой точки) найдем условное оптимальное управление. Оно выбирается так, что​бы стоимость всех оставшихся шагов до конца процесса была минимальна. Процедуру условной оптимизации проводим в об​ратном направлении, т.е. от точки В к точке А.

Найдем условную оптимизацию последнего шага (рис. 29.3).
[image: image2406.png]



В точку В можно попасть из B1 или В2. В узлах запишем стоимость пути. Стрелкой покажем минимальный путь. 

Рассмотрим предпоследний шаг (рис. 29.4).
[image: image2407.png]Puc. 29.4




Для точки В3 условное управление — по оси X, а для точки B5 — по оси Y. Управление для точки В4 выбираем как
[image: image2408.png]min(13 + 10,14 + 14) = min(23,28) = 23,




т.е. по оси Y.

Условную оптимизацию проводим для всех остальных уз​ловых точек (рис. 29.5).
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Получим
[image: image2410.png]jOI'IT = (C, cl 6) c7 6’ 67 6)7




где с — север, в —восток.

Минимальные затраты составляют
[image: image2411.png]10+13+8+4+12+9+9+10 =71 mau p.




Если решать задачу исходя из оптимальности на каждом этапе, то решение будет следующим:
[image: image2412.png]Z=1(c s, 8¢ 8, c, 8)




Затраты составят 10 +12 + 11 + 10 + 9 + 13 +10 = 75 > 71.

Ответ. Прокладывать путь целесообразно по схеме: с, с, в, с, в, в, в, при этом затраты будут минимальные и составят 71 млн р.

УПРАЖНЕНИЯ
29.1. К началу рассматриваемого периода на предприятии установлено новое оборудование. Зависимость производитель​ности этого оборудования от времени его работы, а также за​траты на содержание и ремонт при различном времени его ис​пользования приведены в табл. 29.5.

Известно, что затраты, связанные с приобретением и уста​новкой нового оборудования, идентичного установленному, со​ставляют 40 млн р., а заменяемое оборудование списывается. Составить такой план замены оборудования в течение пяти лет, при котором общий доход за данный период времени мак​симален.
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29.2. К началу анализируемого периода на предприятии уста​новлено новое оборудование.

Определить оптимальный цикл замены оборудования при сле​дующих исходных данных:

покупная цена оборудования (Р) составляет 12 ден.ед.;

остаточная стоимость оборудования S(t) = 0;

fN(t) = r(t) — u(t) — максимальный доход, получаемый от оборудования возраста t лет за оставшиеся N лет цикла использования оборудования при условии оптимальной стра​тегии, где r(t) — стоимость продукции, выпускаемой за год на единице оборудования возраста t лет, u(t) — ежегодные затра​ты на обслуживание оборудования возраста t лет;

N = 8 лет. 
Зависимость fN(t) от N задана в табл. 29.6.
[image: image2414.png]Ta6bnuna 29.6

f(#)

12

11

10





29.3. Торговая фирма располагает 5 автолавками, которые мо​гут быть направлены в воскресный день в 3 населенных пунк​та. Считается, что товарооборот фирмы зависит лишь от коли​чества и ассортимента направляемых товаров и определяется числом посланных в тот или иной населенный пункт машин.

Среднее значение товарооборота в тыс. р. в каждом из на​селенных пунктов задано в табл. 29.7.
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Найти оптимальную стратегию фирмы в распределении авто​лавок по населенным пунктам, максимизирующую общий то​варооборот.

29.4. В табл. 29.8 указан возможный прирост выпуска продук​ции четырьмя плодово-консервными заводами области в млн р. при осуществлении инвестиций на их модернизацию с дискрет​ностью 50 млн р., причем на один завод можно осуществить только одну инвестицию.

Составить план распределения инвестиций между заводами области, максимизирующий общий прирост выпуска продук​ции.
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29.5. В трех областях необходимо построить 5 предприятий по переработке сельскохозяйственной продукции одинаковой мощности.

Разместить предприятия таким образом, чтобы обеспечить ми​нимальные суммарные затраты на их строительство и эксплу​атацию.

Функция расходов gi(x), характеризующая величину затрат на строительство и эксплуатацию в зависимости от коли​чества размещаемых предприятий в i-й области, приведена в табл. 29.9.
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29.6. Проложить трубопровод между двумя пунктами А и В так, чтобы суммарные затраты на его изготовление были ми​нимальные. Исходные данные по затратам в млн р. для про​ведения расчетов представлены на рис. 29.6.
[image: image2418.png]Y (cesep) B
8 9 10
5 7 8
7 8 8
4 6 7
6 7 8
3 5 7
4 4 6
A X (socTok)

Puc. 29.6




Глава 30. СЕТЕВЫЕ МОДЕЛИ

До появления сетевых методов планирование работ, проек​тов осуществлялось в небольшом объеме. Наиболее известным средством такого планирования был ленточный график Ганта, недостаток которого состоит в том, что он не позволяет установить зависимости между различными операциями.

Современное сетевое планирование начинается с разбиения программы работ на операции. Определяются оценки продол​жительности операций, и строится сетевая модель (график). Построение сетевой модели позволяет проанализировать все операции и внести улучшения в структуру модели до начала ее реализации. Строится календарный график, определяющий начало и окончание каждой операции, а также взаимосвязи с другими операциями графика. Календарный график выявляет критические операции, которым надо уделять особое внима​ние, чтобы закончить все работы в директивный срок. Что касается некритических операций, то календарный план поз​воляет определить резервы времени, которые можно выгодно использовать при задержке выполнения работ или эффектив​ном применении как трудовых, так и финансовых ресурсов.

30.1. Основные понятия сетевой модели

Сетевая модель — графическое изображение плана выпол​нения комплекса работ, состоящего из нитей (работ) и узлов (событий), которые отражают логическую взаимосвязь всех операций. В основе сетевого моделирования лежит изображе​ние планируемого комплекса работ в виде графа. Граф — схе​ма, состоящая из заданных точек (вершин), соединенных сис​темой линий. Отрезки, соединяющие вершины, называются ребрами (дугами) графа. Ориентированным называется такой граф, на котором стрелкой указаны направления всех его ребер (дуг), что позволяет определить, какая из двух его граничных вершин является начальной, а какая — конечной. Исследование таких сетей проводится методами теории графов.

Теория графов оперирует понятием пути, объединяющим последовательность взаимосвязанных ребер. Контур означает такой путь, у которого начальная вершина совпадает с конеч​ной. Сетевой график — это ориентированный граф без конту​ров. В сетевом моделировании имеются два основных элемен​та — работа и событие.

Работа — это активный процесс, требующий затрат ресур​сов, либо пассивный (ожидание), приводящий к достижению намеченного результата.

Фиктивная работа — это связь между результатами работ (событиями), не требующая затрат времени и ресурсов.

Событие — это результат (промежуточный или конечный) выполнения одной или нескольких предшествующих работ.

Путь — это любая непрерывная последовательность (цепь) работ и событий.

Критический путь — это путь, не имеющий резервов и включающий самые напряженные работы комплекса. Работы, расположенные на критическом пути, называют критически​ми. Все остальные работы являются некритическими (нена​пряженными) и обладают резервами времени, которые позво​ляют передвигать сроки их выполнения, не влияя на общую продолжительность выполнения всего комплекса работ.

При построении сетевых моделей необходимо соблюдать следующие правила.

1. Сеть изображается слева направо, и каждое событие с большим порядковым номером изображается правее преды​дущего. Общее направление стрелок, изображающих работы, также в основном должно быть расположено слева направо, при этом каждая работа должна выходить из события с мень​шим номером и входить в событие с большим номером.
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2. Два соседних события могут объединяться лишь одной работой. Для изображения параллельных работ вводятся про​межуточное событие и фиктивная работа (рис. 30.1).

3. В сети не должно быть тупиков, т.е. промежуточных событий, из которых не выходит ни одна работа (рис. 30.2).
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4. В сети не должно быть промежуточных событий, кото​рым не предшествует хотя бы одна работа (рис. 30.3).

5. В сети не должно быть замкнутых контуров, состоя​щих из взаимосвязанных работ, создающих замкнутую цепь (рис. 30.4). Для правильной нумерации событий поступают следующим образом: нумерация событий начинается с исход​ного события, которому дается номер 1. Из исходного собы​тия 1 вычеркивают все исходящие из него работы, на остав​шейся сети вновь находят событие, в которое не входит ни одна работа. Этому событию дается номер 2. Затем вычеркивают работы, выходящие из события 2, и вновь находят на остав​шейся части сети событие, в которое не входит ни одна работа, ему присваивается номер 3, и так продолжается до заверша​ющего события. Пример нумерации сетевого графика показан на рис. 30.5.
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Продолжительность выполнения работ устанавливается на основании действующих нормативов или по экспертным оцен​кам специалистов. В первом случае временные оценки являют​ся детерминированными (однозначными), во втором — стохас​тическими (вероятностными).

Рассмотрим в качестве примера программу создания но​вого бытового прибора, пользующегося спросом у населения. Необходимые данные приведены в табл. 30.1.

На основании данных таблицы построим сетевой график создания прибора с учетом вышеизложенных рекомендаций (рис. 30.6).

Расчет временных параметров сетевого графика

Основным временным параметром сетевого графика явля​ется продолжительность критического пути.

Расчет критического пути включает два этапа. Первый на​зывается прямым проходом. Вычисления начинают с исходного события и продолжают до тех пор, пока не будет достигнуто завершающее событие. Для каждого события определяется од​но число, представляющее ранний срок его наступления. На втором этапе, называемом обратным проходом, вычисления на​чинают с завершающего события и продолжают, пока не будет достигнуто исходное событие. Для каждого события вычисля​ется поздний срок его наступления.

Рассмотрим прямой проход:
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tiр.н. — ранний срок начала всех операций, выходящих из события i.

Если i = 0, то t0р.н.  = 0;

tjр.н.  — ранний срок начала всех операций, входящих в j.
Тогда
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где tij — продолжительность операции (i,j);
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Прямой проход закончился, начинаем обратный:

tiп.o — поздний срок окончания всех операций, входящих в событие i.
Если i = п, где п — завершающее событие сети, то tnп.o  = tnр.н. и является отправной точкой обратного прохода;
tiп.о  = 
[image: image2426.wmf]j

min

 (tjп.о  - ti,j) для всех операций (i,j);
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Используя результаты вычислений при прямом и обрат​ном проходах, можно определить операции критического пу​ти. Операция (i, j) принадлежит критическому пути, если она удовлетворяет условиям:
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Для рассматриваемого примера критический путь включа​ет операции (0,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6).

Операции связаны еще с двумя сроками:

tijп.н.  — поздний срок начала работы. Он является наибо​лее поздним (максимальным) из допустимых моментов начала данной работы, при котором еще возможно выполнение всех последующих работ в установленный срок:
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tijр.o  — ранний срок окончания работы. Он является наибо​лее ранним (минимальным) из возможных моментов окончания работы при заданной продолжительности работ:
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Различают два вида резервов времени: полный резерв (rп) и свободный резерв (rсв).
Полный резерв времени показывает, на сколько может быть увеличена сумма продолжительности всех работ относитель​но критического пути. Он представляет собой разность между максимальным отрезком времени, в течение которого может быть выполнена операция, и ее продолжительностью (tij) и определяется как
[image: image2431.png]II.H
£ — 27,




Свободный резерв времени — максимальное время, на ко​торое можно отсрочить начало или увеличить продолжитель​ность работы при условии, что все события наступают в ран​ние сроки:
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Результаты расчета критического пути и резервов време​ни некритических операций представлены в нижеследующей таблице. Следует отметить, что критические операции долж​ны иметь нулевой полный резерв времени, при этом свободный резерв также должен быть равен нулю.

Построение сетевого графика и распределение ресурсов

Конечным результатом выполняемых на сетевой модели расчетов является сетевой график (план). При построении се​тевого графика необходимо учитывать наличие ресурсов, так как одновременное выполнение некоторых операций из-за огра​ничений, связанных с рабочей силой, оборудованием и другими видами ресурсов, иногда оказывается невозможным. Именно в этом отношении представляют ценность полные резервы вре​мени некритических операций.

Сдвигая некритическую операцию в том или ином направ​лении, но в пределах ее полного резерва времени, можно до​биться снижения максимальной потребности в ресурсах. Оданако даже при отсутствии ограничений на ресурсы полные резервы времени обычно используются для выравнивания потребностей в ресурсах на протяжении всего срока реализации программы работ. Это означает, что работы удастся выполнить более или менее постоянным составом рабочей силы.
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На рис. 30.8 показана потребность в рабочей силе при усло​вии выбора в качестве календарных сроков некритических опе​раций начала их ранних сроков, на рис. 30.9 — потребность в рабочей силе при выборе наиболее поздних сроков.

Пунктирной линией представлена потребность критичес​ких операций, которая должна быть удовлетворена, если нуж​но выполнить все работы в минимально возможный срок.

Оптимальное решение задачи равномерного использования ресурсов (минимизация максимальной потребности в ресур​сах) представлено на рис. 30.10, уточненный график выпол​нения работ указан на рис. 30.11.

Учет стоимостных факторов при реализации сетевого графика

Стоимостные факторы при реализации сетевого графика учитываются путем определения зависимости "затраты-продолжительность" для каждой операции. При этом рассматри​ваются прямые затраты, а косвенные типа административных или управленческих расходов не принимаются во внимание.
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На рис. 30.12 показана линейная зависимость стоимости операции от ее продолжительности. Точка (DB, СB), где DB — продолжительность операции, а СB — ее стоимость, соответ​ствует нормальному режиму выполнения операции. Продолжи​тельность операции можно уменьшить (сжать), увеличив ин​тенсивность использования ресурсов, а следовательно, увели​чив стоимость операции. Однако существует предел, называе​мый минимальной продолжительностью операции. За точкой, соответствующей этому пределу (точка максимально интен​сивного режима), дальнейшее увеличение интенсивности ис​пользования ресурсов ведет лишь к увеличению затрат без со​кращения продолжительности операции. Этот предел обозна​чен на рис. 30.12 точкой А с координатами (DA,СA).
Линейная зависимость "затраты-продолжительность" принимается из соображений удобства, так как ее можно определить для любой операции по двум точкам нормального и максимально интенсивного режимов, т.е. по точкам А и В.
Использование нелинейной зависимости "затраты-продолжительность" существенно усложняет вычисления. Поэтому иногда нелинейную зависимость можно аппроксимировать ку​сочно-линейной (рис. 30.13), когда операция разбивается на части, каждая из которых соответствует одному линейному отрезку. Следует отметить, что наклоны этих отрезков при переходе от точки нормального режима к точке максимально интенсивного режима возрастают. Если это условие не выпол​няется, то аппроксимация не имеет смысла.

Определив зависимость "затраты-продолжительность", для всех операций сети принимают нормальную продолжи​тельность. Далее рассчитывается сумма затрат на все опе​рации сети при этой продолжительности работ. На следую​щем этапе рассматривается возможность сокращения продол​жительности работ. Этого можно достичь за счет уменьшения продолжительности какой-либо критической операции, только критические операции и следует подвергать анализу.

Чтобы добиться сокращения продолжительности выполне​ния работ при минимально возможных затратах, необходи​мо в максимально допустимой степени сжать ту критическую операцию, у которой наклон кривой "затраты-продолжитель​ность" наименьший. В результате сжатия критической опе​рации получают новый календарный график, возможно, с но​вым критическим путем. Стоимость работ при новом кален​дарном графике будет выше стоимости работ по предшест​вующему графику. На следующем этапе этот новый график вновь подвергается сжатию за счет следующей критической операции с минимальным наклоном кривой "затраты-продол​жительность" при условии, что продолжительность этой опе​рации не достигла минимального значения. Подобная проце​дура повторяется, пока все критические операции не будут находиться в режиме максимальной интенсивности. Получен​ный таким образом оптимальный календарный график соот​ветствует минимуму прямых затрат.

Обоснование привлекательности проекта по выпуску продукции

Для финансирования проектов по строительству и наладке изготовления конкурентоспособной продукции в большинстве случаев фирмам требуются инвестиции. Включение в проект материалов с оптимизацией сетевых моделей в части обоснова​ния сроков возврата инвестиций делает проект более привле​кательным и способствует принятию инвестором положитель​ного решения.

Пример 1. Предприятие решило для улучшения финансового состояния наладить выпуск конкурентоспособной продукции (мороженого). Для переоборудования цеха (участка) под вы​пуск этой продукции необходимо выполнить:

1) подготовку технического задания на переоборудование участка (30 дн.);

2) заказ и поставку нового оборудования (60 дн.);

3) заказ и поставку нового электрооборудования (50 дн.);

4) демонтаж старого и установку нового оборудования (90 дн.);

5) демонтаж старого и установку нового электрооборудо​вания (80 дн.);

6) переобучение персонала (30 дн.);

7) испытания и сдачу в эксплуатацию оборудования для производства мороженого (20 дн.).

Ожидается, что производительность после ввода новой ли​нии составит 20 т мороженого в смену. Прибыль от реализации 1 т продукции составит 0,5 тыс. р. в смену. Деньги на покуп​ку и переоборудование участка в размере 2000 тыс. р. взяты в банке под 20% годовых (из расчета 1500 тыс. р. на закупку оборудования и 500 тыс. р. на работы по демонтажу старого оборудования и установке нового оборудования). Затраты на проведение работ в нормальном и максимальном режимах ука​заны в табл. 30.3.

Определить, через какое время может быть возвращен кре​дит в банк.
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Решение. 1. Составим график проведения работ по пуску новой линии:
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На проведение переоборудования необходимо
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2. График можно улучшить, выполняя некоторые работы параллельно. Получим график (рис. 30. 14).
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На этом графике обозначены работы:

0,1 — подготовка технического задания;

1,2 — заказ и поставка нового оборудования;

1,3 — заказ и поставка нового электрооборудования;

2,4 — установка нового оборудования;

3,4 — установка нового электрооборудования;

1,4 — переобучение персонала;

4,5 — сдача в эксплуатацию новой линии.

По графику путь (0,1), (1,2), (2,4), (4,5) имеет продолжи​тельность 200 дн.; (0,1), (1,3), (3,4), (4,5) — 180 дн.; (0,1), (1,4),(4,5) - 80дн.

Критическим путем графика является путь, на котором на​ходятся работы (0,1), (1,2), (2,4), (4,5) продолжительностью

30 + 60 + 90 + 20 = 200 дн.

График улучшился на 360 — 200 = 160 дн.

Определим, через какое время после начала выпуска моро​женого может быть возвращен кредит в банк.

Через 200 дн. после начала работ предприятие истратит 1 500 тыс. р. на приобретение оборудования (согласно условию примера) и 265 тыс. р. на его установку и сдачу в эксплу​атацию (см. табл. 30.3, столбец "Затраты" при нормальном режиме). В наличии у предприятия останется

2 000 - 1500 - 265 = 235 тыс. р.

Построим графики изменения кредита в зависимости от времени получения прибыли предприятием — от выпуска мо​роженого (рис. 30.15).
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Для построения графика изменения кредита в зависимос​ти от времени составим уравнение. Через 360 дн. после выда​чи банком кредита под 20% годовых долг предприятия соста​вит 2 400 тыс. р. Поэтому известны две точки этой прямой: А (0, 2000), B (360, 2400). Согласно уравнению прямой, прохо​дящей через две точки:
[image: image2447.png](y —ya)/(yg —ya) = (z — z4)/(zp — x4),
(y — 2000) /(2400 — 2000) = (z — 0)/(360 — 0).




Решая уравнение, получим
[image: image2448.png]10z — 9y + 18000 = 0. (30.1)




Найдем уравнение прибыли предприятия. Известно, что че​рез 200 дн. после начала работ у предприятия осталось от кре​дита 235 тыс. р. Через 100 дн. после начала выпуска продукции предприятие получит прибыль
[image: image2449.png]0, 5(TsIc. p.) - 20(T) - 100(xH.) = 1000 THIC. P.




и у него будет в наличии
[image: image2450.png]1000 + 235 = 1235 TwIC. P.




Таким образом, для нахождения уравнения прибыли имеем две точки: С (200, 235), D (300, 1235). Тогда
[image: image2451.png](¥ —yc)/(yp ~yc) = (& — z¢)/(zp — z¢),
(y — 235)/(1235 — 235) = (z — 200)/(300 — 200),  (30.2)
10z — y — 1765 = 0.




Решая совместно уравнения (30.1) и (30.2), определим вре​мя, когда кредит может быть возвращен в банк:
[image: image2452.png]10z — 9y + 18000 = 0,
10z — y — 1765 = 0.




Откуда получаем у = 2471, х = 423,6 ≈ 424 дн.

3. График выполнения работ может быть сжат за счет вы​полнения некоторых операций в максимально интенсивном ре​жиме.

Вычислим наклоны кривой "затраты-продолжительность" для каждой операции. Результаты расчетов даны в табл. 30.4.

Учитывая наклоны кривой, производим сжатие операций (0,1), (2,4), (3,4), (4,5), получим сетевой график (рис. 30.16).
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Новый график имеет 2 критических пути: (0,1), (1,2), (2,4), (4,5) и (0,1), (1,3), (3,4), (4,5) с продолжительностью 157 дн.

Таким образом, критический путь сокращен с 200 до 157 дн., а это означает, что предприятие начнет производить мороженое через 157 дн. после начала работ.

Определим, сколько предприятию придется заплатить за "сжатие" критического пути (см. табл. 30.3):
[image: image2454.png]30 - 20 = 10 TrIC. P}
60 — 40 = 20 TvIC. P}
100 — 70 = 30 TrIC. p.;
70 — 60 = 10 TeIC. P.;
25 ~ 20 = 5 T&IC. P.




Таким образом, "сжатие" работ (0,1), (1,2), (2,4), (3,4), (4,5) обойдется предприятию в
[image: image2455.png]104+20+ 30+ 10 + 5 = 75 THIC. D.




График изменения кредита в зависимости от времени оста​ется прежним (см. рис. 30.15). Его вид определяет уравнение
[image: image2456.png]10z — 9y + 18000 = 0.




Найдем уравнение прибыли.

Через 157 дн. после начала работ у предприятия осталось от кредита
[image: image2457.png]2000 — 1500 -~ 265 — 75 = 160 ThIC. p.




Через 100 дн. после начала выпуска продукции предприя​тие получит прибыль
[image: image2458.png]20(eic. p.) - 0.5(TeIC. P.) - 100(mH.) = 1000 THIC. P.,




и у него будет в наличии
[image: image2459.png]1000 + 160 = 1160 ToIc. p.




Таким образом, для нахождения уравнения прибыли пред​приятия имеем две точки:
[image: image2460.png]C'(157,160) u D'(257, 1160).




Согласно уравнению прямой, проходящей через 2 точки, получим
[image: image2461.png](y—yc)/ yp —yor) = (¢ — z¢r)/(xp — zv)s
(y — 160)/(1160 — 160) = (z — 157)/(257 — 157),  (30.3)
10z —y — 1410 =0.




Решая совместно уравнения (30.1) и (30.3), определим вре​мя, когда кредит может быть возвращен в банк:
[image: image2462.png]10z — 9y + 18000 = 0,
10z — y — 1410 = 0,
y = 2426,25, £ = 383,6 ~ 384 nn.




Таким образом, через 384 дн. предприятие может вернуть кредит в банк. По сравнению с предыдущим случаем (см. п. 2) предприятие вернет в банк деньги раньше на 424 — 384 = 40 дн.

При нормальном режиме работ критический путь состав​ляет 200 дн., стоимость работ — 265 тыс. р.

Критический путь уменьшен до 157 дн., минимальная сто​имость работ составляет 265 + 75 = 340 тыс. р. при максималь​ном режиме.

30.2. Минимизация сети

Задача минимизации сети состоит в нахождении ребер, со​единяющих все узлы сети и имеющих минимальную суммар​ную длину (рис. 30.17).
[image: image2463.png]Puc. 30.17




На ребрах, соединяющих узлы 1, 2, 3, указаны длины. Узел 3 соединен с узлами 1 и 2 минимальной длиной 4 + 6 = 10. Если соединить узлы 1 и 2, то возникает цикл и получающаяся сеть не будет минимальной. Отсутствие циклов в минимальной сети дало ей название "минимальное дерево-остов".

Алгоритм решения

Начнем с любого узла и соединим его с ближайшим уз​лом сети. Соединенные два узла образуют связное множество, а остальные — несвязное. Далее в несвязном множестве выбе​рем узел, который расположен ближе других к любому из узлов связного множества. Скорректируем связное и несвязное мно​жества и будем повторять процесс до тех пор, пока в связное множество не попадут все узлы сети. В случае одинаково уда​ленных узлов выберем любой из них, что указывает на неодно​значность (альтернативность) "минимального дерева-остова". 
Пример 2. Телевизионная фирма планирует создание кабель​ной сети для обслуживания 5 районов-новостроек. Числа на ребрах указывают длину кабеля (рис. 30.18). Узел 1 — телеви​зионный центр. Отсутствие ребра между двумя узлами означа​ет, что соединение соответствующих новостроек либо связано с большими затратами, либо невозможно.
[image: image2464.png]Puc. 30.18
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Найти такое соединение кабелем районов-новостроек, что​бы длина его была минимальной.

Решение. Минимальная длина кабеля: 1 + 3 + 4 + 3 + 5 = 16 (рис. 30.19).

Пример 3. На рис. 30.20 указаны длины коммуникаций, свя​зывающих 9 установок по добыче газа в открытом море с рас​положенным на берегу приемным пунктом. Поскольку скважи​на 1 расположена ближе всех к берегу, она оснащена необходи​мым оборудованием для перекачки газа, идущего с остальных скважин в приемный пункт.

Построить сеть трубопровода, соединяющего все скважины с приемным пунктом и имеющего минимальную общую длину труб.

[image: image2466.png]- lpueMHbIA NyHKT
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[image: image2467.png]_ MpuemMnbiit nyHKT
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Решение. Минимальная длина труб: 5 + 6 + 4 + 3 + 7 + 5 + 6 + 5 = 41 (рис. 30.21).

Нахождение кратчайшего пути

Задача состоит в нахождении связанных между собой до​рог на транспортной сети, которые в совокупности имеют ми​нимальную длину от исходного пункта до пункта назначения.

Введем обозначения:

dij — расстояние на сети между смежными узлами i и j;
Uj — кратчайшее расстояние между узлами i и j, U1 = 0.

Формула для вычисления Uj:
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Из формулы следует, что кратчайшее расстояние Uj до уз​ла j можно вычислить лишь после того, как определено крат​чайшее расстояние до каждого предыдущего узла i, соединен​ного дугой с узлом j. Процедура завершается, когда получено Ui последнего звена.

Определить кратчайшее расстояние между узлами 1 и 7 (рис. 30.22).
[image: image2469.png]Puc. 30.22




Решение. Найдем минимальные расстояния:

[image: image2470.png]U, =0,
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U, = min{U5 + ds7; Ug + d67} = min{7 +6;5+ 9} = 13.

i




Минимальное расстояние между узлами 1 и 7 равно 13, а соответствующий маршрут: 1-2-5-7.

Задача замены автомобильного парка

Фирма по прокату автомобилей планирует замену автомо​бильного парка на очередные 5 лет. Автомобиль должен про​работать не менее 1 года, прежде чем фирма поставит вопрос о его замене. На рис. 30.23 приведены стоимости замены авто​мобилей (усл. ед.), зависящие от времени замены и количества лет, в течение которых автомобиль находился в эксплуатации.

[image: image2471.png]Puc. 30.23




Определить план замены автомобилей, обеспечивающий при этом минимальные расходы.

Решение. Найдем минимальные расстояния:

[image: image2472.png]Uy =0,
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Uy = min{U1 + dy5; Uy + dos; Us + das; Uy + d45} =
=min{0+13,7;4 +8,1;5,4 + 7,1;9,8 + 4,9} = 12, 1.




Кратчайший путь 1-2-5 со стоимостью 12,1 усл. ед. Это означает, что каждый автомобиль заменяется через 2 года, а через 5 — списывается.

УПРАЖНЕНИЯ
30.1. Составить сетевой график выполнения работ и рассчи​тать временные параметры по данным, представленным в табл. 30.5.
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30.2. Постройте график работ, определите критический путь и стоимость работ при нормальном режиме, критический путь и минимальную стоимость работ при максимальном режиме. Исходные данные указаны в табл. 30.6.
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30.3. Постройте график работ, определите критический путь и стоимость работ при нормальном режиме, критический путь и минимальную стоимость работ при максимальном режиме. Необходимые исходные данные приведены в табл. 30.7.

[image: image2475.png]Ta6muna 30.7

Hopmanpunui MaxcHMansHBIR
pexum pabort pexum paGor
Onepammus Ipomonxn- CroumocTs, pomonxm- CroumocTs,
TEJILHOCTD, HIeH. ell. TEJIbHOCTD, HeH. en.
HH. JH.

1,2 5 110 4 130
1,3 3 70 2 90
1,4 2 50 1 60
2,5 3 60 2 80
2,6 4 80 2 110
3.6 2 60 1 70
4,7 6 110 4 150
5,7 3 70 2 80
6,7 5 100 2 150





30.4. Для улучшения финансового состояния фирме необхо​димо увеличить спрос на выпускаемый цемент марки М400 и расширить потребительский рынок. Фирма считает целесо​образным размещать цемент в специализированной таре. Для переоснащения цеха необходимо установить оборудование по производству специализированной тары. Предполагается вы​полнить следующее:

1) подготовку и выпуск технического задания на переобо​рудование цеха (20 дн.);

2) разработку мероприятий по технике безопасности (25 дн.);

3) подбор кадров (10 дн.);

4) заказ и поставку необходимого оборудования (30 дн.);

5) заказ и поставку электрооборудования (40 дн.);

6) установку оборудования (50 дн.);

7) установку электрооборудования (45 дн.);

8) обучение персонала (15 дн.);

9) испытание и сдачу в эксплуатацию линии (25 дн.).

Ожидается, что производительность вводимой линии по производству тары составит 1 000 мешков в день при односмен​ном режиме работы. Стоимость 1 мешка — 25 р., выручка от реализации тары в смену составит 25 тыс. р., из которых чис​тая прибыль фирмы равна 50 тыс. р. Деньги на покупку обору​дования и переоснащение цеха в размере 5 500 тыс. р. взяты в банке под 30% годовых из расчета 5000 тыс. р. на оборудование и 500 тыс. р. на его установку.

Затраты на проведение работ и их продолжительность в нормальном и максимальном режимах указаны в табл. 30.8.
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Составить график проведения работ, определить критический путь и стоимость работ по переоборудованию цеха при нор​мальном режиме работ.

Провести "сжатие" работ, определить, через какое время после начала выпуска тары фирма может вернуть кредит банку, и минимальную суммарную стоимость работ.
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30.5. Автотранспортному предприятию предстоит освоить но​вый маршрут между городами А и В. На рис. 30.24 представ​лены различные маршруты следования из А в В, проходящие через несколько других поселков. Расстояния указаны (числа​ми в километрах) около стрелок.

Определить кратчайший маршрут следования автобусов из го​рода А в город В.
30.6. Пожарной службе необходимо определить кратчайший путь от гаража (пункт А) до нефтеперерабатывающего завода (пункт В) по данным в километрах, указанным на рис. 30.25.

[image: image2478.png]Puec. 30.25




30.7. Строительной фирме необходимо проложить водопровод​ные трубы к 9 объектам, на которых она ведет строительство. Числа на ребрах указывают длину труб в метрах. Узел 1 — подсоединение к водопроводной трассе (рис. 30.26).

[image: image2479.png]Puc. 30.26




Отсутствие ребра между двумя узлами означает, что со​единение соответствующих объектов невозможно.

Найти такое соединение узла 1 с объектами строительства, чтобы суммарная длина трубопроводов была минимальной.

30.8. Фирма по прокату видео- и стереокассет планирует их замену на очередные 5 лет. Партия кассет должна эксплуа​тироваться не менее одного года, прежде чем ее заменяют. На рис. 30.27 приведены стоимости замены партии кассет (в тыс. р.), зависящие от времени замены и числа лет, в течение которых кассеты находятся в эксплуатации.

[image: image2480.png]Puc. 30.27




Определить план замены кассет, обеспечивающий фирме ми​нимальные расходы.

Часть 7. ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ И ЭЛЕМЕНТЫ ПЛАНИРОВАНИЯ

Глава 31. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ИГР

В экономике иногда приходится сталкиваться с ситуацией, когда при наличии многих участников эффективность реше​ния одного из них зависит от того, какие решения приняли другие участники. Например, доход предприятия от продажи изделия зависит не только от установленной на него цены, но и от количества купленных покупателем изделий. Или при вы​боре ассортимента товаров, выпускаемых предприятием, нуж​но учитывать, какой ассортимент товаров выпускают другие предприятия.

Все ситуации, когда эффективность действия одного из участников зависит от действий других, можно разбить на два типа: интересы участников совпадают, и они могут догово​риться о совместных действиях; интересы участников не сов​падают. В этом случае может оказаться невыгодным сообщать другим участникам свои решения, так как кто-нибудь из них сможет воспользоваться знанием чужих решений и получит больший выигрыш за счет других участников. Ситуации та​кого типа называются конфликтными. Построением матема​тических моделей конфликтных ситуаций и разработкой мето​дов решения возникающих в этих ситуациях задач занимается теория игр.
В игре могут сталкиваться интересы двух или нескольких противников, поэтому игры разделяются на парные и множес​твенные. Если во множественной игре интересы игроков сов​падают, то они могут объединяться, создавая коалиции. Такие игры называются коалиционными.

Задачей теории игр является выработка рекомендаций для игроков, т.е. определение для них оптимальной стратегии. Стратегией игрока называется система правил, однозначно определяющих поведение игрока на каждом ходе в зависимос​ти от ситуации, сложившейся в процессе игры. Оптимальной называется стратегия, которая при многократном повторении игры обеспечивает данному игроку максимально возможный средний выигрыш. Количество стратегий у каждого игрока может быть конечным или бесконечным, в зависимости от это​го игры подразделяются на конечные и бесконечные.

Рассмотрим простейшую математическую модель конеч​ной конфликтной ситуации, когда имеются два участника и когда выигрыш одного равен проигрышу другого. Такая мо​дель называется антагонистической игрой двух лиц с нулевой суммой.
В игре участвуют первый и второй игроки, каждый из них может записать независимо от другого цифры 1, 2 и 3. Ес​ли разность между цифрами, записанными игроками, положи​тельна, то первый игрок выигрывает количество очков, равное разности между цифрами, и, наоборот, если разность отрица​тельна, то выигрывает второй игрок. Если разность равна ну​лю, то игра заканчивается вничью.

У первого игрока три стратегии (варианта действия): А1 (записать 1), А2 (записать 2), А3 (записать 3); у второго игрока также три стратегии: B1, B2, В3 (табл. 33.1).
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Задача первого игрока — максимизировать свой выигрыш. Задача второго игрока — минимизировать свой проигрыш или минимизировать выигрыш первого игрока.

Игру можно представить в виде матрицы, в которой стро​ки — стратегии первого игрока, столбцы — стратегии второго игрока, а элементы матрицы — выигрыши первого игрока. Та​кую матрицу называют платежной.
Для данного примера платежная матрица имеет вид
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В общем случае парную игру с нулевой суммой можно за​писать платежной матрицей
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Задача каждого из игроков — найти наилучшую страте​гию игры, при этом предполагается, что противники одина​ково разумны и каждый из них делает все, чтобы получить наибольший доход.

Найдем наилучшую стратегию первого игрока: минималь​ное число а„ в каждой строке обозначим αi (i = 
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Зная αi, т.е. минимальные выигрыши при различных стра​тегиях Аi, первый игрок выберет ту стратегию, для которой αi максимально. Обозначим это максимальное значение через α, тогда
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Величина α — гарантированный выигрыш, который может обеспечить себе первый игрок, — называется нижней ценой игры (максимином).
Аналогично для определения наилучшей стратегии второго игрока найдем максимальные значения выигрыша по столбцам и, выбрав из них минимальное значение, получим
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где β — верхняя цена игры (минимакс).
Если второй игрок будет придерживаться своей минимакс​ной стратегии, то он гарантирован, что в любом случае про​играет не больше β.

Для матричной игры справедливо неравенство
[image: image2488.png]N




Если α = β, то такая игра называется игрой с седловой точ​кой, а пара оптимальных стратегий (Аiопт, Bjопт) — седловой точкой матрицы. В этом случае элемент αij = v называется ценой игры, является одновременно минимальным в i-й строке и j-м столбце. Если игра имеет седловую точку, то говорят, что она решается в чистых стратегиях.

Найдем решение игры рассмотренного выше примера:
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Так как α = β = 0, матрица игры имеет седловую точку.

Оптимальная стратегия первого игрока — А3, второго — В3. Из табл. 31.1 видно, что отклонение первого игрока от оп​тимальной стратегии уменьшает его выигрыш, а отклонение второго игрока от В3 увеличивает его проигрыш.

Если платежная матрица не имеет седловой точки, т.е. α < β, то поиск решения игры приводит к применению слож​ной стратегии, состоящей в случайном применении двух и более стратегий с определенными частотами. Такая сложная стратегия называется смешанной.
В игре, матрица которой имеет размерность т х п, стра​тегии первого игрока задаются наборами вероятностей eq \x \to (х) = (x1, x2,... ,xт), с которыми игрок применяет свои чистые стратегии. Эти наборы можно рассматривать как m-мерные векторы, для координат которых
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Аналогично для второго игрока наборы вероятностей опре​деляют n-мерные векторы 
[image: image2491.wmf]y

 = (y1, y2, … , yп), для координат которых
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Выигрыш второго игрока при использовании смешанных стратегий определяют как математическое ожидание выигры​ша, т.е. он равен
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В основной теореме теории игр утверждается, что каждая конечная игра имеет, по крайней мере, одно решение, возмож​но, в области смешанных стратегий.

Применение оптимальной стратегии позволяет получить выигрыш, равный цене игры: a ≤ v ≤ b.
Применение первым игроком оптимальной стратегии xiопт должно обеспечить ему при любых действиях второго игрока выигрыш не меньше цены игры. Поэтому выполняется соот​ношение
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Аналогично второму игроку оптимальная стратегия yjопт должна обеспечить при любых стратегиях первого игрока про​игрыш, не превышающий цену игры, т.е. справедливо соотно​шение
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Если платежная матрица не содержит седловой точки, то задача определения смешанной стратегии тем сложнее, чем больше размерность матрицы. Поэтому матрицы большой раз​мерности целесообразно упростить, уменьшив их размерность путем вычеркивания дублирующих (одинаковых) и заведо​мо невыгодных стратегий. Рассмотрим игру, представленную платежной матрицей
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Откуда имеем

[image: image2497.png]o = max(2,2,3,2) =3,
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Все элементы А2 меньше A3, т.е. А3 заведомо невыгодна для первого игрока и А2 можно исключить. Все элементы А4 меньше А3, исключаем А4.
Для второго игрока: сравнивая В1 и B4, исключаем В1; сравнивая В2 и В4, исключаем В2; сравнивая B3 и В4, исклю​чаем В3. В результате преобразований получим матрицу
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31.1. Графическое решение игр вида (2 x n) и (m x 2)

Графический метод применим к играм, в которых хотя бы один игрок имеет только две стратегии. Рассмотрим игру (2 х п), см. табл. 31.2.
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Предполагаем, что игра не имеет седловой точки. 
Обозначим: х1 — вероятность применения первым игроком 1-й стратегии, x2 — вероятность применения первым игроком 2-й стратегии, причем х2 = 1 — x1; y1 — вероятность примене​ния вторым игроком 1-й стратегии, у2 — вероятность приме​нения вторым игроком 2-й стратегии и т.д., уn — вероятность применения вторым игроком п-й стратегии.

Ожидаемый выигрыш первого игрока при применении вто​рым 1-й стратегии составит
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Аналогично найдем ожидаемые выигрыши первого игрока при применении вторым игроком 2, 3, ..., n-й стратегий. Полу​ченные данные поместим в табл. 31.3.
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Из таблицы видно, что ожидаемый выигрыш первого иг​рока линейно зависит от x1. На оси X1 построим выражения ожидаемых выигрышей первого игрока.

Первый игрок должен выбирать такие стратегии, чтобы максимизировать свой минимальный ожидаемый выигрыш. Поэтому оптимальная стратегия первого игрока определяется как точка пересечения прямых, максимизирующих его мини​мальный ожидаемый выигрыш.

Аналогично находим оптимальную стратегию второго иг​рока. Она определяется как точка пересечения прямых, мини​мизирующих его максимальные ожидаемые проигрыши.

Пример 1. Рассмотрим представленную выше игру, заданную платежной матрицей

[image: image2502.png]56635)'
23324/,

7 6 5 4 2
5 4 3 2 3

|




Найти оптимальные стратегии игроков и цену игры.

Решение. Обозначим: x1 — вероятность применения пер​вым игроком 1-й стратегии, х2, х3, х4 — вероятность исполь​зования первым игроком 2, 3, 4-й стратегий соответственно, причем х1 + x2 + x3 + x4 = 1; y1 — вероятность применения вторым игроком 1-й стратегии, у2, у3, y4, y5 — вероятность использования вторым игроком 2, 3, 4, 5-й стратегий соответ​ственно, причем y1 + у2 + у3 + y4 + y5 = 1.
Платежная матрица была упрощена путем вычеркивания дублирующих, заведомо невыгодных стратегий. Поэтому x2 = x4 = y1 = y2 = y3 = 0 и матрица имеет вид
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Найдем решение игры (табл. 31.4) графическим методом (рис. 31.1). На оси Х1 разместим точки х1 = 0 и х1 = 1, через которые проведем прямые, перпендикулярные оси Х1. Подстав​ляя х1 = 0 и x1 = 1 в выражение х1 +3, найдем значения, кото​рые отложим на соответствующих перпендикулярных прямых. Соединив эти точки, получим прямую.

Аналогично рассмотрим выражение –3x1 + 5. 
Оптимальная стратегия первого игрока определится из ра​венства выражений х1 + 3 и -3х1 + 5:
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Цена игры v = x1 + 3 = 1/2 + 3 = 7/2.
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Оптимальная стратегия первого игрока:
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Найдем оптимальную стратегию для второго игрока (табл. 31.5).
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Имеем
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Оптимальная стратегия второго игрока (рис. 31.2):
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Пример 2. Найдем решение игры вида (2 х n), заданной пла​тежной матрицей (табл. 31.6)
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Решение. Находим

α = mах (-1,2) = 2,  β = min (4, 3, 3, 6) = 3,  2 ≤ v ≤ 3.

Тогда
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Оптимальное решение первого игрока:


[image: image2515.wmf]x

опт = (1/2, 1/2), при этом цена игры составляет v = 5/2.

Найдем оптимальное решение второго игрока (табл. 31.7). 
Из рис. 31.3 следует, что оптимальная стратегия первого игрока определяется из равенства выражений –x1 + 3 и х1 + 2, соответствующих 2-й и 3-й чистым стратегиям второго игрока (см. табл. 31.5), поэтому y1 = y4 = 0, а у3 = 1 – y2.
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Имеем
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откуда
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Оптимальное решение второго игрока (рис. 31.4):


[image: image2521.wmf]y

опт = (0,1 / 2,1 / 2,0), при этом цена игры v = 5/2.

Ответ.


[image: image2522.wmf]x

опт = (1/2, 1/2),  
[image: image2523.wmf]y

опт = (0,1 / 2,1 / 2,0),   v = 5/2.

Пример 3. Найдем решение игры вида (т х 2), заданной пла​тежной матрицей (табл. 31.8)
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Решение. Находим α = mах (2, 2, 2, -2) = 2, β = min (3, 6) = 3, 2 ≤ v ≤ 3. Пусть y1 и у2 (причем y2 = l —y1) — смешанные стратегии второго игрока; x1, x2, x3, x4 — смешанные страте​гии первого игрока.
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Находим
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Оптимальное решение второго игрока (рис. 31.5):


[image: image2528.wmf]y

опт = (2/3, 1/3), при этом цена игры v = 8/3.

Прямые, пересекающиеся в минимаксной точке, соответ​ствуют 1-й и 3-й чистым стратегиям первого игрока. Это озна​чает, что х2= х4 = 0. Следовательно, х1 = 1 — x3. Найдем оптимальную стратегию 1-го игрока (табл. 31.9, рис. 31.6).
[image: image2529.png]Tabanua 31.9

UmcThle cTparerun
BTOPOTO MIpOKa

OxnnaeMnre BBINT'DBIIIN
nepBoro urpoxa

1
2

-1+ 3
21 + 2





[image: image2530.png]3

2 ' 2
'V
1

x,=0 x,=1/3 X, =1

Puc. 31.6




Имеем
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Оптимальное решение первого игрока:


[image: image2532.wmf]x

опт = (1/3, 0, 2/3, 0), при этом цена игры v = 8/3.

Ответ.


[image: image2533.wmf]x

опт = (1/3, 0, 2/3, 0),   
[image: image2534.wmf]y

опт = (2/3, 1/3),  v = 8/3.

31.2. Решение игр (aij)mxn с помощью линейного программирования

Теория игр находится в тесной связи с линейным програм​мированием, так как каждая конечная игра двух лиц с нулевой суммой может быть представлена как задача линейного про​граммирования и решена симплексным методом и, наоборот, задача линейного программирования может быть представле​на как игра.

Для первого игрока математическая модель задачи запи​сывается в виде
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при ограничениях:
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Математическую модель можно упростить, разделив все (п + 1) ограничений на v. Это возможно при v ≠ 0. При v = 0 рекомендуется прибавить любое положительное число ко всем элементам платежной матрицы, что гарантирует положи​тельность значения модифицированной игры. Действительное значение игры получается вычитанием из модифицированного значения этого положительного числа. Если v < 0, то надо сме​нить знаки неравенств. Полагая v > 0, систему ограничений можно записать так:
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Положим Хi = xi/v. Так как v → max, то  1 / v → min. Получим задачу линейного программирования вида
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при ограничениях:
[image: image2539.png]a11X1 +a1Xo 4+ +am Xm > 1,
a12X1 +a22Xs + - + ama Xy > 1,

a1, X1 +a2pXo + -+ + OmnXm 2 1

Xi>0, = ,m.




Для второго игрока математическая модель записывается в виде
[image: image2540.png]-+ Yy — max




при ограничениях:
[image: image2541.png]anYi +apYs+ - +a1,Y, < 1,
an¥1 +anYs+ - +a,Y, <1,




где S(
[image: image2542.wmf]Y

) = 1 / v, Yj = уj / v.
Задача второго игрока является двойственной по отноше​нию к задаче первого игрока. Можно найти решение одного из игроков, а затем по теоремам двойственности — решение другого.

31.3. Применение матричных игр в маркетинговых исследованиях

Торговая фирма разработала несколько вариантов плана продажи товаров на предстоящей ярмарке с учетом меняющей​ся конъюнктуры рынка и спроса покупателей. Получающиеся от их возможных сочетаний показатели дохода представлены в табл. 31.10.

Определить оптимальный план продажи товаров.

Решение. Обозначим: вероятность применения торговой фирмой стратегии П1 — x1, стратегии П2  —x2, П3 — х3; ве​роятность использования стратегии К1 — у1, стратегии К2 — y2, К3 — у3.
[image: image2543.png]Tabauna 31.10
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Для первого игрока (торговой фирмы) математическая мо​дель задачи имеет вид
[image: image2544.png]L(X) = X1 + X9+ X3 — min




при ограничениях:
[image: image2545.png]8X1 +2Xo+ X321,
4Xy +8Xs +2X3 2 1,
2X, +4X2+8X3 >1

X; >0, 3,

)




где xi = Хiv.
Для второго игрока (конъюнктуры рынка и спроса покупа​телей) математическая модель задачи имеет вид
[image: image2546.png]S(Y) =Y + Yo+ Y; — max




при ограничениях:
[image: image2547.png]8Y; +4Ys + 2Y5 < 1,
2Y; + 8Ys + 4Y3 < 1,
Y, +2Y,+8Y3 < 1

Y; 20, j=13.
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Найдем оптимальное решение задачи для второго игрока симплексным методом. При этом последняя таблица имеет вид табл. 31.11.

Из таблицы следует, что 
[image: image2548.wmf]Y

опт = (1/14, 11/196, 5/49), S(
[image: image2549.wmf]Y

)max = 45/196.

Цена игры v = 1 / S(Y) = 196/45.

Так как уi = Yiv, то y1 = 14/45, у2 = 11/45, у3 = 20/45.
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Оптимальная стратегия второго игрока:
[image: image2551.png]Jonr = (14/45,11/45,20/45).




Стратегии первого игрока найдем из последней симплекс​ной таблицы, используя метод соответствия переменных ис​ходной и двойственной задач. Получим
[image: image2552.png]Zonr = (20/45,11/45,14/45).




Таким образом, торговая фирма на ярмарке должна при​держиваться стратегии 
[image: image2553.wmf]x

опт = (20/45, 11/45, 14/45), при этом она получит доход не менее v = 196/45 ден. ед.

31.4. Сведение матричной игры к модели линейного программирования

В рассмотренной выше задаче игра задавалась платежной матрицей, которую сводили к модели линейного программиро​вания. И, наоборот, задача линейного программирования мо​жет быть сведена к матричной игре.

Если задача линейного программирования имеет вид
[image: image2554.png]



при ограничениях:
[image: image2555.png]



то матричная игра определяется платежной матрицей размера (т + п + 1) вида
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где А — матрица коэффициентов при неизвестных системы ограничений задачи линейного программирования; В — мат​рица свободных членов; С — матрица коэффициентов при не​известных целевой функции; Аt, Bt, Ct — транспонированные матрицы А, B, С.
Если задача линейного программирования имеет вид
[image: image2557.png]L(z) =
jglcj'wj — min




при ограничениях:
[image: image2558.png]



то матричная игра определяется платежной матрицей размера (т + п + 1) вида
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Пример 4. Построить матричную игру, заданную задачей ли​нейного программирования
[image: image2560.png]L(%) = 2z1 + 3z9 — max




при ограничениях:
[image: image2561.png]2z; + x5 £ 10,
—x, + 3z2 < 12,

$j>0, j=1,2.




Решение. Обозначим:
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Транспонированные матрицы:

[image: image2563.png]e (2 -1 t t_ (2
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Ответ. Игру, определяемую данной задачей линейного программирования, можно записать матрицей
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31.5. Игры с "природой"

В рассмотренных выше матричных играх предполагалось, что в них принимают участие два игрока, интересы которых противоположны. Поэтому действия каждого игрока направле​ны на увеличение выигрыша (уменьшение проигрыша). Одна​ко в некоторых задачах, приводящихся к игровым, имеется не​определенность, вызванная отсутствием информации об усло​виях, в которых осуществляется действие (погода, покупатель​ский спрос и т.д.). Эти условия зависят не от сознательных действий другого игрока, а от объективной действительности. Такие игры называются играми с природой. Человек в играх с природой старается действовать осмотрительно, второй игрок (природа, покупательский спрос) действует случайно.

Условия игры задаются матрицей

[image: image2565.png](aij)mxn~




Имеется ряд критериев, которые используются при выборе оптимальной стратегии. Рассмотрим некоторые из них.

1. Критерий Вальде. Рекомендуется применять максиминную стратегию. Она достигается из условия

[image: image2566.png]max min a;;




и совпадает с нижней ценой игры. Критерий является песси​мистическим, считается, что природа будет действовать наи​худшим для человека образом.

2. Критерий максимума. Он выбирается из условия

[image: image2567.png]max max aij.




Критерий является оптимистическим, считается, что при​рода будет наиболее благоприятна для человека.

3. Критерий Гурвица. Критерий рекомендует стратегию, определяемую по формуле

[image: image2568.png]max{a mina;; + (1 — @) max a;;},




где α — степень оптимизма — изменяется в диапазоне [0, 1].

Критерий придерживается некоторой промежуточной по​зиции, учитывающей возможность как наихудшего, так и наи​лучшего для человека поведения природы. При α = 1 критерий превращается в критерий Вальде, при α = 0 — в критерий максимума. На α оказывает влияние степень ответственности лица, принимающего решение по выбору стратегии. Чем хуже последствия ошибочных решений, больше желания застрахо​ваться, тем а ближе к единице.

4. Критерий Сэвиджа. Суть критерия состоит в выборе та​кой стратегии, чтобы не допустить чрезмерно высоких потерь, к которым она может привести. Находится матрица рисков, элементы которой показывают, какой убыток понесет человек (фирма), если для каждого состояния природы он не выберет наилучшей стратегии.

Элемент матрицы рисков (rij) находится по формуле
[image: image2569.png]rij = maxaij - aij,




где maxаij — максимальный элемент в столбце исходной мат​рицы.

Оптимальная стратегия находится из выражения
[image: image2570.png]min{max(max a;; — a;;)}.




31.6. Определение производственной программы предприятия в условиях риска и неопределенности с использованием матричных игр

Фирма "Фармацевт" — производитель медикаментов и био​медицинских изделий в регионе. Известно, что пик спроса на некоторые лекарственные препараты приходится на летний пе​риод (препараты сердечно-сосудистой группы, анальгетики), на другие — на осенний и весенний периоды (антиинфекцион​ные, противокашлевые).

Затраты на 1 усл. ед. продукции за сентябрь-октябрь со​ставили: по первой группе (препараты сердечно-сосудистые и анальгетики) — 20 р.; по второй группе (антиинфекционные, противокашлевые препараты) — 15 р.

По данным наблюдений за несколько последних лет служ​бой маркетинга фирмы установлено, что она может реали​зовать в течение рассматриваемых двух месяцев в услови​ях теплой погоды 3050 усл. ед. продукции первой группы и 1100 усл. ед. продукции второй группы; в условиях хо​лодной погоды — 1525 усл. ед. продукции первой группы и 3690 усл. ед. второй группы.

В связи с возможными изменениями погоды ставится за​дача — определить стратегию фирмы в выпуске продукции, обеспечивающую максимальный доход от реализации при цене продажи 40 р. за 1 усл. ед. продукции первой группы и 30 р. — второй группы.

Решение. Фирма располагает двумя стратегиями:

A1 — в этом году будет теплая погода;

A2 — погода будет холодная.

Если фирма примет стратегию A1 и в действительности будет теплая погода (стратегия природы B2), то выпущенная продукция (3050 усл. ед. препаратов первой группы и 1100 усл. ед. второй группы) будет полностью реализована и доход со​ставит
[image: image2571.png]3050 - (40 — 20) + 1100 - (30 — 15) = 77500 p.




В условиях прохладной погоды (стратегия природы В2) препараты второй группы будут проданы полностью, а первой группы только в количестве 1525 усл. ед. и часть препаратов останется нереализованной. Доход составит
[image: image2572.png]1525 - (40 — 20) + 1100 - (30 — 15) —
—20 - (3050 — 1525) = 16 500 p.




Аналогично, если фирма примет стратегию А2 и в дейст​вительности будет холодная погода, то доход составит
[image: image2573.png]1525 - (40 — 20) + 3690 - (30 — 15) = 85850 p.




При теплой погоде доход составит

[image: image2574.png]1525 - (40 — 20) + 1100 - (30 15) — (3690 — 1100) - 15 = 8150 p.




Рассматривая фирму и погоду в качестве двух игроков, по​лучим платежную матрицу

[image: image2575.png]B By
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Цена игры лежит в диапазоне 16500 р. ≤  v ≤ 77500 р.

Из платежной матрицы видно, что при всех условиях до​ход фирмы будет не меньше 16 500 р., но если погодные условия совпадут с выбранной стратегией, то доход фирмы может со​ставить 77500 р.

Найдем решение игры.

Обозначим вероятность применения фирмой стратегии А1 через x1, стратегии А2 — через x2, причем х1 = 1 — х2. Решая игру графическим методом, получим 
[image: image2576.wmf]x

опт = (0,56; 0,44), при этом цена игры v = 46 986 р.

Оптимальный план производства лекарственных препара​тов составит
[image: image2577.png]0, 56 - (3050; 1100) + 0,44 - (1525;3690) = (2379; 2239,6).




Таким образом, фирме целесообразно производить в тече​ние сентября и октября 2379 усл. ед. препаратов первой группы и 2239,6 усл. ед. препаратов второй группы, тогда при любой погоде она получит доход не менее 46 986 р.

В условиях неопределенности, если не представляется воз​можным фирме использовать смешанную стратегию (догово​ры с другими организациями), для определения оптимальной стратегии фирмы используем критерии природы.

1. Критерий Вальде:
[image: image2578.png]max(min a;;) = max(16 500,8150) = 16 500 p.,




фирме целесообразно использовать стратегию A1.

2. Критерий максимума:

[image: image2579.png]max(max a;;) = max(77 500,85 850) = 85850 p.,




целесообразно использовать стратегию А2.

3. Критерий Гурвица: для определенности примем α = 0,4, тогда для стратегии фирмы А1
[image: image2580.png]amina;; + (1 — a) maxa;; =
=0,4-16500 + (1 — 0,4) - 77500 = 53100 p.;




для стратегии А2
[image: image2581.png]aminai; + (1 — o) maxa;; =
'=0,4-8150 + (1 — 0,4) - 85850 = 54 770 p.,
max (53100, 54 770) = 54770 p.,




фирме целесообразно использовать стратегию А2.
4. Критерий Сэвиджа. Максимальный элемент в первом столбце — 77 500, во втором столбце — 85 850.

Элементы матрицы рисков находятся из выражения
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откуда r11 = 77500 - 77500 = 0, r12 = 85 850 - 16 500 = 69 350, r21 = 77 500 - 8150 = 69 350, r22 = 85 850 - 85 850 = 0. 

Матрица рисков имеет вид
[image: image2583.png]0 69 350
69350 0 ’

min{max(max a;; — a;;)} = min(69 350,69 350) = 69350 p.,




целесообразно использовать стратегию A1 или А2.

Следовательно, фирме целесообразно применять страте​гию A1 или А2.

Отметим, что каждый из рассмотренных критериев не мо​жет быть признан вполне удовлетворительным для оконча​тельного выбора решений, однако их совместный анализ поз​воляет более наглядно представить последствия принятия тех или иных управленческих решений.

При известном распределении вероятностей различных со​стояний природы критерием принятия решения является мак​симум математического ожидания выигрыша.

Пусть известно для рассматриваемой задачи, что вероят​ности теплой и холодной погоды равны и составляют 0,5, тогда оптимальная стратегия фирмы определяется так:
[image: image2584.png]max{(0,5 - 77500 + 0,5 - 16500); (0,5 - 8150 + 0,5 - 85850)} =
= (47000; 47 000) = 47 000 p.




Фирме целесообразно использовать стратегию A1 или А2.

31.7. "Дерево" решений

Примеры, которые мы рассматривали до сих пор, включа​ли получение единого решения. Однако на практике результат одного решения приводит к необходимости принятия следую​щего решения и т.д. Эту последовательность принятия реше​ний нельзя выразить таблицей доходов, поэтому приходится использовать другой алгоритм принятия управленческих ре​шений.

Графически подобные процессы могут быть представлены с помощью "дерева" решений. Такое представление облегчает описание многоэтапного процесса принятия управленческого решения в целом.

Рассмотрим "дерево" решений, которое применяют тогда, когда нужно принять несколько взаимосвязанных решений в условиях неопределенности в случае принятия решения, зави​сящего от исхода предыдущего или исходов испытаний.

Составляя дерево решений, рисуют "ствол" и "ветви", ото​бражающие структуру проблемы. Располагают "дерево" ре​шений слева направо. "Ветви" обозначают возможные альтер​нативные решения, которые могут быть приняты, и возмож​ные исходы, возникающие в результате этих решений.

Квадратные "узлы" на дереве решений обозначают места, в которых принимаются решения, круглые "узлы" — места исходов. Так как не представляется возможным влиять на по​явление исходов, то в круглых узлах вычисляют вероятнос​ти их появления. Когда все решения и их исходы указаны на "дереве", оценивается каждый из вариантов и проставляются денежные доходы. Все расходы, вызванные решениями, про​ставляются на соответствующих "ветвях".

Рассмотрим задачу с применением "дерева" решений.

Выбор оптимальной стратегии развития предприятия в условиях трансформации рынка

Фирма может принять решение о строительстве средне​го или малого предприятия. Малое предприятие впоследствии можно расширить. Решение определяется будущим спросом на продукцию, которую предполагается выпускать на сооружае​мом предприятии. Строительство среднего предприятия эко​номически оправданно при высоком спросе. С другой стороны, можно построить малое предприятие и через два года его рас​ширить.

Фирма рассматривает данную задачу на десятилетний пе​риод. Анализ рыночной ситуации показывает, что вероятности высокого и низкого уровней спроса равны 0,7 и 0,3 соот​ветственно. Строительство среднего предприятия обойдется в 4 млн р., малого — в 1 млн р. Затраты на расширение через два года малого предприятия оцениваются в 3,5 млн р.

Ожидаемые ежегодные доходы для каждой из возможных альтернатив:

· среднее предприятие при высоком (низком) спросе дает 0,9 (0,2) млн р.;

· малое предприятие при низком спросе дает 0,1 млн р.;

· малое предприятие при высоком спросе дает 0,2 млн р. в течение 10 лет;

· расширенное предприятие при высоком (низком) спросе дает 0,8 (0,1) млн р.;

· малое предприятие без расширения при высоком спросе в течение первых двух лет и последующем низком спросе дает 0,1 млн р. в год за остальные восемь лет.

Определить оптимальную стратегию фирмы в строительстве предприятий.

Решение. Данная задача является многоэтапной, так как если фирма решит строить малое предприятие, то через два года она может принять решение о его расширении. В этом случае процесс принятия решения состоит из двух этапов: ре​шение в настоящий момент времени о размере предприятия и решение о необходимости его расширения, принимаемое через два года.

На рис. 31.7 задача представлена в виде "дерева" решений. Предполагается, что спрос может оказаться высоким и низ​ким. Дерево имеет два типа вершин: "решающие" вершины, обозначенные квадратными узлами, и "случайные" вершины, обозначенные круглыми узлами.
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Начиная с вершины 1, являющейся "решающей", необходи​мо принять решение относительно размера предприятия. Вер​шины 2 и 3 являются "случайными". Фирма будет рассматри​вать возможность расширения малого предприятия только в том случае, если спрос по истечении первых двух лет устано​вится на высоком уровне. Поэтому в вершине 4 принимается решение о расширении или нерасширении предприятия.

Вершины 5 и 6 будут "случайными".

Произведем расчеты для каждой из альтернатив. Вычис​ления начнем со 2-го этапа. Для последних восьми лет альтер​нативы, относящиеся к вершине 4, оцениваются так:

[image: image2586.png]JIP = (0,8-0,7+0,1-0,3)-8 3,5 = 1,22 mummt p.,
AFP=(0,2-0,7+0,1-0,3)-8=1,36 mum p.,




где ДР — доход с расширением, ДБР — доход без расширения предприятия.

Таким образом, в вершине 4 выгоднее не проводить расши​рение, при этом доход составит l,36 млн р.

Теперь для дальнейших расчетов оставим одну "ветвь", выходящую из вершины 4, которой соответствует доход 1,36 млн р. за остальные восемь лет. Перейдем к вычислениям 1-го этапа. Для вершины 1

[image: image2587.png]AC=(0,9-0,7+0,2-0,3)-10 — 4,0 = 2,9 mH p.,
JAM=136+02-07-2+0,1-0,3- 10~ 1,0 = 0,94 st p.,




где ДС — доход среднего предприятия, ДМ — доход малого предприятия.

Сравнивая получаемые в вершине 1 доходы среднего и ма​лого предприятий, видим, что более предпочтительным явля​ется вариант строительства среднего предприятия.

Таким образом, фирме целесообразно построить среднее предприятие.

Принятие решения о замене оборудования в условиях неопределенности и риска

Фирма может принять решение о замене старого оборудо​вания на новое того же вида или его ремонте. Отремонтиро​ванное оборудование впоследствии можно частично заменить на новое, более современное, или отремонтировать его заново.

Решение определяется будущим спросом на продукцию, ко​торую производят на этом оборудовании.

Полная замена оборудования экономически оправданна при высоком уровне спроса. С другой стороны, можно отремонти​ровать старое оборудование и через один год, например, заме​нить его на новое, более совершенное, или заново его отремон​тировать.

В данной задаче процесс принятия решения состоит из двух этапов: решение в настоящий момент времени о замене или ремонте оборудования и решение, принимаемое через один год, относительно частичной его замены и ремонта.

Пример 5. Рассмотрим конкретную задачу о замене оборудо​вания фирмы, представленную в виде "дерева" решений.

Предполагается, что спрос может оказаться высоким, сред​ним и низким.

Дерево имеет два типа вершин: "решающие" и "случай​ные".
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Начиная с "решающей" вершины 1 необходимо принять ре​шение о полной замене оборудования или его ремонте.

Вершины 2 и 3 являются "случайными". Фирма будет рассматривать возможность установления более совершенного оборудования или повторного ремонта старого в том случае, если спрос по истечении одного года установится на высоком уровне. Поэтому в вершине 4 принимается решение о частич​ной замене старого оборудования более совершенным или ре​монте старого. Вершины 5 и 6 "случайные".

Предположим, что фирма рассматривает эту задачу на пя​тилетний период. Анализ рыночной ситуации показывает, что вероятности высокого, среднего и низкого уровней спроса со​ставляют 0,6, 0,3 и 0,1 соответственно. Замена новым обору​дованием того же вида, что и старое, обойдется в 2,5 млн р., а ремонт старого — в 0,8 млн р.

Затраты на частичную замену оборудования на более со​вершенное, чем старое, оцениваются в 1,5 млн р., а повторный ремонт старого — в 0,8 млн р.

Ежегодные доходы для каждой стратегии фирмы следую​щие.

1. Замена старого оборудования на новое того же вида при высоком, среднем и низком уровнях спроса дает 0,95; 0,7 и 0,45 млн р. соответственно.

2. Ремонт старого оборудования при высоком, среднем и низком уровнях спроса оценивается в 0,3; 0,15 и 0,1 млн р. соответственно.

3. Частичная замена оборудования на более совершенное при высоком, среднем и низком уровнях спроса составит 0,9; 0,6 и 0,4 млн р. соответственно.

4. Повторный ремонт старого оборудования при высоком, среднем и низком уровнях спроса предполагает 0,3; 0,2 и 0,1 млн р. соответственно.

Определить оптимальную стратегию фирмы в замене обо​рудования.

Решение. Оценим результаты каждой стратегии и опре​делим, какие решения следует принимать в "решающих" вершинах 1 и 4.

Вычисления начнем с этапа 2. Для последних 4 лет альтер​нативы, относящиеся к вершине 4, оцениваются так:

[image: image2589.png]193 =(0,9-0,6+0,6-0,3+0,4-0,1)-4 — 1,5 = 1,54 s p,,
JUIP = (0,3-0,6 +0,2-0,3+0,1-0,1) -4 — 0,8 = 0,2 mumst p.,




где ДЧЗ — доход от частичной замены оборудования на более совершенное, ДДР — доход от замены оборудования, прошед​шего дважды ремонт. Так как ДЧЗ > ДДР, то в вершине 4 выгоднее произвести частичную замену оборудования на более совершенное, при этом доход составит 1,54 млн р.

Для дальнейших расчетов в вершине 4 можно оставить од​ну ветвь, которой соответствует доход в 1,54 млн р. за 4 года.

Вычислим доходы на 1-м этапе для "решающей" верши​ны 1:

[image: image2590.png]130=03-06-1+0,15-0,3-5+0,1-0,1-5+1,54-08 =
= 1,195 muH p.,




где ДЗН — доход от замены старого оборудования на новое того же вида, ДЗО — доход от отремонтированного оборудо​вания и дальнейшей замены на более совершенное.

Так как ДЗН > ДЗО, то оптимальным решением в верши​не 1 является полная замена старого оборудования на новое того же вида.

Ответ: Оптимальной стратегией фирмы в замене обору​дования является полная замена старого оборудования на новое того же вида, при этом доход составит 1,625 млн р.

УПРАЖНЕНИЯ
Найти оптимальные стратегии и цену игры.
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Построить игру, заданную задачей линейного программи​рования.

31.8. L(
[image: image2592.wmf]x

) = x1 + 2x2 — x3 → max при ограничениях:
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Решить задачу с использованием матричных игр.

31.9. Розничное торговое предприятие разработало несколько вариантов плана продаж товаров на предстоящей ярмарке с учетом конъюнктуры рынка и спроса покупателей. Получаю​щиеся от их возможных сочетаний показатели прибыли пред​ставлены в табл. 31.12.

Определить: а) оптимальный план продажи товаров и цену игры;

б) какой стратегии следует придерживаться торговому предприятию, если наиболее вероятной является ситуация: C1 — 30%, С2 — 30%, С3 — 40%?
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31.10. Предприятие планирует выпуск трех партий новых ви​дов товаров широкого потребления в условиях неясной рыноч​ной конъюнктуры. Известны отдельные возможные состояния P1, P2, P3, P4, а также возможные объемы выпуска изделий по каждому варианту и их условные вероятности, которые пред​ставлены в табл. 31.13.
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Определить предпочтительный план выпуска товаров ши​рокого потребления.

31.11. Фирма производит пользующиеся спросом детские пла​тья и костюмы, реализация которых зависит от состояния по​годы. Затраты фирмы в течение августа-сентября на едини​цу продукции составили: платья — 7 ден. ед., костюмы — 28 ден. ед. Цена реализации составляет 15 и 50 ден. ед. со​ответственно.

По данным наблюдении за несколько предыдущих лет, фир​ма может реализовать в условиях теплой погоды 1950 платьев и 610 костюмов, а при прохладной погоде — 630 платьев и 1050 костюмов.

В связи с возможными изменениями погоды определить стратегию фирмы в выпуске продукции, обеспечивающую ей максимальный доход от реализации продукции. Задачу ре​шить графическим методом и с использованием критериев "природы", приняв степень оптимизма а = 0,5.

Решить задачи с использованием "дерева" решений.

31.12. Фирма может принять решение о строительстве средне​го или малого предприятия. Малое предприятие впоследствии можно расширить. Решение определяется будущим спросом на продукцию, которую предполагается выпускать на сооружае​мом предприятии. Строительство среднего предприятия эко​номически оправданно при высоком спросе. С другой стороны, можно построить малое предприятие и через два года его рас​ширить.

Фирма рассматривает данную задачу на десятилетний пе​риод. Анализ рыночной ситуации показывает, что вероятнос​ти высокого и низкого уровней спроса равны 0,75 и 0,25 соот​ветственно. Строительство среднего предприятия обойдется в 5 млн р., малого — в 1 млн р. Затраты на расширение через два года малого предприятия оцениваются в 4,2 млн р.

Ожидаемые ежегодные доходы для каждой из возможных альтернатив:

— среднее предприятие при высоком (низком) спросе дает 1 (0,3) млн р.;

— малое предприятие при низком спросе — 0,2 млн р.,

— малое предприятие при высоком спросе — 0,25 млн р. в течение 10 лет;

— расширенное предприятие при высоком (низком) спро​се — 0,9 (0.2) млн р.;

— малое предприятие без расширения при высоком спросе в течение первых двух лет и последующем низком спро​се — 0,2 млн р. в год за остальные восемь лет.

Определить оптимальную стратегию фирмы в строительстве предприятий.

31.13. Фирма может принять решение о замене старого обо​рудования новым того же вида или его ремонте. Отремонтиро​ванное оборудование впоследствии можно частично заменить на новое, более современное, или отремонтировать его заново.

Решение определяется будущим спросом на продукцию, ко​торую производят на этом оборудовании.

Полная замена оборудования экономически оправданна при высоком уровне спроса. С другой стороны, можно отремонти​ровать старое оборудование и через один год его заменить на новое, более совершенное, или заново его отремонтировать. На рис. 31.9 задача представлена в виде дерева решений.
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Предполагается, что спрос может оказаться высоким, сред​ним и низким.

Фирма рассматривает эту задачу на пятилетний период. Анализ рыночной ситуации показывает, что вероятности вы​сокого, среднего и низкого уровней спроса составляют 0,6; 0,3 и 0,1 соответственно. Замена новым оборудованием того же ви​да, что и старое, обойдется в 3 млн р., а ремонт старого — в 1 млн р.

Затраты на частичную замену оборудования на более со​вершенное, чем старое, оцениваются в 2 млн р., а повторный ремонт старого — в 1 млн р.

Ежегодные доходы для каждой из альтернатив следующие.

1. Замена старого оборудования на новое того же вида при высоком, среднем и низком уровнях спроса дает 1,0; 0,75 и 0,5 млн р. соответственно.

2. Ремонт старого оборудования при высоком, среднем и низком уровнях спроса оценивается в 0,35; 0,2 и 0,17 млн р. соответственно.

3. Частичная замена оборудования на более совершенное при высоком, среднем и низком уровнях спроса составит 0,95; 0,7 и 0,45 млн р. соответственно.

4. Повторный ремонт старого оборудования при высоком, среднем и низком уровнях спроса предполагает 0,35; 0,25 и 0,17 млн р. соответственно.

Определить оптимальную стратегию фирмы в замене обо​рудования.

Глава 32. ЭЛЕМЕНТЫ СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ (СМО)

32.1. Формулировка задачи и характеристики СМО

Часто приходится сталкиваться с такими ситуациями: оче​редь покупателей в кассах магазинов; колонна автомобилей, движение которых остановлено светофором; ряд станков, вы​шедших из строя и ожидающих ремонта, и т.д. Все эти ситу​ации объединяет то обстоятельство, что системам необходимо пребывать в состоянии ожидания. Ожидание является следст​вием вероятностного характера возникновения потребностей в обслуживании и разброса показателей обслуживающих сис​тем, которые называют системами массового обслуживания (СМО).
Цель изучения СМО состоит в том, чтобы взять под конт​роль некоторые характеристики системы, установить зави​симость между числом обслуживаемых единиц и качеством обслуживания. Качество обслужинания тем выше, чем больше число обслуживающих единиц. Но экономически невыгодно иметь лишние обслуживающие единицы.

В промышленности СМО применяются при поступлении сырья, материалов, комплектующих изделий на склад и вы​даче их со склада; обработке широкой номенклатуры дета​лей на одном и том же оборудовании; организации наладки и ремонта оборудования; определении оптимальной численности обслуживающих отделов и служб предприятий и т.д.

Основными элементами СМО являются источники заявок, их входящий поток, каналы обслуживания и выходящий по​ток. Схематически это изображено на рис. 32.1.
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В зависимости от характера формирования очереди СМО различают:

1) системы с отказами, в которых при занятости всех кана​лов обслуживания заявка не встает в очередь и покидает систему необслуженной;

2) системы с неограниченными ожиданиями, в которых за​явка встает в очередь, если в момент ее поступления все каналы были заняты.

Существуют и системы смешанного типа с ожиданием и ограниченной длиной очереди: заявка получает отказ, если приходит в момент, когда все места в очереди заняты. Заявка, попавшая в очередь, обслуживается обязательно.

По числу каналов обслуживания СМО делятся на однока​нальные и многоканальные.

В зависимости от расположения источника требований сис​темы могут быть разомкнутыми (источник заявок находится вне системы) и замкнутыми (источник находится в самой сис​теме) .

Рассмотрим в отдельности элементы СМО.

Входящий поток: на практике наиболее распространенным является простейший поток заявок, обладающий свойствами стационарности, ординарности и отсутствия последействия.

Стационарность характеризуется тем, что вероятность поступления определенного количества требований (заявок) в течение некоторого промежутка времени зависит только от длины этого промежутка.

Ординарность потока определяется невозможностью одно​временного появления двух или более заявок.

Отсутствие последействия характеризуется тем, что по​ступление заявки не зависит от того, когда и сколько заявок поступило до этого момента. В этом случае вероятность того, что число заявок, поступивших на обслуживание за промежу​ток времени t, равно k, определяется по закону Пуассона

[image: image2598.png]



где λ — интенсивность потока заявок, т.е. среднее число за​явок в единицу времени:

[image: image2599.png]A = 1/7 (uen./muH, p./d, aBTOM./IOH., KBT/4),




где 
[image: image2600.wmf]t

 — среднее значение интервала времени между двумя со​седними заявками.

Для такого потока заявок время между двумя соседними заявками распределено экспоненциально с плотностью вероят​ности

[image: image2601.png]F(t) = xe M,




Случайное время ожидания в очереди начала обслужива​ния считают распределенным экспоненциально:

[image: image2602.png]



где v — интенсивность движения очереди, т.е. среднее число заявок, приходящих на обслуживание в единицу времени:

[image: image2603.png]Vv = l/t‘oq,




где 
[image: image2604.wmf]t

оч — среднее значение времени ожидания в очереди.

Выходящий поток заявок связан с потоком обслуживания в канале, где длительность обслуживания 
[image: image2605.wmf]t

обc является слу​чайной величиной и часто подчиняется показательному закону распределения с плотностью

[image: image2606.png]f(to6C) = He~“t,




где μ — интенсивность потока обслуживания, т.е. среднее число заявок, обслуживаемых в единицу времени:

[image: image2607.png]i = 1/to6c (aen./mun, p./ou., xr/4, nokym./ns.),




где 
[image: image2608.wmf]t

обс — среднее время обслуживания.

Важной характеристикой СМО, объединяющей λ и μ, яв​ляется интенсивность нагрузки

[image: image2609.png]p=Ap.




Рассмотрим n-канальные разомкнутые СМО.
32.2. СМО с отказами 
Основные понятия

Заявка, поступившая в систему с отказами и нашедшая все каналы занятыми, получает отказ и покидает систему необслу​женной. Показателем качества обслуживания выступает веро​ятность получения отказа. Предполагается, что все каналы до​ступны в равной степени всем заявкам, входящий поток явля​ется простейшим, длительность (время) обслуживания одной заявки (tобс) распределена по показательному закону.

Формулы для расчета установившегося режима

1. Вероятность простоя каналов обслуживания, когда нет заявок (k = 0):
[image: image2610.png]Py=1/ ipk/k!

k=0




2. Вероятность отказа в обслуживании, когда поступив​шая на обслуживание заявка найдет все каналы заня​тыми (k = п):

[image: image2611.png]POTKZP‘H:POpn/n!




3. Вероятность обслуживания:
Pобс = 1 - Pотк.

4. Среднее число занятых обслуживанием каналов:

[image: image2612.png]Ty = pPose-




5. Доля каналов, занятых обслуживанием:

[image: image2613.png]



6. Абсолютная пропускная способность СМО:

[image: image2614.png]A = APse.




32.3. СМО с неограниченным ожиданием 

Основные понятия
Заявка, поступившая в систему с неограниченным ожида​нием и нашедшая все каналы занятыми, становится в очередь, ожидая освобождения одного из каналов.

Основной характеристикой качества обслуживания являет​ся время ожидания (время пребывания заявки в очереди).

Для таких систем характерно отсутствие отказа в обслу​живании, т.е. Ротк = 0 и Робс = 1.

Для систем с ожиданием существует дисциплина очереди:

1) обслуживание в порядке очереди по принципу "первым пришел — первым обслужен";

2) случайное неорганизованное обслуживание по принципу "последний пришел — первым обслужен";

3) обслуживание с приоритетами по принципу "генералы и полковники вне очереди".

Формулы для установившегося режима

1. Вероятность простоя каналов, когда нет заявок (k = 0):

[image: image2615.png]Py=1/ 3" (o /K1) + p™+!/nl(n - p).
k=0




Предполагается, что ρ/п < 1. 

2. Вероятность занятости обслуживанием k заявок:

[image: image2616.png]P, =p"Py/k!, 1<k<n




3. Вероятность занятости обслуживанием всех каналов:

[image: image2617.png]P, =p"P,
o /n!




4. Вероятность того, что заявка окажется в очереди:

[image: image2618.png]Poqz

n+1

nl(n — p)




5. Среднее число заявок в очереди:

[image: image2619.png]n+1

1!(n - p)?
=

Py.




6. Среднее время ожидания заявки в очереди:

[image: image2620.png]EO‘{ = Loq/A-




7. Среднее время пребывания заявки в СМО:

[image: image2621.png]fcmo = foq + LToﬁc-




8. Среднее число занятых обслуживанием каналов:

[image: image2622.png]



9. Среднее число свободных каналов:

[image: image2623.png]Neg = N — N3




10. Коэффициент занятости каналов обслуживания:

[image: image2624.png]=)




11. Среднее число заявок в СМО:

[image: image2625.png]™Y

I}
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32.4. СМО с ожиданием и с ограниченной длиной очереди

Основные понятия

Заявка, поступившая в систему с ожиданием с ограничен​ной длиной очереди и нашедшая все каналы и ограниченную очередь занятыми, покидает систему необслуженной.

Основной характеристикой качества системы является от​каз заявке в обслуживании.

Ограничения на длину очереди могут быть из-за:

1) ограничения сверху времени пребывания заявки в оче​реди;

2) ограничения сверху длины очереди;

3) ограничения общего времени пребывания заявки в сис​теме.

Формулы для установившегося режима

1. Вероятность простоя каналов обслуживания, когда нет заявок (k = 0):

[image: image2626.png]



2. Вероятность отказа в обслуживании:

[image: image2627.png]n+m

POTK = '
nln™




3. Вероятность обслуживания:

[image: image2628.png]P06C:1—P0TK'




4. Абсолютная пропускная способность:

[image: image2629.png]A = Pose - A




5. Среднее число занятых каналов:

[image: image2630.png]



6. Среднее число заявок в очереди:

[image: image2631.png]I
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7. Среднее время ожидания обслуживания:

[image: image2632.png]



8. Среднее число заявок в системе:

[image: image2633.png]



9. Среднее время пребывания в системе:

[image: image2634.png]tCMO -

> |




32.5. Определение эффективности использования трудовых и производственных ресурсов в системах массового обслуживания

Рассмотрим задачу с использованием СМО с отказами.

Пример 1. В ОТК цеха работают три контролера. Если де​таль поступает в ОТК, когда все контролеры заняты обслу​живанием ранее поступивших деталей, то она проходит не​проверенной. Среднее число деталей, поступающих в ОТК и течение часа, равно 24, среднее время, которое затрачивает один контролер на обслуживание одной детали, равно 5 мин. Определить вероятность того, что деталь пройдет ОТК не обслуженной, насколько загружены контролеры и сколько их необходимо поставить, чтобы Р*обс ≥ 0,95 (* — заданное значение Робс).

Решение. По условию задачи λ = 24дет./ч = 0,4дет./мин, 
[image: image2635.wmf]t

обс = 5 мин, тогда μ = 0,2, ρ = λ / μ = 2.

1. Вероятность простоя каналов обслуживания:

[image: image2636.png]Py = ! = ! _ = (0,15%7,
O 00N 211 222+ B30 1+2+2+1,3

rae 0! = 1.





2. Вероятность отказа в обслуживании:

[image: image2637.png]Py = 2°-0,1587/3! = 0,21.




3. Вероятность обслуживания:

[image: image2638.png]Pyse =1—0,21 = 0,79.




4. Среднее число занятых обслуживанием каналов:

[image: image2639.png]fi, =2-0,79 = 1,58.




5. Доля каналов, занятых обслуживанием:

[image: image2640.png]ky = 1,58/3 = 0,526.




6. Абсолютная пропускная способность:

[image: image2641.png]A=04-079=0316.




При п = 3 Робс = 0,79 ≤ Р*обс = 0,95. Произведя аналогич​ные расчеты для п = 4, получим

[image: image2642.png]Py =014, Py = 0,093, Py = 0,907.




Так как Робс = 0,907 ≤ Р*обс = 0,95, то, произведя расчеты для п = 5, получим

[image: image2643.png]Py = 0,137, P = 0,035, Paye = 0,965 > Pl = 0,95.




Ответ. Вероятность того, что при п = 3 деталь прой​дет ОТК необслуженной, составляет 21%, и контролеры будут заняты обслуживанием на 53%.

Чтобы обеспечить вероятность обслуживания более 95%, необходимо не менее пяти контролеров.

Рассмотрим задачу с использованием СМО с неограничен​ным ожиданием.

Пример 2. Сберкасса имеет трех контролеров-кассиров (п = 3) для обслуживания вкладчиков. Поток вкладчиков посту​пает в сберкассу с интенсивностью λ = 30 чел./ч. Средняя продолжительность обслуживания контролером-кассиром од​ного вкладчика 
[image: image2644.wmf]t

обс = 3 мин.

Определить характеристики сберкассы как объекта СМО.

Решение. Интенсивность потока обслуживания μ = 1/
[image: image2645.wmf]t

обс = 1/3 = 0,333, интенсивность нагрузки ρ = 1,5.

1. Вероятность простоя контролеров-кассиров в течение рабочего дня:
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0.

=0,21

1,54
1(3—-1,5

FRpFLATRE.

51+

50+_}_

=




2. Вероятность застать всех контролеров-кассиров заняты​ми:

[image: image2647.png]1 3
Pn:~§5r021—0118




3. Вероятность очереди:

[image: image2648.png]1,54

Py = ———0,21 = 0,118.
33 —-1,5)




4. Среднее число заявок в очереди:

[image: image2649.png]I 1,5
T (3-1)!(3-1,5)2

0,21 = 0,236.




5. Среднее время ожидания заявки в очереди:

[image: image2650.png]_ 0,236
ou = —— = 0,472 mumn.

0,5




6. Среднее время пребывания заявки в СМО:

[image: image2651.png]tewo = 0,472 + 3 = 3,472 mun.




7. Среднее число свободных каналов:

[image: image2652.png]fes =3 — 1,5 = 1,5.




8. Коэффициент занятости каналов обслуживания:

[image: image2653.png]



9. Среднее число посетителей в сберкассе:

[image: image2654.png]Z=0,236 + 1,5 = 1,736 uesn.




Ответ. Вероятность простоя контролеров-кассиров рав​на 21% рабочего времени, вероятность посетителю оказаться в очереди составляет 11,8%, среднее число посетителей в очереди 0,236 чел., среднее время ожидания посетителями обслужива​ния 0,472 мин.

Рассмотрим задачу с применением СМО с ожиданием и с ограниченной длиной очереди.

Пример 3. Магазин получает ранние овощи из пригородных теплиц. Автомобили с грузом прибывают в разное время с ин​тенсивностью λ = 6 машин в день. Подсобные помещения и оборудование для подготовки овощей к продаже позволяют об​рабатывать и хранить товар, привезенный двумя автомаши​нами (m = 2). В магазине работают три фасовщика (n = 3), каждый из которых в среднем может обрабатывать товар с од​ной машины в течение 
[image: image2655.wmf]t

обс = 4 ч. Продолжительность рабочего дня при сменной работе составляет 12 ч.

Определить, какова должна быть емкость подсобных по​мещений, чтобы вероятность полной обработки товаров была Р*обc ≥ 0,97.

Решение. Определим интенсивность загрузки фасовщи​ков:

[image: image2656.png]p=Ap=6/3=2, p=1/tec=1-12/4 =3 aBr./nn.




1. Найдем вероятность простоя фасовщиков при отсут​ствии машин (заявок):

[image: image2657.png]20 2t 22 3 934l 2\?
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причем 0! = 1,0. 

2. Вероятность отказа в обслуживании:

[image: image2658.png]23+2

Porx = Puvn = 0, 128 —— 3132 = 0,075.




3. Вероятность обслуживания:

[image: image2659.png]Pyse =1 — 0,075 = 0,925.




Так как Робс = 0,925 < Р*обс = 0,97, произведем аналогич​ные вычисления для т = 3, получим

[image: image2660.png]Py =0,122, Porx = 0,048, Pos = 0,952.




Так как Робс = 0,952 < Р*обс = 0,97, примем т = 4. 

Для этого случая

[image: image2661.png]Py =0,12, Pom = 0,028, Pog = 0,972,




0,972 > 0,97, емкость подсобных помещений необходимо увели​чить до т = 4.

Для достижения заданной вероятности обслуживания мож​но увеличивать число фасовщиков, проводя последовательно вычисления СМО для п = 4, 5 и т.д. Задачу можно решить, увеличивая емкость подсобных помещений, число фасовщиков, уменьшая время обработки товаров.

Найдем остальные параметры СМО для рассчитанного слу​чая при P0 = 0,12, Ротк = 0,028, Робc = 0,972.

4. Абсолютная пропускная способность:

[image: image2662.png]A =0,972-6 = 5,832 aBT./nH.




5. Среднее число занятых обслуживанием каналов (фасов​щиков) :

[image: image2663.png]fisan = 5,832/3 = 1,944,




6. Среднее число заявок в очереди:

[image: image2664.png]24 1-(2/3)*(4+1-4-2/3)
RN (1-2/3)2 012=054%





7. Среднее время ожидания обслуживания:

[image: image2665.png]o4

= 0,09 nu.




8. Среднее число машин в магазине:

[image: image2666.png]zZ = 0,548 + 1,944 = 2,492 aBr.




9. Среднее время пребывания машины в магазине:

[image: image2667.png]= 0,415 mH.

temo =
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Ответ. Емкость подсобных помещений магазина должна вмещать товар, привезенный 4 автомашинами (m = 4), при этом вероятность полной обработки товара будет Робc = 0,972.

УПРАЖНЕНИЯ
Решить следующие задачи в предположении, что поток посту​пающих заявок является простейшим и длительность обслужи​вания одной заявки распределена по показательному закону.

32.1. Дежурный по администрации города имеет пять телефо​нов. Телефонные звонки поступают с интенсивностью 90 за​явок в час, средняя продолжительность разговора составляет 2 мин.

Определить показатели дежурного администратора как объек​та СМО.

32.2. На стоянке автомобилей возле магазина имеются 3 места, каждое из которых отводится под один автомобиль. Автомоби​ли прибывают на стоянку с интенсивностью 20 автомобилей в час. Продолжительность пребывания автомобилей на стоянке составляет в среднем 15 мин. Стоянка на проезжей части не разрешается.

Определить среднее количество мест, не занятых автомобиля​ми, и вероятность того, что прибывший автомобиль не найдет на стоянке свободного места.

32.3. АТС предприятия обеспечивает не более 5 переговоров одновременно. Средняя продолжительность разговоров состав​ляет 1 мин. На станцию поступает в среднем 10 вызовов в с.

Определить характеристики АТС как объекта СМО.

32.4. В грузовой речной порт поступает в среднем 6 сухогру​зов в сутки. В порту имеются 3 крана, каждый из которых обслуживает 1 сухогруз в среднем за 8 ч. Краны работают круглосуточно.

Определить характеристики работы порта как объекта СМО и в случае необходимости дать рекомендации по улучшению его работы.

32.5. В службе "Скорой помощи" поселка круглосуточно де​журят 3 диспетчера, обслуживающие 3 телефонных аппара​та. Если заявка на вызов врача к больному поступает, когда диспетчеры заняты, то абонент получает отказ. Поток заявок составляет 4 вызова в минуту. Оформление заявки длится в среднем 1,5 мин.

Определить основные показатели работы службы "Скорой по​мощи" как объекта СМО и рассчитать, сколько потребуется телефонных аппаратов, чтобы удовлетворить не менее 90% по​ступающих вызовов врачей.

32.6. Салон-парикмахерская имеет 4 мастера. Входящий по​ток посетителей имеет интенсивность 5 человек в час. Среднее время обслуживания одного клиента составляет 40 мин. 

Определить среднюю длину очереди на обслуживание, считая ее неограниченной.

32.7. На автозаправочной станции установлены 2 колонки для выдачи бензина. Около станции находится площадка на 2 ав​томашины для ожидания заправки. На станцию прибывает в среднем одна машина в 3 мин. Среднее время обслуживания одной машины составляет 2 мин.

Определить характеристики работы автозаправочной станции как объекта СМО.

32.8. На вокзале в мастерской бытового обслуживания рабо​тают три мастера. Если клиент заходит в мастерскую, когда все мастера заняты, то он уходит из мастерской, не ожидая обслуживания. Среднее число клиентов, обращающихся в мас​терскую за 1 ч, равно 20. Среднее время, которое затрачивает мастер на обслуживание одного клиента, равно 6 мин. 

Определить вероятность того, что клиент получит отказ, бу​дет обслужен, а также среднее число клиентов, обслуживаемых мастерской в течение 1 ч, и среднее число занятых мастеров.

32.9. АТС поселка обеспечивает не более 5 переговоров од​новременно. Время переговоров в среднем составляет около 3 мин. Вызовы на станцию поступают в среднем через 2 мин.

Определить вероятность того, что заявка получит отказ, сред​нее число занятых каналов, абсолютную пропускную способ​ность АТС.

32.10. На автозаправочной станции (АЗС) имеются 3 колонки. Площадка при станции, на которой машины ожидают заправ​ку, может вместить не более одной машины, и если она занята, то очередная машина, прибывшая к станции, в очередь не ста​новится, а проезжает на соседнюю станцию. В среднем маши​ны прибывают на станцию каждые 2 мин. Процесс заправки одной машины продолжается в среднем 2,5 мин.

Определить вероятность отказа, абсолютную пропускную спо​собность АЗС, среднее число машин, ожидающих заправку, среднее время ожидания машины в очереди, среднее время пре​бывания машины на АЗС (включая обслуживание).

32.11. В небольшом магазине покупателей обслуживают два продавца. Среднее время обслуживания одного покупателя — 4 мин. Интенсивность потока покупателей — 3 человека в ми​нуту. Вместимость магазина такова, что одновременно в нем в очереди могут находиться не более 5 человек. Покупатель, при​шедший в переполненный магазин, когда в очереди уже стоят 5 человек, не ждет снаружи и уходит.

Определить вероятность того, что пришедший в магазин по​купатель покинет магазин необслуженным.

32.12. Железнодорожную станцию дачного поселка обслужи​вает касса с двумя окнами. В выходные дни, когда население активно пользуется железной дорогой, интенсивность потока пассажиров составляет 0,9 чел./мин. Кассир затрачивает на обслуживание пассажира в среднем 2 мин. 

Определить среднее число пассажиров у кассы и среднее время, затрачиваемое пассажиром на приобретение билета.

Глава 33. НЕКОТОРЫЕ МОДЕЛИ УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ

33.1. Общая постановка задачи

Предприятия, фирмы имеют различные запасы: сырье, комплектующие изделия, готовую продукцию, предназначен​ную для продажи, и т.д. Совокупность подобных материалов, представляющих временно не используемые экономические ре​сурсы, называют запасами предприятия.
Запасы создаются по различным причинам. Одна из них состоит в том, что если в некоторый момент производства по​требуется какой-то вид деталей, который поставляется другим предприятием, и он отсутствует на складе, то процесс произ​водства может остановиться. Поэтому на складе всегда должно быть нужное количество деталей данного вида. Однако если запасы увеличить, то возрастет стоимость их хранения. За​дача управления запасами состоит в выборе для предприятия целесообразного решения.

Рассмотрим простейшие математические модели управле​ния запасами. На рис. 33.1 представлены возможные графики изменения запаса Q, имеющегося на складе, во времени t, для которого рассматривается этот запас.
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Под Q будем понимать изделия или материалы (товары) только одного вида. Если на изделие поступает заявка, то оно отпускается и значение Q падает. Предположим, что величина спроса непрерывна во времени. Если Q = 0, то имеет место дефицит.

Любая математическая модель, которая применяется для изучения определенной ситуации в управлении запасами, долж​на учитывать факторы, связанные с издержками.

Различают организационные издержки — расходы, связан​ные с оформлением и доставкой товаров, издержки содержания запасов — затраты, связанные с хранением. Они возникают из-за амортизации в процессе хранения (изделия могут пор​титься, устаревать, их количество может уменьшаться и т.д.). Существуют издержки, связанные с дефицитом: если постав​ка со склада не может быть выполнена, то возникают допол​нительные издержки, связанные с отказом. Это может быть денежный штраф или ущерб, не осязаемый непосредственно (например, ухудшение бизнеса в будущем и потеря потреби​телей). Количество товара, поставляемое на склад, называют размером партии.
33.2. Основная модель управления запасами

Введем обозначения необходимых для составления модели величин. Данные поместим в табл. 33.1.

График изменения запасов представлен на рис. 33.2.
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Чтобы полностью удовлетворить годовой спрос g при раз​мере поставки q, необходимо обеспечить g/q поставок или пар​тий за год. Средний уровень запасов составляет q/2.
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Уравнение издержек будет иметь вид

[image: image2671.png]C=C1+Cy+ Cs=0bg/q+ sg+ hq/2,




где С1 — общие организационные издержки; С2 — стоимость товаров; С3 — общие издержки содержания запасов.

За исключением q все величины в правой части уравнения постоянны и известны, т.е. С = f(q). Для нахождения мини​мума С найдем производную dC/dq и приравняем ее к нулю:

[image: image2672.png]dC/dg = —bg/q* + h/2 =0,




откуда

[image: image2673.png]Gomr = /2,




где qопт — оптимальный размер партии.

Иногда возникает соблазн заказывать размер партии то​варов, не соответствующий оптимальному размеру. Это при​водит к увеличению издержек на содержание и организацию поставок. Покажем, что это так.

Предположим, что вместо оптимального размера была за​казана партия товаров, равная 0,5 qопт. Из основного уравнения издержек
[image: image2674.png]C=C1+Cy+Cy=0bg/q+ sg+ hqg/2




найдем
[image: image2675.png]C — Cy = C — sg = bgy/h/2bg + hy/2bg/4h = /Zbgh.




В случае заказа 0,5 qопт получим
[image: image2676.png]C' — C = 2bg\/h/2bg + hy/2bg/16h =
= /2bgh + \/2bgh /4 = 5\/2bgh/4 = 5(C — C»)/4.




Таким образом, заказ партии товаров размером 0,5 qопт (вместо qопт) приводит к увеличению общих издержек на со​держание запасов и организацию поставок на 25%. Аналогич​ная картина наблюдается в случае заказа поставок больше чем qопт.

Изобразим графически (рис. 33.3) изменение отдельных со​ставляющих величин С.
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Из рис. 33.3 следует, что увеличение q ведет к резкому сни​жению C1, при этом С3 увеличивается пропорционально h/2. При малых значениях q величина С падает до значения Сmin в точке qопт. При увеличении q величина издержек С прибли​жается к С2 + С3.
33.3. Модель производственных запасов

В основной модели предполагали, что поступление товаров на склад происходит мгновенно, например в течение одного дня. Рассмотрим случай, когда готовые товары поступают на склад непосредственно с производственной линии. Будем счи​тать, что поступление товаров происходит непрерывно. Мо​дель задачи в этом случае называют моделью производствен​ных поставок. Обозначим через р скорость поступающего на склад товара. Эта величина равна количеству товаров, выпус​каемых производственной линией за год. Остальные обозначе​ния и предположения те же, что и для основной модели управ​ления запасами.

Определим оптимальный размер партии, минимизирую​щий общие затраты.

График изменения модели производственных запасов пред​ставлен на рис. 33.4.
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Общие издержки в течение года, как и для основной модели, составляют
[image: image2679.png]C=C1+Cy+Cs,

Cl = bg/Q)
Cs = sg.




Для получения среднего уровня запасов следует учесть, что

RT = (p — g)t — максимальный уровень запасов, 
q = pt — количество товаров в одной производственной поставке.

Тогда средний уровень запасов составляет половину мак​симального и равен
[image: image2680.png](p — 9)q/2p.




В итоге
[image: image2681.png]C =bg/q+sg+q(p—g)/2p.




Решая уравнение dC/dq = 0, найдем оптимальный размер партии модели производственных поставок:
[image: image2682.png]Gonr = \/2pbg/(p — g)h.




33.4. Модель запасов, включающая штрафы

Рассмотрим основную модель, допускающую возможность существования периодов дефицита, который покрывается при последующих поставках, и штрафов за несвоевременную по​ставку.

Пусть предприятие должно поставить q ед. товара в тече​ние каждого промежутка времени L, за единицу времени по​ставляется g ед. товара (q = Lg).
Предположим, что в начале каждого периода L предприя​тие делает запас, равный k. Это означает, что в течение пе​риода будет наблюдаться дефицит товара и некоторое время поставки не будут осуществляться. Невыполненные заявки бу​дут накапливаться до максимальной величины q — k и будут удовлетворены, как только поступит следующая партия това​ров в количестве q.
За то, что товары доставляются предприятием позже необ​ходимого срока, на предприятие налагается штраф, который зависит от того, насколько была задержана поставка. Такая модель целесообразна, поскольку иногда выгоднее заплатить штраф, чем расходовать дополнительные средства на хране​ние запасов, превышающих величину k.
Задача управления запасами состоит в том, чтобы выбрать такое значение k, которое ведет к минимизации всех затрат, включая затраты на хранение и штрафы.

График изменения запасов модели представлен на рис. 33.5.
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Для определения оптимального значения k обозначим:

h — издержки хранения единицы товара за единицу вре​мени;

р — затраты на штраф в расчете на единицу товара за один день отсрочки.

Найдем издержки одного цикла:

[image: image2684.png]C =C1+ Co,




где С1 — общие издержки содержания запасов; С2 — общие затраты на штраф.

Так как товары находятся на складе в течение периода ОА (см. рис. 33.5), средний уровень запасов за этот период равен k/2. Если продолжительность периода ОА равна k/g, то

[image: image2685.png]Ci=h-k/2-k/g=hk?/2g.




Так как штраф выплачивается в течение периода АВ = (q — k)/g, общее число "товаро-дней", на которые налагается штраф, равно площади треугольника АВС. Площадь состав​ляет

[image: image2686.png](g—k)/g-(qg—Fk)/2,




откуда С2 = p(q — k)2/2g. 

Окончательно

[image: image2687.png]C = hk®
/29 +plg - k)*/2g




Найдем dC/dk и, решив уравнение dC/dk = 0, получим оптимальное значение:

[image: image2688.png]konr = pq/(h + p)'




Взяв kопт в качестве уровня запасов в начале каждого цикла при условии, что невыполненные заявки будут удовлетворены, сведем суммарные расходы С к минимуму:
[image: image2689.png]Chin = qzhp/Qg(h + p)'




33.5. Решение экономических задач с использованием моделей управления запасами

Решим задачу с применением основной модели управления запасами.

Пример 1. Интенсивность равномерного спроса составляет 2000 телевизоров в год. Организационные издержки для од​ной партии составляют 20 тыс. р. Цена единицы товара рав​на 1 тыс. р., а издержки содержания телевизоров составляют 0,1 тыс. р. за один телевизор в год.

Найти оптимальный размер партии, число поставок и про​должительность цикла.

Решение. По условию задачи g = 2000, b = 20, s = 1, h = 0,1.

Общие издержки в течение года:
[image: image2690.png]C = C1 + Oy + C3 = 40000/q + 2000 + ¢/20,
dC/dg = —40000/q + 1/20,
Gonr = V800000 ~ 894 en.,
Tome = 2000/ qome ~ 2,24,
tonr = 365/nopy ~ 163 Om.




Ответ. Оптимальный размер партии составляет 894 те​левизора, число поставок — 2,24, продолжительность цикла — 163 дня.

Рассмотрим задачу с применением модели производствен​ных поставок.

Пример 2. Интенсивность равномерного спроса выпускаемых фирмой видеомагнитофонов составляет 2000 шт. в год. Органи​зационные издержки равны 20 тыс. р. Цена видеомагнитофона составляет 1 тыс. р., издержки хранения равны 0,1 тыс. р. в расчете на один видеомагнитофон в год. Запасы на складе по​полняются со скоростью 4000 видеомагнитофонов в год. Произ​водственная линия начинает действовать, как только уровень запасов на складе становится равным нулю, и продолжает ра​боту до тех пор, пока не будет произведено q видеомагнитофо​нов.

Найти размер партии, который минимизирует все затраты. Определить число поставок в течение года, время, в течение которого продолжается поставка, продолжительность цикла, максимальный уровень запасов и средний уровень запасов при условии, что размер поставки оптимален.

Решение. Данная модель задачи является моделью произ​водственных поставок со следующими параметрами:

[image: image2691.png]



График изменения запасов представлен на рис. 33.6.
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Число партий в течение года:

[image: image2693.png]n = g/q = 2000/q.




Продолжительность поставки:

[image: image2694.png]t = q/p = g/4000.




Продолжительность цикла:

[image: image2695.png]L=1/n=q/g = q/2000.




Максимальный уровень запасов:

[image: image2696.png]= (p — g)t = 2000 - ¢/4000 = ¢/2.




Средний уровень запасов:

[image: image2697.png]RT/2 = q/4.




Уравнение издержек:

[image: image2698.png]C=Cy+Cy+C3 =bn+sg+qh/s




Решив уравнение dC/dq = 0, получим qопт = 
[image: image2699.wmf]1
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= 1265 видеомагнитофонов.

Найдем оптимальные значения поставок, продолжительность поставки, продолжительность цикла:

[image: image2700.png]Nonr = 2000/1265 ~ 1,6 mocrasku,
tonr = 1265/4000 =~ 115 ns.,
Logr = 365/1,6 =~ 230 nm.




Ответ. За каждую поставку необходимо доставлять на склад 1265 видеомагнитофонов, оптимальное число поставок составляет 1,6, продолжительность поставки — 115 дней, про​должительность цикла — 230 дней.

УПРАЖНЕНИЯ
33.1. В течение 10 дней наблюдалось следующее изменение запасов:

· первоначальный запас равен нулю, в следующие двое су​ток товары поступали на склад непрерывно и равномер​но по 500 шт. в день, расходования запасов не происхо​дило;

· в следующие четыре дня спрос на имеющиеся в запа​се товары был непрерывным и равномерным и равнялся 250 шт. в день, пополнения запасов не происходило;

· в следующие четыре дня потребность в товарах измени​лась до 200 шт. в день, с целью удовлетворения спроса и пополнения запасов ежедневно на склад доставлялось 300 шт. (поставки на склад и со склада происходили рав​номерно и непрерывно).

Нарисуйте график изменения запасов для 10-дневного перио​да, определите величину запасов на складе к концу периода. Вычислите средний уровень запасов для всего периода.

33.2. Фирме по строительству судов требуется 20000 заклепок в год, расходуемых с постоянной интенсивностью. Организа​ционные издержки составляют 0,5 тыс. р. за партию, цена од​ной заклепки — 10 р. Издержки на хранение одной заклепки оценены в 12,5% ее стоимости.

Найти оптимальный размер партии поставки, оптимальную продолжительность цикла и оптимальное число поставок за год.

33.3. Известно, что издержки выполнения заказа — 2 ден. ед., количество товара, реализованного за год, — 1000 шт., заку​почная цена единицы товара — 5 ден. ед., издержки хранения — 20% от закупочной цены.

Определить наиболее оптимальный размер заказа.

33.4. Система управления запасами некоторого товара подчи​няется основной модели. Каждый год с постоянной интенсив​ностью спрос составляет 15000 ед. товара, издержки на орга​низацию поставки составляют 10 р. на партию, цена единицы товара — 30 р., а издержки на ее хранение — 7,5 р. в год.

Найти оптимальный размер партии, число поставок, продол​жительность цикла.

33.5. Интенсивность равномерного спроса — 2000 ед. това​ра в год. Организационные издержки для одной партии — 20 тыс. р., цена единицы товара — 1 тыс. р., издержки со​держания запаса — 100 р. за единицу товара в год.

Найти оптимальный размер партии, предполагая, что система описывается основной моделью.

33.6. Предприниматель имеет стабильный месячный спрос на товар в количестве 50 ед. Товар он покупает у поставщика по цене 6 ден. ед. за штуку, причем издержки на оформление поставки и другие подготовительные операции составляют в каждом случае 10 ден. ед.

Как часто предприниматель должен пополнять свой запас то​варов, если затраты на хранение равны 20% цены товара?

33.7. Фирма вместо оптимального значения партии товара q в основной модели поставок заказала на 50% больше. 

На сколько изменятся общие издержки на содержание запасов и организацию поставок по сравнению с оптимальным вариан​том поставок товара?

33.8. Фирма вместо оптимального значения партии товара q в основной модели поставок заказала на 50% меньше.

На сколько изменятся общие издержки на содержание запасов и организацию поставок по сравнению с оптимальным вариан​том поставок товара?

33.9. Известно, что издержки выполнения заказа равны 10 ден. ед., годовой спрос на товар — 1470 т, оптимальный размер партии поставки — 35 т. Определить годовые затраты на выполнение заказа.

33.10. Пользующийся спросом товар продается со средней ско​ростью 45 ед. в день, а производится со скоростью 450 ед. в день. Затраты на организацию и доставку товара составля​ют 5 тыс. р. за партию, издержки хранения запасов равны 20% стоимости товара. Стоимость товара складывается следу​ющим образом: заработная плата обслуживающего персонала составляет 0,4, расходы на материалы — 0,5, накладные рас​ходы — 0,6 (р. за единицу товара, для каждой единицы товара эти значения суммируются).

Найти оптимальный размер партии и минимальные общие за​траты, связанные с образованием запаса (в расчете на единицу товара в течение года). 

В году — 300 рабочих дней.

33.11. Интенсивность спроса в модели производственных по​ставок составляет четверть скорости производства, которая равна 20000 ед. товара в год. Организационные издержки для одной партии равны 150 р., а издержки хранения единицы то​вара в течение года — 5р.

Определить оптимальный размер партии.

33.12. Система управления запасами описывается моделью производственных запасов. Спрос товара — 1500 шт. в год, цена — 200 р., издержки товара в течение года — 20 р., орга​низационные издержки — 1000 р. В течение года может быть произведено 4500 шт. товара при полной загрузке производст​венной линии.

Нарисуйте график изменения запасов, вычислите оптималь​ный размер партии, продолжительность поставки, продолжи​тельность цикла и средний уровень запасов.

33.13. Фирма, выступающая в качестве посредника, обязуется поставлять заводу по производству двигателей 5 коленчатых валов в день. Руководство фирмы решает доставлять колен​чатые валы на свой склад партиями, причем в каждой содер​жится 150 шт. и они рассчитаны на 30-дневный срок. За один просроченный день в поставке коленчатого вала заводу фирма выплачивает штраф 200 р. Издержки хранения одного коленча​того вала были оценены в 250 р. за неделю, организационными затратами можно пренебречь.

Найти оптимальный уровень запасов и продолжительность со​ответствующего ему периода дефицита. Вычислите уменьше​ние затрат при оптимальной политике управления запасами по сравнению с политикой, когда в начале каждого периода на склад поступает 150 коленчатых валов.

Часть 8. ПРАКТИКУМ

П1. Задания по теме "Математический анализ, функции одной переменной"

1. Найти множества значений x, удовлетворяющих следующим условиям.
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2. Найти пределы.
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3. Найти области определения функций.
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4. Найти пределы.
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5. Найти точки разрыва следующих функций и определить их тип.
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6. Найти производные функций.
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7. Составить уравнения касательных к графикам функций.
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8. Найти производные высших порядков от следу​ющих функций.

А) Производные второго порядка
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Б) Производные третьего порядка
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В) Производные n-го порядка
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9. Найти пределы с использованием 
А) правила Лопиталя:
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Б) разложения по формуле Маклорена:
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10. Исследовать и построить графики функций.
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11. Найти неопределенные интегралы 
а) непосредственным интегрированием:
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б) методом подстановки:
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в) интегрированием по частям:
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12. Решить задачи с определенными интегралами. 
1) Вычислить интегралы.
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2) Найти площади фигур, ограниченных следующи​ми линиями.
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12.29. Фигура ограничена параболой у = x2 + 4x — 3 и каса​тельными к ней в точках а (0, -3), b(3, 0).

12.30. Фигура ограничена параболой у = x2 — 2x + 2, касатель​ной к ней в точке (3, 5) и осью Оу.
3) Найти объемы тел, образованных вращением во​круг оси Оу фигуры, ограниченной следующими лини​ями.
[image: image2720.png]1231.y=4—22, y=0,0<z < 2.
12.32. y = 2%, y = /.

1233. y=€e®,y=0,z=1,2 = 2.
12.34.y=2%,y=1,z=0.
1235.y =z, y = =z.

12.36. y =sinz, y =0,z = w/2.
12.37. y =sinz,y=0,2r <z < 3.
12.38. y =22 +1,y =3z - 1.
12.39. y = /z,y= 1.

1240. y=4/z,z2=1,2=4,y=0.




4) Вычислить несобственные интегралы.
[image: image2721.png]8

2

12.41. [ ze * dzx.

12.42.

og‘~58 IS

0
12.43. / ze®dz.
—00

arctg z dz.
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12.46. / 34z
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d
12.47. [ 285,
0

oo
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12.48. /m
0

00
T4zt+e?
12.49./ N dz.
Qn

12.50. fm2“zdz.
0




П2. Задания по теме "Математический анализ, функции нескольких переменных"
1. Найти области определения следующих функций.
[image: image2722.png]=1
1.1. 2z = et

1.2. z = 1/(2? — ¢?).

(
1.3. z = /1 — z¥/a® — y2/¥°.

1.4. z = arcsin *’é

1.5. 2=y —z2 -z -4

1.8. z = /z? — 2.
1.7. z =1/y/2? + y% — a?.
1.8. z=1n(4 — 22 — 4?).

1.9. z = /(z - 2)(y - 3).
1.10. z_f+\/—




2. Построить линии уровня следующих функций.
[image: image2723.png]2.1.
2.2.
2.3.

2.4.
2.5.

z=x2y+y.
z=14
z=xvy— 1.
z=zy+y.
z=In(y - )

2.7. 2=y 2%
28.z2=\zr—y
29.2=y’-2z




3. Найти частные производные от функций.

[image: image2724.png]3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

8k

x2y3 + x3y.
2y

= z+y.

I

In (2% + y?).
z/7 + yVz.

3.6. z = y°.

_ z+
3.7.z= ‘2—_5
3.8. z =z’cosy.
3.9. z = zye™.
3.10. z = eV,




4. Найти градиенты функций в следующих точках.

[image: image2725.png]4.1.2=2+2% -4 M(1,1). 4.6.z =sin(z+2y), M(0,0).
4.2. z = 2y /(2?+y*+1), M(0,1). 4.7. z = In (22+3y), M (0, 1).
4.3. z = (z — y)%, M(1,1). 4.8. z = arctg (z%y), M(1,1).
4.4. z = z%cosy, M(1,7/2). 4.9. z = In(z + y?), M(1,2).
4.5. z =In(z® +9?), M(1,1).  4.10. z = sin(nzy), M(1,1).




5. Найти частные производные второго порядка от функций.

[image: image2726.png]5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.

1-2y°
z=z%e%,
z = e"tW,
z = rcos?y.
z==zlny.

5.6. z = sinz cosy.
5.7. z = arctg %ﬂ

5.8. z = sin (z? + 3?).
5.9. z = z%sin VY-
5.10. z = cos (3z — 2y).




6. Найти экстремумы функций.

[image: image2727.png]8.1. z=y?—z?+zy—2z—6y. 6.6. z = y /T — y*> — z 4 6y.

6.2. z = 73 + 8y% — 6zy + 1. 6.7. z = 2zy — 4z — 2y.

6.3. z = 223 — zy? + 52% + 3. 6.8. z = zy(1 — 2% — 4?).

6.4. z=sin z+ cos y+ cos (z—y), 6.9. z=sin z+ siny+ sin (z+y),
0<z<n/2,0<y<7/2 0<zgn/2,0<y<m/2

6.5. z = e%(z + y?). 6.10. z=z +zy+y2—2m+3y.




П3. Задания по теме "Обыкновенные дифференциальные уравнения"

1. Найти общие решения уравнений первого поряд​ка методом разделения переменных.

[image: image2728.png]1.1. 2y +y=0. 1.6.z+zy+y'(y+zy)=0.
1.2.y—zy =1+2%". L7.yQ1+z¥)+z2(1+2y) =0
1.3. yzy(l1+22) =144 1.8. 2y —y = 2.

14.yy +z=1 1.9. e¥(1 +2%)y’ — 20(1 +e¥) = 0.
1.5. 2zyy' +y = 2. 1.10. oy’ = V2 + L.




2. Найти частные решения уравнений первого по​рядка, удовлетворяющие следующим начальным усло​виям.

[image: image2729.png]2.1. ¥ (2y + 1) ctg z,
2.2. ¢y =2,/ylnz,
23. y'tgz—y =1,
2.4. y'sinz = ylny,
2.5. y' = 2./,

yo = 0,5 npm zy = 7/4.
vo=lopmzo=e.

yo =1 upm zg = /2.
yo =1 npu zg = 7/2.
yo=1mpnmzp=0.

2.6.y'(2z+1) +4>=0, yo=1npu zg = 4.




3. Найти общие решения линейных уравнений пер​вого порядка.

[image: image2730.png]3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.5.

y' +2y =2
3
y—E =z

y' cosz — ysinz = sin 2z.
/Y —
y—L=u

zy + 2y = z2.

3.6. y + 2%y = 22.
3.7.y + 1=y =1
3.8.zy +y=Inz+1.
3.9.y+%= e~ /z.
3.10. y' — y = €°.




4. Решить уравнения Бернулли.

[image: image2731.png]4.1. 2%y = y? + zy. 4.3.y —zy = —yle .
4.2,y = 2393 — zy. 44.y'z+y=9y’Inz.




5. Найти решения линейных однородных уравнений второго порядка.
[image: image2732.png]d.y" — 5y +4y =0.
' =2y +2y=0.
.y Ty —8y=0.
.y =9y =0.

Ly =6y + 9y =0.

5.6.y" —2y +8y=0.
5.7. 4" + 8y — 9y = 0.
5.8. 4" + 6y + 9y = 0.

5.9. y" +9y = 0.
5.10. y" + 4y’ = 0.




6. Решить линейные неоднородные уравнения вто​рого порядка.
[image: image2733.png]6.1.
6.2.
6.3.

6.4.
6.5.

y// _ 3yl + 2y — esz_
y" — 4y = 82°.

y” — 5y’ + 6y = 13sin3z.

y" — 4y’ + 5y = €".
y// _ Gy' + 8y — eh.

6.6. y" + 1y — 2y = 622
6.7. y' + 4y = sin2z.
6.8. y” + 4y’ + 5y = 10.
6.9. ¢y — 3y — 10y = z.
6.10. y" — 4y = €*.




7. Найти частные решения линейных уравнений второго порядка, удовлетворяющие указанным началь​ным и краевым условиям.
[image: image2734.png]7.1.y" + 9y =0, ¥y =0, yy = 1 mpn zg = 0.
72.y" +4y +4y=4, yo=1, yp=0mnpuxy=0.

73.y" +y=¢€", yo =0, yo = 1 npu z¢g = 0.
7.4.y" +4y =0, y=0npuz=0; y=1mnpunz=r/4
7.5.y" =3y +2y=¢€3, y=0npuz=0;y=1npuz=In2.
76.y" —4y —Ty=14, y=1upuz=0; y=4 upuz =In4.
7.7.y" + 6y +9y =0, =lnpnz=0;y=2npuz =In3.
7.8. ¢y +y=¢€", yo=1, yp =1 nopu zo =0.

7.9. 9" —y —2y=¢", y=0,y,=1npuzy=0.
7.10. y" — 2y = 2¢°, v=-1,y,=1npnzy=1




П4. Задания по теме "Элементы линейной алгебры"
1. Вычислить
[image: image2735.png]aé — 2b(a + ) + b — 3&2,




где 
[image: image2736.wmf]a

, 
[image: image2737.wmf]b

 и 
[image: image2738.wmf]c

 — векторы, заданные в таблице.
[image: image2739.png]HOMEPTL BexTop a BexTop b Bexrtop €
BapuMaHTa
1 (1, -2, 3) 0, -1, -2) (~2,3,4)
2 (2, 3,0) (-3,1,1) (-1,0, -2)
3 4, -1, 1) (0, -1, 1) (5, -2,0)
4 (1,1, 2) (3,2,1) (-2,-1,1)
5 (0, -1, 2) (3, -2, 3) 4, 2, -2)
6 (7,2, -1) (-2, -1, -2) (3, -3, —4)
7 (4, 3, —4) (6, -3, —-2) (-1, -3,0)
8 (5,4, 1) (-4, -2, =3) 1,2, -2)
9 (-2, 6, -3) (3,0, —4) (0, 5, —6)
10 (-5,4,0) 6, —6, 1) (1, -2, 1)
2. Hausl marpuust A, B, C, D, E, F n G:
1 -2 7 0 -3 4 1
-2 -1 4 1 0 3 2
A= 0 3 1 2\ B = -1 0 1)’
3 -1 3 -1 4 2 1
2 2 1 0 1
cz(o 1 3), D:@ } _03 ‘;) E=(——2 4),
-1 -2 2 5 3

-1
F=12
1

4 1
-3 3), G
1 4

(% %)




Найти следующие комбинации этих матриц.

2.1. Матрицу H = 3С - 4F.
2.2. Соответствующие транспонированные матрицы.

2.3. Все возможные произведения матриц, имеющие смысл.

2.4. Матрицу Н = С2 - F2.
2.5. Матрицу Н = G3.
3. Вычислить определители:

[image: image2740.png]1
0

2

—2
-4 —1b

2
-2

1
4

r)

12




4. Определить, являются ли векторы а, b и с ли​нейно независимыми. Варианты задания этих векто​ров указаны в таблице задания 1.

5. Найти ранги матриц, указанных в задании 2.

6. Решить методом Крамера системы линейных уравнений.

[image: image2741.png]221 — 3z + 23 = 1,
6.1. {22‘”1+_3:2 _ g 6.4. { 3z1+2z5—-2z3 = —6,
1 2 ’ T, + 3z + 33 = 15.
:L‘1—2.’II2+3IB3 = 1,
6.2. {5;1 +2o = g’ 6.5. {3m1+2x2—2z3 = -8,
fr—o2 = 0 4zr1+3z2+523 = 5.
- z1+3z—z3 = 4, —2z1+2x9-323 = -3,
6.3. { 2z1—-5z9+3z3 = 1, 6.6. { 3z, — 5xo+2x3 = 6,
—r1+4r9—223 = 1. 3z1+x0+3x3 = 4.




7. Решить задачи 6.1-6.6 методом обратной матрицы, вычислив ее методом Гаусса.

8. Решить методом Гаусса системы линейных уравне​ний 6.3-6.6.

9. Решить методом Гаусса системы линейных уравне​ний.

[image: image2742.png]( 234220 — 33 1 wg = —9,
9.1 3zy — 4dzo + 205 2u4 = 15,
o 2c1 + 2x9 + 3x5 + 3wy = 0,
\ 5:1:1 - T2 — 2$3 - 5.’1?4 = 12.
( 1+ 2r9 — 3x3 + 204 = 4,
9.2. 201 — 3z + T3— T4 = 6,
13.’1)1— (L’2—2£L‘3—- 4 = 10,
4z1 + 323 — bry — 224 = 3.
2z + 3z — 3x3 +4x4 = 1,
9.3. r1 —2z9 + 413 — 324 = 3,
321+ T9—3z3— T4 = 2.
2z — 3xo +4x3 = 3,
9. 4 -3z, + Bxy — b3 = —4,
1+ T2+ 213 = 4.
1+ xo —3z3+ 224 — T5 =
9.5. 2x1 —3x9 +423 — T4+ TH =
3z, +2z9 — 223+ T4 — 25 =
Ty —2x9 + 323 — 224 + x5 =
9.6 3ry — o+ 2x3+ T4— 275 =
) 2z 4+ T — 23+ 3z4—325 =
( 221 + 329 — 43 — T4+ 225 =
( T1+ 229 + 423 — 34 = 0,
9.7 3z + 5z + 63 — 44 = O,
e 4x1 4+ dxs — 223 + 34 = 0,
| 32; + 815 + 2423 — 1924 = 0.
( 2x1 + dxo — Bxg = 8,
4x1 + 3290 — 923 = 9,
9.8. 4 2z + 322 — Bz = T,
| 71 + 829 — Tzz = 12.
(1 + 29+ 3x3— 224+ 35 =
9.9. 4 2xy + 229 + 43 — T4+ 35 =
) 3z + 319 + b1y — x4+ 3T5 =
| 221 + 229 + 8z3 — 324 + 925 =
201+ 329 — 234+ 34 = -3,
3z1 ~ 9+ 2x3+4ry = 8
9.10. ’
10 1+ zo+3z3—2x4 = 6,
S5z1+2x9 4+ x3+514 = 5.

i e 2 o o W
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10. Найти фундаментальные системы решений сис​тем однородных уравнений.
[image: image2743.png]3ry + 519 + 223 =
4z 4+ Txo + 523 =
1+ z9—4x3 =

3

b

o OO

k)

2x1 + 95 + 623 = 0.

10.2.

3ry —6x2 + 4dzz+ 214
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2z) + x9 - 4x3 = 0,
3.’131 + 5.’1:2 - 7(63 = 0,
41:1 - 5.’172 - 6333 = 0.
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2x) + 3z + by + bxy
3xy +4x9 + 623 + Try
31+ x99+ z3+4x4

5z + 3z9 +4a3 = 0,
10.5. { 621 + 52 + 623 = O.
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10.6. 1y + 2x29 — 323 = 0.
10.7. 21 — 229 + 423 — x4 = 0.

{ 2z) —4z9 + dxz+ 3z4
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11. Найти собственные значения и собственные век​торы матриц.
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П5. Задания по теме "Элементы теории вероятностей"
1. Задачи на случайные события 
1.1. Два нумизмата обмениваются коллекционными монетами. Найти число способов обмена, если первый нумизмат обмени​вает 5 монет, а второй — 8 монет.

1.2. В ящике находится 12 деталей, среди которых имеются 3 нестандартные. Найти вероятность того, что 3 взятые наугад детали будут стандартными.

1.3. В урне находится 20 шаров: 15 белых и 5 красных. Из урны извлекают один шар, затем, не возвращая его обратно, извлекают второй. Найти вероятность появления красного ша​ра при втором извлечении.

1.4. Абонент забыл последнюю цифру телефонного номера. Найти вероятность того, что при наборе номера наугад он на​берет его правильно не более чем с четырех попыток.

1.5. В лотерее разыгрывается 150 вещевых и 50 денежных вы​игрышей на каждые 5000 билетов. Найти вероятность выиг​рыша вообще.

1.6. В ящике находится 12 деталей, из которых 3 нестандарт​ные. Из ящика последовательно, одну за другой, берут две де​тали. Найти вероятность того, что обе детали будут стандарт​ными.

1.7. В цеху находятся четыре однотипных станка. Вероятнос​ти исправного состояния этих станков соответственно равны 0,7, 0,9, 0,8 и 0,6. Найти вероятность того, что все станки на​ходятся в эксплуатации.

1.8. На станции «Скорой помощи» дежурят две машины. Веро​ятности технической исправности машин равны соответствен​но 0,95 и 0,75. Найти вероятность исполнения поступившего вызова второй машиной.

1.9. Инвестиционный фонд вкладывает поровну средства в пять предприятий при условии возврата ему каждым пред​приятием через определенный срок 125% от вложенной суммы. Вероятность банкротства каждого из предприятий равна 0,3. Найти вероятность того, что по истечении срока кредита фонд получит обратно не менее вложенной суммы. 
1.10. Таможенный досмотр автомашин осуществляют два ин​спектора. В среднем из каждых 100 машин 45 проходит через первого инспектора. Вероятность того, что при досмотре ма​шина, соответствующая таможенным правилам, не будет за​держана, составляет 0,95 у первого инспектора и 0,85 у второ​го. Машина, соответствующая таможенным правилам, не была задержана. Найти вероятность того, что она прошла досмотр у первого инспектора.

1.11. В первой коробке находится 10 шаров, из которых 4 си​них; во второй коробке — 5 шаров, из которых 3 синих. Из первой коробки наугад перекладывают один шар во вторую коробку. Найти вероятность извлечения из второй коробки си​него шара.

1.12. Три орудия произвели залп по цели, и два снаряда пора​зили ее. Найти вероятность поражения цели при залпе вторым орудием, если вероятности поражения цели орудиями равны соответственно 0,5, 0,6 и 0,7.

1.13. Найти вероятность поражения цели при залповой стрель​бе отделением из 5 солдат, если вероятность попадания в цель каждым солдатом составляет 0,5.

1.14. Из урны, содержащей белые и черные шары, извлекают по одному шару 4 раза. Найти вероятность появления белого шара: а) менее трех раз; б) не менее трех раз.

1.15. Вероятность выпуска стандартного изделия равна 0,9. Найти вероятность того, что среди 100 приобретенных изделий будет ровно 80 стандартных.

1.16. Вероятность обращения в банк клиента за возвратом де​позита равна 0,3. Найти вероятность того, что из 100 клиентов, посетивших банк, ровно 30 потребуют возврата депозита.

1.17. Вероятность появления брака в каждом из 2500 изделий равна 0,2. Найти вероятность появления стандартных изделий в количестве: а) не менее 1250; б) не менее 1200 и не более 1250; в) не более 1249. Выпуск каждого изделия полагать не​зависимым событием.

1.18. Вероятность обращения в травматологический пункт для каждого рабочего на стройке составляет 0,3. Найти, среди какого количества строителей следует ожидать обращения в пункт не менее 50 человек.

1.19. Банк выдал кредиты размером 400 тыс. р. каждому из 2000 клиентов на год под 15% годовых. Вероятность невозвра​та кредита каждым из клиентов составляет 0,05. Какой доход гарантирован банку с вероятностью: а) 0,7; б) 0,95 ? 
1.20. Вероятность появления события в каждом из 1200 неза​висимых испытаний равна 0,6. Найти вероятность отклонения относительной частоты появления события от его вероятности не более чем на 2% по абсолютной величине.

2. Задачи на случайные величины
2.1. Из ящика с семью деталями, среди которых имеется 5 стандартных, наудачу взяты четыре детали. Составить закон распределения дискретной случайной величины Х числа стан​дартных деталей среди отобранных.

2.2. Тираж календаря 50 тыс. экземпляров. Вероятность брака в одном календаре равна 0,0003. Найти вероятность содержа​ния в тираже ровно 10 бракованных календарей.

2.3. Случайная составляющая дохода равна 2,5Х, а случайная составляющая затрат равна 40Y. Найти дисперсию прибыли при следующих условиях: случайная величина Х распределе​на по биномиальному закону с параметрами п = 100, р = 0,6; случайная величина Y распределена по закону Пуассона с па​раметром λ = 3; случайные величины Х и Y являются незави​симыми.

2.4. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X, заданной законом распределения:
[image: image2745.png]0,1




2.5. Найти дисперсию дискретной случайной величины Х — числа отказов реле в 10 независимых опытах, если вероятность отказа реле в каждом опыте равна 0,1.

2.6. Дискретная случайная величина Х задана законом рас​пределения:
[image: image2746.png]



Найти центральные моменты первого, второго, третьего и чет​вертого порядков.

2.7. Найти ковариацию и коэффициент корреляции Х и Y для двумерной случайной величины, распределение которой следу​ющее:
[image: image2747.png]4
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2.8. Непрерывная случайная величина Х задана на всей оси Ох функцией распределения F(x) = (arcctg x)/π. Найти веро​ятность того, что величина Х примет значение, заключенное в интервале (-1, 1).

2.9. Непрерывная случайная величина Х задана функцией распределения
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Найти вероятность того, что Х примет значение: а) менее 1; б) менее четырех; в) не менее четырех; г) не менее семи.

2.10. Дискретная случайная величина дана законом рапределения:
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Найти функцию распределения и построить ее график.

2.11. Дана плотность распределения непрерывной случайной величины X:
[image: image2750.png]0, z < w4
f(z) =< 2sin2z, 7/4 <z < 7/2;
0, z > /2.




Найти функцию распределения F(x).
2.12. Случайная величина Х задана на положительной полу​оси Ох функцией распределения F(x) = 1 - е-3x. Найти мате​матическое ожидание величины X.
2.13. Случайная величина Х задана на интервале (0, 2) плот​ностью распределения f(x) = x/8; вне этого интервала f(x) = 0. Найти функцию распределения и дисперсию величины X.
2.14. Случайная величина Х задана плотностью распределе​ния f(x) = 2e-2x на интервале (0, 
[image: image2751.wmf]¥

). Найти функцию распре​деления, математическое ожидание и дисперсию.

2.15. Случайная величина задана функцией распределения
[image: image2752.png]0, x <2
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Найти плотность распределения, математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

2.16. Найти дисперсию и среднее квадратическое отклонение случайной величины X, распределенной равномерно в интер​вале (5, 10).

2.17. Сторона квадрата измерена приближенно в интервале (а, b). Найти математическое ожидание и дисперсию площа​ди квадрата, если его сторону рассматривать как случайную величину с равномерным распределением на этом интервале.

2.18. Размер женской обуви является случайной величиной с нормальным законом распределения, математическим ожида​нием 37 и дисперсией 4. Какой процент от общего объема за​купок следует предусмотреть магазину для обуви 38 размера, если этот размер находится в интервале (37,5, 38,5)?

2.19. Найти формулу плотности вероятности нормально рас​пределенной случайной величины X, если математическое ожидание равно 5, а дисперсия равна 36.

2.20. Случайная величина Х распределена нормально с мате​матическим ожиданием а = 10. Вероятность попадания Х в интервал (5, 10) равна 0,2. Найти дисперсию.

П6. Задания по теме "Линейное программирование"
6.1. Найти область решений и область допустимых решений системы неравенств
[image: image2753.png]a11x1 + a2z = by,
b27

P
Q211 + AT <
< bs.

azaT2




Значения коэффициентов системы ограничений системы неравенств
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6.2. Найти область решений и область допустимых решений и определить координаты угловых точек области допустимых решений системы неравенств
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Значения коэффициентов системы ограничений системы неравенств
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6.3. Дана задача линейного программирования
[image: image2757.png]L(%) = c171 + cox2 — max(min)




при ограничениях:
[image: image2758.png]a11Z1 + a1222 < by,
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Графическим методом найти оптимальные решения при стремлении целевой функции к максимальному и минималь​ному значениям.

Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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Составить математическую модель и провести экономичес​кий анализ задачи с использованием графического метода.

6.4. Фирма изготовляет два вида красок для внутренних (В) и наружных (Н) работ. Для их производства используют исход​ные продукты: пигмент и олифу. Расходы исходных продуктов и максимальные суточные запасы указаны в таблице.
Расход и суточные запасы исходных продуктов
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Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на краску для наружных (внутренних) работ никогда не превы​шает b3 т в сутки. Цена продажи 1 т краски для наружных работ — c1 ден. ед., для внутренних работ — c2 ден. ед.

Какое количество краски каждого вида должна произво​дить фирма, чтобы доход от реализации продукции был мак​симальным?
Значения коэффициентов условий задачи
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Примечание. Если по условию задания спрос на краску для наружных (внутренних) работ не превышает b3 т в сутки, то в математической модели задачи следует принять, что коэффициент системы ограничений при неизвестном значении краски для наруж​ных (внутренних) работ, обозначенный в таблице k1 (k2), равен 1 (0), а при неизвестном значении краски для внутренних (наружных) ра​бот k2 (k1) равен 0 (1).

6.5. Дана задача линейного программирования
[image: image2762.png]L(Z) = 121 + c2T2 + c3T3 + c424 — max(min)




при ограничениях:
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Решить задачу симплексным методом при стремлении це​левой функции к максимальному и минимальному значениям.

Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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6.6. Составить математическую модель и решить задачу сим​плексным методом.

В производстве пользующихся спросом двух изделий, А и В, принимают участие 3 цеха фирмы. На изготовление одного изделия А 1-й цех затрачивает a1 ч, 2-й цех — a2 ч, 3-й цех — а3 ч. На изготовление одного изделия В 1-й цех затрачивает d1 ч, 2-й цех — d2 ч, 3-й цех — d3 ч. На производство обоих изделий 1-й цех может затратить не более b1 ч, 2-й цех — не более b2 ч, 3-й цех — не более b3 ч.

От реализации одного изделия А фирма получает доход c1 р., изделия В — c2 р.

Определить максимальный доход от реализации всех изде​лий А и В.
Значения коэффициентов условия задачи
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6.7. Дана исходная задача
[image: image2766.png]L(Z) = e121 + cz9 — max(min)




при ограничениях:
[image: image2767.png]a1z + a2z < by,
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Составить математическую модель симметричной двойст​венной задачи. По решению двойственной или исходной зада​чи найти решение другой с использованием основных теорем двойственности.

Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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6.8. Дана исходная задача
[image: image2769.png]L(Z) = e1z1 + cazp + c323 + c4z4 — min




при ограничениях:
[image: image2770.png]a11T1 + a2 + 01373 + agz4 = by,
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Составить математическую модель несимметричной двой​ственной задачи. По решению двойственной или исходной за​дачи найти решение другой с использованием основных теорем двойственности.

Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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6.9. Решить транспортную задачу, заданную распределитель​ной таблицей
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Значения коэффициентов распределительной таблицы
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6.10. Решить транспортную задачу, заданную распредели​тельной таблицей
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Значения коэффициентов распределительной таблицы
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6.11. Составить математическую модель транспортной задачи и решить ее.

Фирма имеет три магазина розничной торговли, располо​женных в разных районах города (А, В, С). Поставки про​дукции в эти магазины осуществляются с двух складов D и Е, площади которых вмещают 30 и 25 т продукции соответ​ственно. В связи с возросшим покупательским спросом фирма планирует расширить площади магазинов, поэтому их потреб​ности в продукции с торговых складов составят 20, 35 и 15 т в день. Чтобы удовлетворить спрос на продукцию, предпола​гается строительство третьего склада, площади которого поз​волят хранить в нем 15 т продукции ежедневно. Руководство фирмы рассматривает два варианта его размещения. В таблице даны транспортные издержки, соответствующие перевозке продукции с двух существующих складов, и два варианта раз​мещения нового склада.

Оценить две транспортные модели и принять решение, ка​кой вариант размещения нового склада выгоднее. Предполага​ется, что остальные издержки сохраняют существующие зна​чения.
[image: image2776.png]Toprosuiit TpancnopTHBIE H3ACPXKH, NEH. ell.
CKJIaK A B C

D €11 C12 €13

E c21 Ca2 C23
Bapuanr 1 C31 C32 ¢33

BapuranT 2 c41 Ca2 €43





Значения коэффициентов
[image: image2777.png]10

[«
BapMaHTa

3uagenus

€11
C12
C13
C21
C22
C23





[image: image2778.png]10

apuaHTa

i

3uauenns

€31
C32
C33
Cq41
C42
C43





6.12. Дана задача линейного программирования
[image: image2779.png]L(Z) = c1z1 + cox2 — max(min)




при ограничениях:
[image: image2780.png]a11z1 + apx < by,
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Графическим методом найти максимальное и минимальное целочисленные решения задач.

Решить задачу методом Гомори, принимая по своему усмотрению стремление целевой функции к максимальному или минимальному значениям.
Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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6.13. Дана задача параметрического программирования
[image: image2783.png]L(z) = (¢} + Nz + (ch + 3 N)z2 — max(min)




при ограничениях:
[image: image2784.png]a1 + apTy — T3 = by,
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Решить задачу симплексным методом.

Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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6.14. Решить транспортную параметрическую задачу, задан​ную распределительной таблицей
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Значения коэффициентов распределительной таблицы
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6.15. Решить задачу о назначении с использованием симплекс​ного метода.

Районная администрация финансирует 5 инвестиционных проектов, каждый из которых может быть осуществлен в тече​ние последующих трех лет. В связи с невозможностью финан​сирования в полном объеме определить, какие из инвестици​онных проектов, обеспечивающих максимально чистые приве​денные стоимости, могут быть осуществлены. Затраты, ожи​даемые чистые приведенные стоимости (ЧПС) и ограничения по финансированию проектов приведены ниже.

Таблица обозначений
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Таблица заданий по вариантам
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Примечание. Задачу целесообразно решать на компьютере.

6.16. Решить задачу о назначениях.

В цехе предприятия имеется 5 универсальных станков, ко​торые могут выполнять 4 вида работ. Каждую работу еди​новременно может выполнять только один станок, и каждый станок можно загружать только одной работой.

В таблице даны затраты времени при выполнении станком определенной работы.

Определить наиболее рациональное распределение работ между станками, минимизирующее суммарные затраты вре​мени.
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Значения коэффициентов распределительной таблицы
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6.17. Решить задачу о назначениях.

Служба занятости имеет в наличии четыре вакантных мес​та по разным специальностям, на которые претендуют шесть человек. Проведено тестирование претендентов, результаты которого в виде баллов представлены в матрице
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Распределить претендентов на вакантные места таким об​разом, чтобы на каждое место был назначен человек с наиболь​шим набранным по тестированию баллом.

Значения коэффициентов матрицы
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6.18. Дана задача линейного программирования с двумя целе​выми функциями
[image: image2797.png]L; = 171 + coz9 = max, Lo =dizy + d2z2 — min




при ограничениях:
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Составить математическую модель нахождения компро​миссного решения и найти его (решение математической мо​дели рекомендуется проводить на персональном компьютере).

Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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П7. Задания по теме "Нелинейное программирование"
7.1. Дана задача с линейной целевой функцией и нелинейной системой ограничений.

Используя графический метод, найти глобальные экстре​мумы функции, при этом с 1-го по 5-й вариант выполнения работ принять математическую модель задачи вида
[image: image2801.png]L = ¢z + cozo




при ограничениях:
[image: image2802.png]



с 6-го по 10-й вариант — вида
[image: image2803.png]L =cyz1 + cyxo




при ограничениях:
[image: image2804.png]



Значения коэффициентов целевых функций и систем ограничений
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7.2. Дана задача с нелинейной целевой функцией и линейной системой ограничений.

Используя графический метод, найти глобальные экстре​мумы функции
[image: image2806.png]L = (z1 + a)® + (z2 + b)?




при ограничениях:
[image: image2807.png]a1 + apz < by,
a211 + a2 < by,
Ii2 2 0.




Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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7.3. Дана задача с нелинейной целевой функцией и нелинейной системой ограничений.

Используя графический метод, найти глобальные экстре​мумы функции, при этом с 1-го по 5-й вариант выполнения работ принять математическую модель задачи вида
[image: image2809.png]L= (:l:l +a)2 + (:172 +b)2




при ограничениях:
[image: image2810.png]T1Z2 < by,




с 6-го по 10-й вариант — вида
[image: image2811.png]L= (x; +a)2 + (z2 + b)2




при ограничениях:
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Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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7.4. Решить задачу дробно-линейного программирования.

Для производства двух изделий A и В предприятие исполь​зует три типа технологического оборудования. Каждое из изде​лий должно пройти обработку на данном типе оборудования. Время обработки каждого из изделий, затраты, связанные с производством одного изделия, даны в таблице.

Оборудование 1-го и 3-го типов предприятие может исполь​зовать не менее b1 и b3 ч соответственно, оборудование 2-го типа — не более b2 ч.

Определить, сколько изделий следует изготовить предпри​ятию, чтобы средняя себестоимость одного изделия была ми​нимальной.
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Значения коэффициентов условия задачи
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7.5. Дана задача нелинейного программирования
[image: image2816.png]L =azx,




при ограничении
[image: image2817.png]a1121 + a12%2 = by.




Найти условный экстремум с использованием метода множи​телей Лагранжа.

Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений
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П8. Задания по теме "Динамическое программирование"
8.1. Определить оптимальный цикл замены оборудования при следующих исходных данных: S(t) = 0, f(t) = r(t) — u(t).
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Значения коэффициентов условия задачи
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8.2. Совет директоров фирмы рассматривает предложения по наращиванию производственных мощностей для увеличения выпуска однородной продукции на четырех предприятиях, при​надлежащих фирме.

Для модернизации предприятий совет директоров инвести​рует средства в объеме 250 млн р. с дискретностью 50 млн р. Прирост выпуска продукции зависит от выделенной суммы, его значения представлены предприятиями и содержатся в таб​лице.

Найти распределение инвестиций между предприятиями, обеспечивающее фирме максимальный прирост выпуска про​дукции, причем на одно предприятие можно осуществить толь​ко одну инвестицию.
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Значения коэффициентов условия задачи
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8.3. В трех районах города предприниматель планирует стро​ительство пользующихся спросом одинаковых по площади ми​ни-магазинов "Продукты". Известны места, в которых их мож​но построить. Подсчитаны затраты на их строительство и экс​плуатацию.

Необходимо так разместить мини-магазины, чтобы затра​ты на их строительство и эксплуатацию были минимальные.
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Значения коэффициентов условия задачи
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8.4. Требуется проложить трубопровод на дачном массиве между двумя пунктами А и В таким образом, чтобы затра​ты на проведение работ (в тыс. р.) были минимальные.
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Значения коэффициентов условия задачи
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П9. Задания по теме "Сетевые модели"
9.1. Районной администрацией принято решение о газифика​ции одного из небольших сел района, имеющего 10 жилых до​мов.

Расположение домов указано на рис. 9.1. Числа в кружках обозначают условный номер дома. Узел 11 является газопонижающей станцией.

[image: image2827.png]



Разработать такой план газификации села, чтобы общая длина трубопроводов была наименьшей.

Значения коэффициентов условия задачи
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9.2. Транспортному предприятию требуется перевезти груз из пункта 1 в пункт 14. На рис. 9.2 показана сеть до​рог и стоимость перевозки единицы груза между отдельными пунктами.

[image: image2829.png]Puc. 9.2




Определить маршрут доставки груза, которому соответ​ствуют наименьшие затраты.

Значения коэффициентов условия задачи
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9.3. Составить сетевой график выполнения работ и рассчитать временные параметры по данным, представленным в таблице.
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Значения коэффициентов условия задачи
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9.4. Постройте график работ, определите критический путь и стоимость работ до сжатия. Найдите критический путь и минимальную стоимость работ после сжатия.
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Значения коэффициентов условия задачи
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П10. Задания по теме "Теория игр"
10.1. Найти оптимальные стратегии и цену игры, заданной платёжной матрицей. При этом с 1-го по 5-й вариант выпол​нения работ принять платежную матрицу вида
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с 6-го по 10-й вариант — вида
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Значения коэффициентов платежных матриц
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10.2. Торговая фирма разработала несколько вариантов плана продаж товаров на предстоящей ярмарке с учетом конъ​юнктуры рынка и спроса покупателей. Получающиеся от их возможных сочетаний показатели дохода представлены в таб​лице.

1) Определить оптимальную стратегию фирмы в продаже товаров на ярмарке.

2) Если существует риск (вероятность реализации плана П1 — b%, П2 — с%, П3 — d%),то какую стратегию фирме следует считать оптимальной?
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Значения коэффициентов условия задачи
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10.3. Фирма производит пользующиеся спросом детские пла​тья и костюмы, реализация которых зависит от состояния по​годы. Затраты фирмы в течение апреля-мая на единицу про​дукции составят: платья — А ден. ед., костюмы — В ден. ед. Цена реализации составит С ден. ед. и D ден. ед. соответствен​но.

По данным наблюдений за несколько предыдущих лет, фир​ма может реализовать в условиях теплой погоды Е шт. платьев и К шт. костюмов, при прохладной погоде — М шт. платьев и N шт. костюмов.

В связи с возможными изменениями погоды определить стратегию фирмы в выпуске продукции, обеспечивающую ей максимальный доход.

Задачу решить графическим методом и с использованием критериев игр с природой, приняв степень оптимизма α, ука​занную в таблице.
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10.4. Решить задачу с использованием "дерева" решений.

Фирма планирует построить среднее или малое предпри​ятие по производству пользующейся спросом продукции. Ре​шение о строительстве определяется будущим спросом на про​дукцию, которую предполагается выпускать на планируемом предприятии.

Строительство среднего предприятия экономически оправ​данно при высоком спросе, но можно построить малое пред​приятие и через 2 года его расширить.

Фирма рассматривает данную задачу на десятилетний пе​риод. Анализ рыночной ситуации, проведенный службой мар​кетинга, показывает, что вероятности высокого и низкого уров​ней спроса составляют А и В соответственно.

Строительство среднего предприятия составит С млн р., малого — D млн р. Затраты на расширение малого предприя​тия оцениваются в Е млн р.

Ожидаемые ежегодные доходы для каждой из возможных альтернатив:

• среднее предприятие при высоком (низком) спросе — F(K) млн р.;

• малое предприятие при низком спросе — L млн р.;

• малое предприятие при высоком спросе — М млн р.;

• расширенное предприятие при высоком (низком) спросе дает N(P) млн р.;

• малое предприятие без расширения при высоком спросе в течение первых двух лет и последующем низком спросе дает R млн р. за остальные 8 лет.

Определить оптимальную стратегию фирмы в строитель​стве предприятий по выпуску продукции.
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П11. Задания по теме "Система массового обслуживания"
11.1. Контроль готовой продукции фирмы осуществляют А контролеров. Если изделие поступает на контроль, когда все контролеры заняты проверкой готовых изделий, то оно остает​ся непроверенным. Среднее число изделий, выпускаемых фир​мой, составляет В изд./ ч. Среднее время на проверку одного изделия — С мин.

Определить вероятность того, что изделие пройдет провер​ку, насколько загружены контролеры и сколько их необходимо поставить, чтобы Р*обс ≥ D.
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11.2. Приходная касса городского района с временем работы А часов в день проводит прием от населения коммунальных услуг и различных платежей в среднем от В человек в день.

В приходной кассе работают С операторов-кассиров. Сред​няя продолжительность обслуживания одного клиента состав​ляет D мин.

Определить характеристики работы приходной кассы как объекта СМО.
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11.3. На АЗС установлено А колонок для выдачи бензина. Око​ло станции находится площадка на В автомашин для ожи​дания заправки. На станцию прибывает в среднем С маш./ч. Среднее время заправки одной автомашины — D мин.

Определить вероятность отказа и среднюю длину очереди.
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ОТВЕТЫ К УПРАЖНЕНИЯМ
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[image: image2861.png]7.33. 2. 7.34. Mi(y — al/2). 7.35. 797500 kB-4.
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[image: image2862.png]8.1. Y3 miockoctu Oy nckmouena touka 0(0,0).

82. 220,y 20,z £ 0, y £ 0 — coOTBETCTBEHHO MEPBLI 1
BTOPO# KBaﬂpaHTbI nnockoctr Ozy.

8.3. SaMKHYyTHIA Kpyr paanyca a: z° + 3 < a?.
8.4. llpasas noaynnockocts z 2> 0. 8.5. Bea niockocTs O:cy
8.6. BrenrsocTs OTKPBITOrO KPYra paguyca a: 22 + y? > a?.

8.7. y > —& — NOAYNAOCKOCTH Hal OWCCEKTPMCO# BTOPOTO U 9eT-
BEPTOro KOOPIMHATHBIX YTJIOB.
L

8.8. U3 mnockocTu Oxy UCKIIIOYEHA NpSMas § = Z.

8.9. CemeiicTBo runepbon y = —

8.10. Ilapannenbubie npsmele y = —z + C.
8.11. CemeiicTBo mapabon y = C? + z2. 8.12. Ilyuok mpsmbIx
T
y= 5-
8.13. CemeiicTBo mapabon y = (1 + C)x?
8.14. 2, = 3x% + 6zy, 2z, = 322 — 3y°.
2 2
Yy z
8.15. 2, = ———, 2zl = —.
o -y? Y (z-y)

8.16. z;, = 2, = cos(z +y).

8.17. 2, = 2zy3 — 32%?, z, = 32292 — 223y
/I y I z
8.18. Z, = —m, Zy = x—2—+—-§5
8.19. z;, = ye™, 2z, = ze™.
1 2
8.20. 2, = — o = -2
z + y?
1 1

T+ y2’ v
821,20 = —— 2=
T2z + /TY) Y 2y + /Ty)

8.22. z; = ye™(1 + zy), 2z, = ze™(1 + zy).

8.23. 2z =

T , y
—— 2= e
VER+y? Y ot y?
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8.24 up=—e——— ;= , U= .
Ve A Y = R N R
8.25. (-2, —4). 8.26. (—6,6). 8.27. (2, ~2, —4). 8.28. (—2,6,—3).

8.30. 2, = _ 20 = __ = PARES ~—8x2
T 142y T (L4+29)7 W (14 2y)%

8.31. 25, =0, 2z, = €Y, 2z, = we?.
8.32. o _ye®¥(zy—2) -1 o _(:L'2y + e™¥)e™ o z3e™y
L Cpp— (1. + ea:y)2 y Fxy T (iL’ + ezy)Q ’ yy—(iL‘ + ezy)?'

8.33. z;, = 2y(2y — 1)z%2, 2l = 42 1In’z,
2, =22%" 11 + 2yInz).
2zy° 1—z%y? 2°

8.34. 2y = -t o Y TY

d (1 +22y2)2 "~ (11 02¢2)2 “w (1 + z242)2
8.35. 27, =e%(sin y+2 cos y+x cos y), zg,=€”(cos y— siny—z siny),
2y, =—e°(siny+z cosy). 8.36. zpin=—7 B Touke M(1,2).
8.37. 2max=1/27 B Touxke M(1/3,1/3).
8.38. zmax = 1 B Touke M(—1,1). 8.39. Dkcrpemyma Her.
8.40. zyin = 0 B Touxe O(0,0). 8.41. DkcTpemyma HeT.
8.42. zpin = —2/e B Touke M(—2,0). 8.43. R=1, h = 2.

8.44. Ilnax = 176 en. npuz = 8, y = 4. 8.45. u = 0,425z +1, 175.
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[image: image2864.png]9.1.y = Cz. 9.2. 22 + y? = C?. 9.3. y = Cel/*. 9.4. y = Ce®.

C+
9.5.y= - CZ. 9.6. 22 +32 = In (Cz2). 9.7. 1+ 4% = C(1+ 22).
9.8.y2 + 22~ 2z = C. 9.9. y = Cz + 1)e %. 9.10. y = V@2,
T \/E
9.11. y = . 9.12. 9% = — ?)]. 9.13. y = Inz.
11. y Cy— 2.y 21n[2(1+e)]9 3. y = Inz
1 2z + 1
9.14. 242 = g2-2. 9.15.2( ~1) = In xg .9.16. y = (z+C)e".

C
9.17. y=Ce®* —2—-1.9.18. y = 3 + — 9.19. y = (2% + C)e—2".
x

1
9.20. y=Cz +z2 9.21. y = Ce ¢ + §(cos:1: + sinz).




[image: image2865.png]_ 22\ 71 —
9.22.y=(1+Ce”) .9.23.y= e

1 —-1/2 1 -1
— _ o 2
9.24.y_ (Ce2z+q;+§> .9.25.y-—(3$5+0$) .




Глава 10

[image: image2866.png]10.1. y = C1e* 4 Ce%. 10.2. y = C)e* + Cre?2.
10.3. y = e**(Ciz + C3). 10.4. y = **(Cy cos 3z + Cy sin 3z).
10.5. y = €*(Cy cosx + Cysinz). 10.6. y = Cy + Cre 2.
10.7. y = Cre™ + Coe™%. 10.8. y = e *(C} cos 2z + Cy sin 2z).
10.9, y = Ce* + Cre™*. 10.10. y = C; cosz + Cy sinz.

1
10.11. y = e *(Cyz + C5) + Zez. 10.12. y = C1€* + Coe™%* 4+ 2.
10.13. y = C; cos v3z + Csy sinv/3z + 3z.

5 1
10.14. y = CleQ$+Cze3z+a:~E. 10.15.y = Cle$+Cge_2$+§e2z
10.16. y = C1€2 + (23 — ze¥. 10.17. y = % — 2%,
10.18. y——2e — €%, 10.19. y = 8% — 2% + 2.
10.20. y = €% — 3e* + z + 2.
10.21. y = %% — ¢% + 2.

2 2

10.22. y = 2¢%® — €% 4 €%, 10.23. y = §e3“’(.75 - +z+ 3
10.24. y = 4e™ % 4 2¢77 + €%,
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[image: image2867.png]11.2. a) P(t) = e ?(Cy cos /2t + Oy sin/2t) + 1; nena co Bpeme-
HEM CTPEMHUTCA K PaBHOBECHOMY 3Hauenuo Py = 1 ¢ xkonebaHusIMu
OKOJIO HEro.

6) P(t) = e 3(C; cost+ Cpsint) + 3; nena co BpemeHeM CTpe-
MHUTCS K PaBHOBECHOMY 3HaueHUIO Py = 3 ¢ xonebGaHMsME OKONO
HEro.

B) P(t) = €'(C1t+C3)+2; uena pesko U3MeHIETCS BO BDEMEHN:
upu Cy > 0 osa Bospacraet, npu C; < 0 — y6riBaer.

11.3. Cnyuaii 6 ommchiBaeT NAaHNYECKOE COCTOAHME pBLIHKA, TIO-
CKOJIBKY CIIPOC PacTeT C LIEHOH U ee POCTOM.
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[image: image2868.png]12.1.(6,3,0,9). 12.2. (—699, —129, —609,495). 12.3. |a| = V29,

) A 4

Bl = V34, ¢(a,b) = 90°. 12.4. 40. 12.5. a1 = ~1, a2 = 3,
3

ag =5, 04 = —-5.
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[image: image2869.png]8 -5 23
13.1.C=1{| 14 -2 50 ).

-5 11 -6 1

13.2. a) Ykazaune: UMeIOT CMBICJI CJIGAYIOIIME TPO3BELICHNs MaT-
puu: AF, BA, BD, DC,CE, CG,GC, DE, DG, GE.

13.3. CobcrreHHbIE BEKTOPLI ¢ ¥ €, COOTBETCTBYOUINE COGCTBEH-
HLIe 3HaYeHnd O 1 2.
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[image: image2870.png]14.1. a) —8, 6) —27, B) —186.

14.2. M23 = *21, M14 = —-1, M34 = —28; A32 = 80, A43 = -—13,
A24 = —21.

14.3. rp=2,rp=3,r¢c = 3.
14.4. a) IuHEAHO 3aBUCKMELL; 6) JIMHEAHO HE3aBUCHMBL.

14.5. A = 10 — omnpemenuTeNb, COCTABJICHHBLIN M3 KOOPAWHAT
3TUX BEKTOPOB, HE PABEH HYJIIO.
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[image: image2871.png]15.1. (2, 1). 15.2. (1, 2, 3). 15.3. (3, 0, ~2).
15.4. Cucrema, mecosmecTHa. 15.5. (1, 1, 1). 15.6. (1, —1, 2, 0).

15.7. Cucrema necomecTHa. 15.8. (14z4,21z4, x4, 24), THC T4 —

2 2

roe T3 U T4 — cBobomuble nepemenHue. 15.10. Cucrema Hecos-
MeCTHA.

15.11. (-7, 15). 15.12. (=2, 1, —1). 15.13. (0, 1, —2).

13 13 1 4
15.14. = —,1 . 15.15. e R Y H - Yy 4
(77) 5(7710> (7 701>

15.16. (2, 1, 0, 0), (=4, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1).

1 1
ceobonHas nepemennas. 15.9. (—:c3+ ~L4— =, T3—2C4+2,23, x4> ,




[image: image2872.png]15.17. (8, =6, 1, 0), (=7, 5, 0, 1).
57
15.18. (1,0, —=, =), (0,1,5, = 7).

2'2
15.19. a; = (f;), M =1;a = (_Z), A=-2a#0mn

b # 0 — npousBoONbHEIE YHCA.

—2a 0
15.20. @, = aj,a=Lada=|b],AN=3;
a b

6c
a3z = (—7c), A3 =—-3;a#0,b# 0uc#0 — npousBoibLHEIE
5c
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[image: image2873.png]16.1. S = 684 xr, ysenuuenue Ha 20%; T = 1171,2 4, ymenbIinenne
Ha 4%; P = 3720 nen. en., ysenudernne ~ Ha 6,3%.

16.2. P = (4879200, 7623000, 4085984, 3214176, 3375904);
AP = (143, 118, 117,5, 115, 117,4).

116.3. § = (135, 34,35, 40). 16.4. (70, 120, 30).
16.5. Az = (24,5, 15,7, 28,7). 16.6. 1000 ex. u 1200 ex.
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[image: image2874.png]17.1. 36. 17.2. lla. 17.3. 588. 17.4. a) 1/45, 6) 0,01.
17.5. 0,5. 17.8. 24/91. 17.7. 0,47. 17.8. 0,38. 17.9. 0,025.

17.10.
17.14.
17.17.
17.19.
17.22.
17.24.

25/39. 17.11. 0,2. 17.12. 0,28. 17.13. 0,4.
0,896. 17.15. 0,47. 17.16. 0,04.

0,69. 17.18. Brirpsim onuoit napTUR 13 OBYX.
a) 3/16; 6) 13/16. 17.20. 0,046. 17.21. 0,078.
a) 0,4239; 6) 0,5; B) 0,5. 17.23. 95.

a) 44,5 man p.; 6) 40,5 mnu p. 17.25. 0,7698.
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[image: image2875.png]18.2. 0,0375. 18.3. 5010. 18.4. 3,9. 18.5. 0,9.
18.6. 3,1; 1,29; -0, 888; 2,7777. 18.7. a) 5,6; 6) 0,62.




[image: image2876.png]18.8. 0,25. 18.9. a) 0; 6) 0,5; 8) 0,5; r) 0. 18.12. 1/a.
18.13. 25/18. 18.14. 0; 4. 18.15. 3z9/2. 18.16. V3.
b" —a’ [(b +a)(b® + az):\

18.17. (b+a)(b® +a?)/4; T5a) "

18.18. 12,6%. 18.19. f(z) = 4—\/-5_—e—(z—3)’/32. 18.20. 0,2.
iy
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[image: image2877.png]20.1. Zonr = (2,25;0,5), L(Z)max = T7,25.
20.2. Tonr = (0;1), L(Z)min = —10.
20.3. Her pemenus.

20.4. HeorpannuenHOe pellIeHKe.

20.5. Zonr = (2;3), L(Z)min = 26.

20.6. MuoxectBo pemenmit. OmHo M3 HUX Zonr = (3;0),
L(:I_:)min=0.

20.7. Zonr = (0;5), L(Z)max = 15.

20.8. Tonr = (200;400), L(Z)min = 2000 p.

20.9. Tonr = (6;1), L(E)max =7, Zorr = (0;3), L{(Z)min = 3.
20.10. Zogr = (2,25;5,5), L(Z)max = 1775 p.

20.11. Zogy = (400;200), L(Z)max = 72000 p.
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[image: image2878.png]21.1.
21.2.
21.3.
21.4.
21.5.
21.6.
21.7.
21.8.
21.9.

Zonr = (1;();0; 4), L(a—:)max = -3.

Zorr = (0;0;3;1),  L(Z)min = 9.

Zonr = (3;0; 1; 3)7 L(a—:)max = -2

Het perenns.

Tomr = (2— 4261 —t), L(Z)max = 3.
Zonr = (4,0;0), L(Z)min = 4

Fonr = (0;3;0;0), L(Z)max = 3.

Fonr = (1;0;0,6667), L(Z)max = 0,3333.
Tonr = (2,5;0,25;0;0), L(Z)min = 2,75.

21.10. Zogr = (0;0;4,5), L(Z)max = 18.
21.11. Topr = (7;0;2;7), L(Z)max = 137 yen. en.




[image: image2879.png]21.12. Tonpe = (6005100;0), L(Z)max = 3800 ycu. en.
21.13. Zonr = (0;225;0;150), L(Z)max = 1050

yci. en. Hononuurensubi H0oXon

cocTaBnser 85 yci. en.

21.14. Zogr = (115;110;20), L(Z)min = 4020 ycren.
21.15. 1) Zonr = (0;0,0769;0,0769), L(Z)max = 2, 6923

yCu. en.

2) Zomr = (0,0408;0,0204;0,0612), L(Z)max =
2,1428 ycn. en.

3) Tonr = (0;0;0;0,1250), L(Z)max = 1,8750 ycu.
en

4) Zonr = (0;0,0769;0,0769), L(Z)max = 2,6923
= yCI1. e,
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[image: image2880.png]22.1.

22.2,
22.3.

22.4.

22.5.
22.6.

22.7.

22.8.

Tonr = (0,5;1,5; 0; 0), Fonr = (0,5;0,5),
L(Z)min = S(§)max = 0,5.

Zorr = (2;1;0;0),  Four = (1;1), L(Z)max = S(#)min = 5.
Zonr = (0;2;0; 4), Your = (—1;0),
L(Z)min = S(§)max = —2.

Tonr = (6;0;14;0), Four = (0,25;0, 75),
L(Z)min = S(§)max = 14.

Her pemsenns.

Zonr = (2;3), Fonr = (0,3333;0, 8333; 0),
L(Z)min = S(F)max = 9

Zonr = (0; 2, 3333;0, 3333; 0),

Fonr = (3,3333; —5, 3333),

L(Z)min = S(§)max = —4, 6666.

Het pemenus.
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[image: image2881.png]7020 0 0

23.1. Xopr = (0 0 20 10) ) L(X)min = 240.
0 10 0 30




[image: image2882.png]23.2.

23.3.

23.4.

23.5.

23.6.

23.7.

23.8.

0 60 0 0
Xoer=1{0 0 60 70], L(X)min = 1270.

30 20 0 40

90 + 10t 10— 10t 0
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Xowe = |30 _10; 10t 40|  L(X)min =830.
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(00 9%

Xoe = 28 4(;) g . L(X)min = 3210.
kno 0 20
00 010

Xome = (0 10 0 5), L(X)min = 130.
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Xops = (0 03], L(X)mm =52
040

0 0 60 0 140

Xome=[0170 0 0 0 |,  L(X)min = 1800.
1000 0 1000

Xow=| 0 2400 0 |,  L(X)min = 8480.

3000 0 O
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[image: image2883.png]241.
24.2.
24.3.
244. 7
24.5.
24.6. %
24.7.
248. 7
24.9.

Tuen

Tuen

Lyen.

Tyen
Zuen
Luen
ZTyen
Tuen

Tyen

.= (2;4),
.= (5;0),
= (1;1),
.= (1),
.= (1;2),
C=(2;2;1),

L(f’)uen. = 68.
L(i'))uen. = 10.
L(Z)nen. = 4
L(i)nen. = 5.
L(i)uen. =3.
L(if)uen. =19.

=1(0;1;2;14), L(Z)pen. = 42.

.= (2;2; 1))

L{Z)yen. = 190 ycu. en.
L(i)uen. =25 T.




[image: image2884.png]20 20 0 10
24.10. Xper. = [0 0 20 0},  L(X)yen = 2600.
0 0300
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[image: image2885.png]25.1.

25.2.

25.3.

25.4.

25.5.

25.6.

25.7.

A€ [1;2]1 Zonr = (9/71 24/7),
L(Z)min = —24/7 — 9)/T.
A€ [2511], Tonr = (3;0), L(Z)min = —3X.
A€ [0;17/12), Zonr = (9;3), L(Z)max = 51 + 9A.
A€ [17/12;10], Zonr = (4;7), L(Z)max = 34 + 21
A € (—00; —5/4], Zone = (10;0), L(E)max = 20.
X € [-5/4;-1/4), Tonr = (11;1), L(Z)max = 25 + 4.
A€ [-1/4;00), Zonr = (3;9), L(Z)max = 33 + 36.
A€ [-1;0], Zonr = (18/7;5/7;0,0;0),
L(Z)min =4 + 13)\/7.
A € [0;4], Zonr = (2/3;5/3;0,0;20/3),
L(i)min =4- A
A € (—00; =3, Tonr = (0;0;0), L(Z)max = 0.
A € [-3;00), EFonr = (0;0;1), L(Z)max = 6 + 2.
A€ f0;1],
00 0 0 100
Xonr = (50 0 0 150 0),
30 70 100 0 0O
L(X)min = 1570 + 3000
A€ [1;2],
0 0 0 0 100
Xonr = (80 0 0 120 0),
0 70 100 30 0
L(X)min = 1630 + 240X
90 10 0
0 70 0
30 0 40

0 0 20
L{X)min = 830 + 20.

AE [0;4], Xonr = ) ,
90 10 0
Ae9), Xome = | O 0 01 pix)in = 910,

10 0 60
200 0
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[image: image2886.png]26.1. Banaua uMeer nsa pewtenus. OQHO U3 HUX:

100
Xomr = {010}, L(X)min = 10.
: 001
26.2. 3anaua EMeeT HeCKONbKO perneHuid. OmHO W3 HuUX:
00100
01000
Xor=|70000|  LXmn=13
00010
26.3. 3amaua uMeeT HeCKOIbKO pemtenuit. OoHO U3 HUX:
1000
0100
XOI’IT - 0 0 1 0 9 L(X)m]n - 208 KM.
0001
26.4. Banaya ¥MeeT HeCKONbKO peurenni. OIHO U3 HUX:
010
Xonr = (0 01), L(X)min = 10.
100
00010
26.5. Xoue=[1 000 0}, L(X)min=7892 THIC. yCI1. €A.
00100
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[image: image2887.png]27.1.
27.3.
27.5.
27.7.

Txomn
Txomn
Txomn

Txomn

= (1; 1,4286)- 27.2. Tyomm.

(1,68;1,74).

- =1(0;1,6). 27.4. Txomn. = (0;0).

.= (2;2,5517). 27.6. Fxoun.
= (1,3611;1).

(5;4)-
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[image: image2888.png]28.1. 7 = (0;0), Lmin=0, %= (V52V5), Lmax=5V5.
28.2. Z = (0;0), Lmin=0, Z=(24), Lpax =14
28.3. 7 = (4,5;1,5), Lmin =2,5, Z=(0;4), Lmax = 40.

28.4. 7 = (9/13;32/13), L = 1300/169,
Z = (0;0), Lmax = 25.




[image: image2889.png]28.5. % = (4;3), Lmin=0, Z=(13,10,5), Lmax = 137,25.
28.6. 7 = (3;2), Luin =0, %= (0;6), Lumax=25.
28.7. % = (2;1), Lpmn =0, Z=(5,0), Lpax=10.
28.8. 7 = (1;4) uZ = (4;1), Luin =17, &= (7;4/7),
Liax = 2417/49.
28.9. % = (1;5), Lmmn=-1/2, Z=(51), Lnax=3/2.
28.10. 7 = (2;3), Lmin =3/5, Z=(4;1), Lmyax = 11/5.
28.11. 7 = (3;1), Lmin=4, Z=(28), Lmax =62
28.12. z = (—1/6,13/6,5/12), L = —25/26.
28.13. z = (1,1,1), Lax = 2.

28.14.7=(1,1,1), L=2

"28.15. 7 = (—/2/3; V6/6;—v6/6), L =—6.

28.16. 7 = (99; 101),

Lmin = 20398 ren. en.
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[image: image2890.png]29.1. O6GopynoBaHue 3aMEHUTHL Yepes 3 rona.

29.2. O6opynoBanue 3aMeHUTHL yepes 4 roma.

29.3. B nepBblil HaceNeHHBI TYHKT HANpaBuTh | aBTONABKY, BO
BTOPON — 3, B Tperuit — 1, mpu 3TOM TOBApoobopoT GymeT Max-
CHMaJIBHBINA, paBHbld 64 TwIC. P.

29.4. NuBectuposaTh TperheMy 3arony 50 MIIH p., YeTBEPTOMY

3aBony —— 150 MItH p., MAaKCHMAJILHBEIA HPUAPOCT BBIILYCKA IPOMYK-
nuu cocrasur 146 MuH p.

29.5. B nepBoil 06nacTi HOCTPOUTE 2 NPENIPUITUS, B TPEThER —
3, MUHEMAJIBLHBIE 32TPATHL COCTABAT 29 MITH p.

29.6. Zonr=(B,B,C,C,B,C), MUHHMANbHEIE 3aTPATLl  PABHLI
35 MuH p.
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[image: image2891.png]30.1. Kpurnyeckuit myTh ag — @1 — G2 — @4 — Gg — @10 — G 2 PABEH
58 nH.




[image: image2892.png]30.2. lIpu HOpMaJILHOM pexuMe paboT 2 kpuTHdeckux myTu: 1 —
2-6unul—2-—4-6, nauaa uytu 10 ma., ctouMocts paboT
630 nen. en.

[1pu MakCUMaHLHOM pexuMe paboT b KpETHIeCKUxX myrei: 1 —
2-6,1-2—-4-6,1-4-6,1-3—-4-6,1-3—5-6, nmna
myTy 7 IH., MUHUMAJIbHAI cTouMoCcTh pabor 770 memn. en.

R 2

30.3. [pu HOpMaJIbHOM pexume paboT 1 xpurwyeckmit myTh 1 —
2~ 6 — 7, nnmaa oyt 14 nu., croumocts pabor 700 men. en.
Mpu MaxcuMayibHOM pexume paboT 3 KpuTudeckux myTu: 1 —
2—-6-7,1-2-5-7,1—-4—7, niinra iyTn 8 OH., MUBEMMAJIbHAs
cTommocTh pabor 820 nmen. en.
N2

30.4. Ilpu HOpMasiLHOM pexume pabor 1 xpuruueckuit nyrs 0 —
1-3—-5—06, nmura nytu 130 ou., croumocts pabor 405 MaH p.

IIpu makcrmanbHOM pexwuMe paGor 2 xpurmyeckux nytm: 0 —
1-2-5-6,0—1-3-5—6, gnuna nyra 112 nH., MUHEMAJIbHAS
cTouMocTb pabor 438,8 new. en.




[image: image2893.png]Ilpennpusrre Moxer BepHYTh Kpenut Gauky uepes 208 nu.

30.5. Kparuaitmmi nyte A~ 1 -3 — 4 — B nnusoit 120.
30.6. Kparuaitmmuii nyts A ~2 — 5 — 9 — B nnunoit 10.
30.7. Muunmastbaas anmHa 1800 m.

30.8. Kaxnas napTus xaccer JOMXHA 3aMEeHAThCA 4depes 1 rox, a
yepes 5 JIeT CIUCLIBATHCA.




Глава 31

[image: image2894.png]31.1. Zone(2/5;3/5),  Tour(1/5;4/5), v = 22/5.

31.2. Zonr(3/7;4/7),  Tour(5/14;0;9/14), v = 34/7.

31.3. Zonr(5/8;3/8;0), Yonr(3/4;1/4), v =7/4.

31.4. Zonz(0;5/9;0;4/9),  Fonr(4/9;5/9), v = 58/9.

31.5. Zonr(1/2;1/2),  Ponr(0;0;1/2;1/2), v =5/2.

31.6. Ton(0;6/7;1/7),  Gour(0;0;5/7;0;2/7;0), v =19/7.
31.7. Zonr(1/3;0;2/3;0),  Fomr(0;0;0;2/3;1/3), v = 11/3.
31.8.

0 01 1 -1-1
0 0 2 -3 1 2
-1-20 0 0 1
-13 0 0 0 2
1 -10 0 0 -1
1 2 -1-21 0

31.9. Fozr(0,5;0,17;0,33), » = 1,835.

31.10. lIpennournTenbHBIM SBJISETCA IJIAH BLITYCKA TOBAPOB IIIA-
pokoro norpebienus Us.

31.11. %1y (0,53;0,47), v = 18266,4 nen. ex..




[image: image2895.png]31.12. Pupme renecoobpasHo NOCTPOUTEH CpelHee NPeanpuiTue.

31.13. OnTuMasibHBIM pelileHneM GUPMBL ABISeTCH HOJTHAd 3aMe-
Ha craporo obopymoBaHmS HA HOBOE TOTO Xe THIIA.




Глава 32

[image: image2896.png]32.1. Py = 0,054; P =0,109; Pog, = 0,891;
fi, = 2,673; A =80,19.

32.2. CpesiHee KOIMYECTBO MECT, HE 3aHITHIX aBTOMOGMIAMHE, 0,6;

P = 0,52.

32.3. Py = 0,0055; Py = 0,356; Poge = 0,644; i, = 3,864,
A = 3,864.

32.4. Py =0,11; Py = 0,29; Loy = 0,88; £y = 3,52;
fono = 11,52; 2z = 2, 88.

32.5. Ipr n = 3: Py = 0,016; Py = 0,576; Posc = 0,424.
Hpu n = 9: Pog. = 0,925; Py = 0,027; Porx = 0,075.

32.6. Lo, = 2, 66.

32.7. Py = 0,5; Poxx = 0,0125; Pooc = 0,9875; A =0, 329;
fi, = 0,658, Loy = 0,06.

32.8. Py = 0,21; Pysc =0,79; 7, = 1,58.

32.9. P, = 0,014; 72, = 1,479; A = 0,493.

32.10. Pyr = 0,039; Loy = 0,039; 155 = 0,078; A = 0, 48;

fomo = 2,658.
32.11. P,y = 0,656.
32.12. Loy = 7,73; temo = 10,59.




ПРИЛОЖЕНИЕ
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Snauenug gynxyuu f(r) = \/_;_;6_12/2

s 0 [ 1 T 234516 ]7]8709

0,0 10,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1{ 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,21 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697
04| 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,51 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,81 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1.0 ] 2420 2396 2371 2347 2323 2209 2275 2251 2227 2203
1,14 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1.3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
14| 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1093 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
18] 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,01 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1} 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2.2} 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,31 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,51 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
26| 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,71 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8| 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,01 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034





[image: image2898.png]Oxonuanue maba. 1

2] 0 ] 1 ]2 ]3] 4516171871059
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3,9 l 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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