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Введение 
Во второй части пособия «Планимет-

рические задачи с неоднозначностью в 
условии (многовариантные задачи). Ти-
повые задания С4» представлены реше-
ния и указания по решению всех задач 
для самостоятельного решения из глав 1, 
2, 3, 4 и раздела «Упражнения» первой 
части пособия, т.е. всех задач, в которых 
возникает многовариантность. Методи-
ческие вопросы подготовки и причины 
возникновения многовариантности в 
планиметрических задачах обсуждались 
авторами в первой части пособия и лек-
циях (см. список литературы [9]).  

Поскольку однотипные задачи обычно 
включены в одну группу, то подробно 
разбирается одна задача или один из слу-
чаев в задаче. Решение остальных прово-
дится аналогично. Если подобная задача 
была разобрана в качестве примера в со-
ответствующем разделе первой части по-
собия, то указывается номер примера 
(например, см. «Пособие», пример 31). 

Если же подобная задача решена в ка-
кой-либо другой группе задач, то дается 
ссылка с указанием номера задачи (на-
пример, см. упражнение 199 или см. «Ре-
шебник», глава 2, задача 12). 

Перед предлагаемым решением обыч-
но дается указание и читатель может сна-
чала попробовать свои силы в решении 
задачи с использованием предложенной 
подсказки. Часто перед решением указы-
вается известный факт, рассмотренный в 
главе 1 первой части пособия, или опор-
ная задача, разобранная в первой части. В 
дальнейшем в решении просто использу-
ется отмеченный результат.  

На многих чертежах искомый элемент 
выделен красным цветом, либо цветом 
выделена конфигурация, на которую сле-
дует обратить внимание. 

Предложенное оформление решения 
задач не является эталонным, но оно, как 
правило, содержит все необходимые эта-
пы решения.  

Желаем успеха! 
Авторы. 
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Глава 2. Многовариантность задачи 
как результат неоднозначности в 
задании взаимного расположения  

элементов фигуры 

Расположение точек на прямой 
1. В треугольнике АВС отрезок MK с 

концами на сторонах AB и BC параллелен 
AC. Найдите длину отрезка MK, если из-
вестно, что ,10AC  а точка M делит 
сторону AB в отношении 2:3. 

Решение. 1-й случай: пусть точка М рас-
положена на стороне АВ так, что 

: 2 :3AM MB   (рис. 1а). Для подобных тре-
угольников АВС и МВK составляем пропор-
цию  

AC AB
MK MB

  или 10 5
3

x
MK x

 , 

затем находим 6MK  . 

2-й случай: точка М расположена на сто-
роне АВ так, что : 2 :3BM MA   (рис. 1б). Для 
подобных треугольников АВС и МВK состав-
ляем пропорцию  

AC AB
MK MB

  или 10 5
2

x
MK x

 ,  

затем находим 4MK  . 

Ответ: 4 или 6.  

2. Дан параллелограмм АВСD. Точка 
M  лежит на диагонали BD и делит ее в 
отношении 2:1 . Найдите площадь па-
раллелограмма ABCD, если площадь че-
тырехугольника ABCM равна 60. 

Решение. 1-й случай: пусть точка М лежит 
на диагонали ВD так, что : 1: 2BM MD   
(рис. 2а). Так как треугольники АВМ и АВD 
имеют общую высоту, опущенную из верши-
ны А, то отношение их площадей равно 

1
3

ABM

ABD

S BM
S BD

  . Аналогично имеем 

1
3

BCM

BCD

S BM
S BD

  . Значит, 1
3ABCM ABCDS S , от-

сюда 60 3 180ABCDS    . 

2-й случай: пусть точка М лежит на диаго-
нали ВD так, что : 1: 2DM MB   (рис. 2б). Из 

равенства 2
3ABCM ABCDS S , получаем 

360 90
2ABCDS    . 

Ответ: 90 или 180. 

3. (МИОО, 2010). Через середину сто-
роны AB квадрата ABCD проведена пря-
мая, пересекающая прямые CD и AD в 
точках M и T соответственно и образую-
щая с прямой AB угол  , .3tg   Най-
дите площадь треугольника BMT, если 
сторона квадрата АВСD равна 4.  

Решение. 1-й случай: пусть прямая, про-
ходящая через середину Е стороны АВ, пере-
секает отрезок СD и продолжение отрезка 
АD за точку D (рис. 3а). Тогда 

1 1
2 2

1 1( tg ) 2(2 3 4) 2.
2 2

BMT BTE BMES S S BE AT BE AD

BE AE AD

        

         
 

2-й случай: пусть прямая, проходящая че-
рез середину Е стороны АВ, пересекает отре-
зок СD и продолжение отрезка АD за точку А 
(рис. 3б). Тогда 

 
 а б 

Рис. 2 

A
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D

M
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CB

D
M

a

a
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а 

ис. 3 

A

CB

E

D T
M

 
 а б 

Рис. 1 

A

KM

B

C A

KM

B

C

2x

3x

3x

2x

1010

 
Рис. 3а 

A

CB

E

D T
M



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

4 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

1 1
2 2

1 1( tg ) 2(2 3 4) 10.
2 2

BMT BTE BMES S S BE AT BE AD

BE AE AD

        

         
 

Почему следующие случаи невозможны? 
3-й случай. Прямая, проходящая через се-

редину Е стороны АВ, пересекает продолже-
ние отрезка СD за точку D и отрезок АD. 

4-й случай. Прямая, проходящая через се-
редину Е стороны АВ, пересекает продолже-
ние отрезка СD за точку С и отрезок ВС. 

Ответ: 2 или 10. 

4. (ЕГЭ, 2012). В треугольнике АВС 
известны стороны ,5AB  ,6BC  

.7AC  Окружность, проходящая через 
точки A и C, пересекает прямые AB и BC 
соответственно в точках K и L, отличных 
от вершин треугольника. Отрезок KL ка-
сается окружности, вписанной в тре-
угольник ABC. Найдите длину отрезка 
KL. 

Решение. Заметим, что обе точки K и L не 
могут лежать вне треугольника АВС, по-
скольку в этом случае отрезок KL не будет 
касаться вписанной окружности.  

Соответственно, существует два рисунка, 
удовлетворяющих условию задачи. 

1-й способ. 1-й случай: пусть обе точки K 
и L лежат на сторонах треугольника (рис. 4а).  

Окружность, вписанная в треугольник 
ABC, будет также вписана и в четырехуголь-
ник AKLC . По свойству описанного четы-
рехугольника AK LC KL AC    или 

7AK LC KL   . 
Покажем, что треугольники KBL  и ABC 

подобны  Угол ABC у них общий. Четырех-
угольник AKLC  вписан в окружность, сле-
довательно, KAC KLC   . Также 

BLK KLC    (как смежные).
 Отсюда KAC BLK   и треугольники по-

добны по двум углам. 
Запишем отношения сторон лежащих в 

треугольниках KBL  и ABC против равных 
углов  

BL BK KL
AB BC AC

   или 6 5
5 6 7
LC AK KL 

  . 

Отсюда, 56
7
KLLC    и 65

7
KLAK   . Ис-

пользуя равенство 7AK LC KL    или 
6 55 6 7

7 7
KL KL KL     , получаем 

14
9

KL  .  

2-й случай: пусть точка K лежит на про-
должении стороны AB треугольника ABC 
(рис. 4б).  

Треугольники KBL  и ABC подобны по 
двум углам, так как угол В у них общий, а 
углы AKL  и ACL  равны, как вписанные и 
опирающиеся на одну и ту же дугу. Коэффи-
циент подобия у этих треугольников равен 1, 
так как у них общая вписанная окружность 
(см. теорему Т7, стр. 6 из нашего пособия). 
Отсюда 7KL AC  . 

Замечание. Случай, когда точка L лежит 
на продолжении стороны BC  треугольника 
ABC  невозможен, так как тогда 
6 5BK AB AK    . 

2-й способ. 1-й случай: пусть обе точки K 
и L лежат на сторонах треугольника (рис. 4а).  
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Рис. 5а 

 

Рис. 5б 

Аналогично предыдущему способу пока-
зываем, что треугольники KBL  и ABC по-
добны по двум углам. 

Пусть P, Q, R – точки касания вписанной 
окружности со сторонами треугольника АВС. 
Тогда 2AP BR p AC    , где p  полу-
периметр треугольника АВС, равный 9. 

Так как KP KM  и ML LR  (как каса-
тельные, проведенные к окружности из од-
ной точки), то периметр треугольника KBL  
равен 

 MLKMBLKBKLBLKB
4 BRPBLRKPBLKB . 

Коэффициент подобия треугольников равен 
2
9

KBL

ABC

pk
p

  . Тогда, 14
9

KL k AC   . 

Аналогично для второго случая (рис. 4б) 
из подобия по двум углам треугольников 
KBL  и ABC  и равенств 

AP RC AQ QC AC     
и  

KP RL KN NL KL    , 

где N  точка касания окружности и KL , 

получаем 
7

KL KLk
AC

   и 
ABC

KBL

P
Pk

2 2
2 9

PB BR KL KL
PB BR AC

  
 

 
. Из равенства 

2
7 9

KL KL
  получаем 7KL  .  

Ответ: 14
9

 или 7. 

5. (ЕГЭ, 2012). В треугольнике угол C 
равен 60 . На сторонах AB и AC как на 
диаметрах построены окружности. Они 
пересекаются кроме точки A в точке D. 

3:1: DCDB . Найдите угол A в этом 
треугольнике. 

Решение. Обос-
нуем то, что точка 
D должна лежать на 
прямой CB, причем 
AD CB  (рис. 5а). 
Действительно, так 
как углы CDA и 
ADB – прямые, как 
вписанные, опи-
рающиеся на диа-

метры, то CD AD  и BD AD . 
В прямоугольном треугольнике CAD по 

условию 60ACD   . Тогда  

2
CACD   и 

3 6
DC CADB   . 

Существует два рисунка, удовлетворяю-
щих условию задачи. 

1-й случай. Пусть точка D расположена 

между точками C и B. Тогда 2
3

CB CA .  

Используя теорему косинусов для тре-
угольника CAB, получаем 

2 2 2 2 cos60AB CA CB CA CB       
2 2 2 24 2 7

9 3 9
CA CA CA CA       . 

Соответственно 
2 2 2 2 7cos
2 7

CA AB CBCAB
CA AB

 
  

 
. 

Отсюда 2 7arccos
7

CAB  . 

2-й случай. Пусть 
точка D расположена 
на продолжении CB за 
точку B (рис. 5б). То-

гда 1
3

CB CA . 

Используя теорему 
косинусов для тре-
угольника CAB, полу-
чаем 

2 2 2 2 cos60AB CA CB CA CB       
2 2 2 21 1 7

9 3 9
CA CA CA CA       . 

Соответственно 
2 2 2 5 7cos
2 14

CA AB CBCAB
CA AB

 
  

 
. 

Отсюда 5 7arccos
14

CAB  . 

Ответ: 2 7arccos
7

 или 5 7arccos
14

. 

Расположение точек вне прямой 

6. В окружность радиуса 52  вписана 
трапеция с основаниями 8 и .112  Най-
дите длину диагонали трапеции.  

Решение. Трапеция, вписанная в окруж-
ность, является равнобедренной.  

1-й случай: пусть центр окружности лежит 
вне трапеции (рис. 6а). Так как прямая, про-
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ходящая через центр окружности и перпен-
дикулярная хорде, делит эту хорду пополам, 
то 11BE EC   и 4AF FD  . Из прямо-
угольных треугольников ОЕС и OFD нахо-

дим    2 2
2 5 11 3OE     и 

 2
22 5 4 2OF     соответственно. 

Высота трапеции ABCD равна длине от-
резка 3 2 1EF OE OF     . Длина отрезка 

АK равна длине средней линии 4 11AK   . 
Находим диагональ АС из прямоугольного 

треугольника ACK 

 2
24 11 1 2 7 2 11AC      . 

2-й случай: пусть центр окружности лежит 
внутри трапеции (рис. 6б). Высота трапеции 
ABCD равна длине отрезка 

3 2 5.EF OE OF      Находим диагональ 
АС из прямоугольного треугольника ACK  

 2
24 11 5 2 13 2 11AC      . 

Случай, когда центр окружности лежит на  
основании, невозможен (объясните само-
стоятельно). 

Ответ: 2 7 2 11 или 2 13 2 11 .  

7. Окружность с диаметром, равным 
,10  проходит через соседние вершины 

A и B прямоугольника ABCD. Длина ка-

сательной, проведенной к окружности из 
точки C, равна 3. Найдите длину стороны 

,BC  если известно, что .1AB  

Решение. 1-й случай: пусть окружность 
пересекает стороны ВС и AD прямоугольника 
ABCD в точках G и F соответственно, и про-
ведена касательная СН к окружности (рис. 
7а). Из прямоугольного треугольника ABG, 
используя теорему Пифагора, найдем 

 2
210 1 3BG    . 

Пусть CG x , тогда по теореме о секу-
щей и касательной имеем 2CG CB CH   или 

2( 3) 3x x   . Уравнение 2 3 9 0x x    имеет 

один положительный корень 3 3 5
2

  . Итак, 

3 3 5 3( 5 1)3
2 2

BC   
   . 

2-й случай: пусть окружность пересекает 
продолжения сторон ВС и AD прямоугольни-
ка ABCD в точках G и F соответственно, и 
проведена касательная к окружности СН 
(рис. 7б). 

Тогда сторона 3 3 5 3( 5 1)
2 2

BC   
   (см. 

рассуждения в 1 случае). 

Ответ: 3( 5 1)
2
  или 3( 5 1)

2
 . 

 
Рис. 6а 
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8. Дан параллелограмм ABCD, 3,AB   
5BC  , .60A  Окружность с цен-

тром в точке O касается биссектрисы уг-
ла D и двух сторон параллелограмма, ис-
ходящих из вершины одного его острого 
угла. Найдите площадь четырехугольни-
ка ABOD. 

Ответ: 10 3
3

 или 11 3
2

. Указание. См. 

решение примера 7, глава 1. 

9. В трапеции длины боковых сторон 
равны 16 и 12, а длины оснований 30 и 10. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
меньшего основания трапеции и прямых, 
содержащих ее боковые стороны. 

Решение. Продолжим боковые стороны 
АВ и СD трапеции ABCD до пересечения в 
точке Е (рис. 8). Получим два подобных тре-
угольника ВСЕ и ADЕ с коэффициентом по-

добия 10 1
30 3

BCk
AD

   . Используя соотно-

шение BE k
AE

  или 1
12 3

BE
BE




, находим 

6BE  . Аналогично получаем 8CE  . Так 
как выполняется равенство 2 2 210 6 8  , то 
по обратной теореме Пифагора 90BEC   . 

1-й случай: пусть окружность вписана в 
треугольник ВСЕ. Радиус этой окружности 

равен 6 8 10 2
2

 
 . 

2-й случай: пусть окружность является 
вневписанной для треугольника ВСЕ, ка-
сающейся стороны ВС. Радиус этой окруж-
ности найдем по формуле 

0,5 6 8 12
12 10

S
p BC

 
 

 
.  

Замечание. См. в примере 15 приведены 
другие способы нахождения радиусов впи-

санной и вневписанной окружностей для 
прямоугольного треугольника.  

Ответ: 2 или 12. 

10. (МИОО, 2011). Расстояние между 
параллельными прямыми равно 12. На 
одной из них лежит вершина C, на другой 
– основание AB равнобедренного тре-
угольника ABC. Известно, что 10AB . 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, одна из которых вписана в 
треугольник ABC, а вторая касается дан-
ных параллельных прямых и боковой 
стороны треугольника ABC. 

Решение. Пусть СН – высота треугольни-
ка АВС, r – радиус окружности, вписанной в 
треугольник АВС, Q – центр этой окружно-
сти. Так как 10 : 2 5AH   , то 

2 25 12 13AC    . Полупериметр тре-
угольника АВС равен 18p  , а его площадь 

60S  . Отсюда 60 10
18 3

Sr
p

   . 

Пусть QAH   , тогда tg QH
AH

  

10 2:5
3 3

  , 
2

1 3cos
131 tg

  
 

, 

5 13
cos 3
AHAQ  


. 

1-й случай: пусть окружность с центром О 
касается данных параллельных прямых и бо-
ковой стороны АС равнобедренного тре-
угольника АВС, причем прямой АВ – в точке 
М, и не имеет общих точек с боковой сторо-
ной ВС (рис. 9а). Радиус этой окружности 
равен 6, так как расстояние между парал-
лельными прямыми равно 12. 

Центр окружности, вписанной в угол, ле-
жит на биссектрисе, поэтому АО – биссек-
триса угла МАС. Тогда  

1 ( ) 90 ,
2

OAQ CAB CAM       

90 90 ,OAM QAH      

 
Рис. 8 
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AOM   , 2 13
cos
OMAO  


. 

В прямоугольном треугольнике OAQ на-
ходим, что 

2 2OQ AQ AO    

 
2

25 13 7932 13 .
3 3

 
    

 
 

2-й случай: пусть окружность с центром О 
касается данных параллельных прямых и бо-
ковой стороны АС равнобедренного тре-
угольника АВС, причем прямой АВ – в точке 
М, и пересекает боковую сторону ВС (рис. 
9б). 

Тогда точки О и Q лежат на биссектрисе 
угла ВАС. Треугольник АОМ подобен тре-
угольнику AQH с коэффициентом подобия 

10 96 :
3 5

OM
QH

   поэтому  

9 9 5 13 3 13
5 5 3

AO AQ    . 

Следовательно,  

5 13 4 133 13
3 3

OQ AO AQ     . 

Ответ: 
3
793  или .

3
134  

Выбор обозначений вершин 
многоугольника 

11. Высота CK параллелограмма ABCD 
равна 12. Найдите диагональ AC, если 
известно, что 15,AD   14,CD   а точка 
K лежит на прямой AB. 

Решение. 1-й случай: пусть угол C   
острый (рис. 10а). Из прямоугольного тре-
угольника СВK, используя теорему Пифаго-

ра, находим 2 215 12 9BK    . 
Тогда 14 9 23AK    . Из прямоугольного 
треугольника АСK находим  

2 223 12 673AC    . 

2-й случай: пусть угол C   тупой (рис. 
10б). Из прямоугольного треугольника СВK, 
используя теорему Пифагора, находим 

2 215 12 9BK    .  
Тогда 14 9 5AK    . Из прямоугольного 

треугольника АСK находим  

2 25 12 13AC    . 

Ответ: 673  или 13. 

12. (ЕГЭ, 2012). Боковые стороны KL 
и MN трапеции KLMN равны 10 и 26 со-
ответственно. Отрезок, соединяющий се-
редины диагоналей, равен 12, средняя 
линия трапеции равна 24. Прямые KL и 
MN пересекаются в точке A. Найдите ра-
диус окружности, вписанной в треуголь-
ник ALM. 

Решение. Найдем основания данной тра-
пеции. Пусть BC – средняя линия трапеции 
KLMN, точки P и Q – середины диагоналей 
(рис. 11а). Так как средняя линия трапеции 
делит пополам и ее диагонали, то точки P и 
Q принадлежат BC. Отрезки точки BP и QC 
являются средними линиями в треугольниках 
KLM и LMN. Следовательно, BP QC 

1
2

LM . Поскольку по условию 24BC  , 

12PQ  , то 1 ( ) 6
2

BP QC BC PQ     и 

12LM  . Прямые KL и MN пересекаются в 
точке A. Так как треугольники LAM и KAN 
подобны, то из равенства отношений сторон, 
лежащих против равных углов,  

LA MA LM
KA NA KN

   

или  
LA MA LM

KL LA MN MA KN
 

 
, 

подставляя значения 10KL  , 12LM  , 
26MN   и 36KN  , получим 5LA , 
13AM  .  

 
Рис. 9б 
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Заметим, что стороны треугольника LAM 
равны 5, 12, 13, т.е. этот треугольник прямо-
угольный. Следовательно, 90ALM   , а 
значит трапеция KLMN – прямоугольная. 

Все линейные размеры и углы данной 
трапеции определяются однозначно, однако 
существует два рисунка, удовлетворяющих 
условию задачи. 

1-й случай. На рис. 11б представлена пер-
вая конфигурация. В этом случае задача сво-
дится к нахождению радиуса окружности, 
вписанной в прямоугольный треугольник 
LAM со сторонами 5, 12, 13.  

Так как площадь 30
2LAM

LA LMS 
   и 

полупериметр 15
2

LA AM LMp  
   тре-

угольника LAM, то по формуле LAMSr
p

  по-

лучаем 2r  . 

2-й случай. На рис. 11в представлена вто-
рая возможная конфигурация. В этом случае 
задача сводится к нахождению радиуса впи-
санной окружности в прямоугольный тре-
угольник LAM со сторонами 15, 36, 39. Ради-
ус r  вписанной окружности находим по 

формуле 6LAMSr
p

  .  

Ответ: 2 или 6. 

Выбор некоторого элемента фигуры 
13. (МИОО, 2011). Высота равнобед-

ренного треугольника, опущенная на ос-
нование, равна 24. Точка касания вписан-
ной окружности с боковой стороной де-
лит эту сторону в отношении 5:8, считая 
от основания. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся стороны треугольника и 
продолжений двух других его сторон. 

Решение. Пусть AD высота равнобедрен-
ного треугольника АВС, опущенная на его 
основание ВС, О – центр вписанной окруж-
ности, Р – точка ее касания с боковой сторо-
ной АВ (рис. 12а). Считаем, что 8AP x , 

5BP x . Тогда 13AB AP BP x   , 
5BD BP x  . 

Из прямоугольного треугольника AВD, 
используя теорему Пифагора, имеем 

2 2 2AB BD AD   или 2 2 2(13 ) (5 ) 24x x  , 
откуда 2x  . Значит, 8 2 16AP    , 

5 2 10BD    , 13 2 26AB    . 
Пусть BAD   . Из прямоугольного 

треугольника ABD находим, что  

10 5tg
24 12

BD
AD

    . 

1-й случай: пусть окружность с центром 
О1 и радиусом r1 касается продолжений бо-
ковых сторон АВ и АС в точках F и G соот-

 
Рис. 12а 
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ветственно (рис. 12а), а также основания ВС. 
Тогда D – точка касания, поэтому  

10BF BD  , 
26 10 36AF AB BF AB BD       . 

Следовательно,  

1 1
5tg 36 15

12
r O F AF       . 

2-й случай: пусть окружность с центром 
О2 и радиуса 2r  касается боковой стороны 
АВ, продолжения основания ВС в точке Q и 
продолжения боковой стороны АС в точке K 
(рис. 12б).  

Центр окружности, вписанной в угол, ле-
жит на его биссектрисе, А 2O  и AD – биссек-
трисы смежных углов ВАK и САВ, значит, 

2 90DAO   . Тогда 2ADQO  – прямоуголь-
ник. Следовательно, 2 2 24r O Q AD   .  

Радиус окружности, касающейся боковой 
стороны АС и продолжений основания ВС и 
боковой стороны АВ, также равен 24. 

Ответ: 15 или 24. 

14. В равнобедренный треугольник с 
основанием 12 и боковой стороной 10 
вписана окружность. Вторая окружность 
касается двух сторон треугольника и пер-
вой окружности. Найдите радиус второй 
окружности.  

Решение. Пусть СН высота равнобедрен-
ного треугольника АВС, опущенная на его 
основание АВ, О – центр вписанной окруж-
ности, F – точка ее касания с боковой сторо-
ной ВС (рис. 13). Из прямоугольного тре-
угольника СНВ, используя теорему Пифаго-
ра, найдем высоту 2 210 6 8CH    . Пло-

щадь треугольника АВС равна 1 12 8 48
2
   . 

Вычисляем радиус вписанной окружности по 

формуле 48 3
16

Sr
p

   .  

1-й случай: пусть вторая окружность с 
центром О1 и радиусом 1r  касается боковых 
сторон равнобедренного треугольника АВС и 
вписанной окружности в точке М. Проведем 
отрезок DE через точку М параллельно осно-
ванию АВ треугольника АВС.  

Высота треугольника DEC равна 
2 8 6 2CM CH r     . Из подобия тре-

угольников АВС и DEC получаем пропорцию 
1rCM

CH r
  или 12

8 3
r

 . Отсюда 1 0,75r  . 

2-й случай: пусть вторая окружность с 
центром 2O  и радиуса 2r  касается основания 
АВ в точке N, боковой стороны ВС равнобед-
ренного треугольника АВС и вписанной ок-
ружности в точке Р. 

Из прямоугольного треугольника ВОН 
найдем 2 23 6 3 5OB    . Для подобных 
треугольников ВОН и 2BO  N составим про-

порцию 22 rO B
OB r

  или 223 5 3
33 5

rr 
 . От-

сюда 2
3(3 5)

2
r 
 . 

Ответ: 0,75 или 3(3 5)
2
 . 

15. В ромбе ABCD со стороной 2 и уг-
лом 60  проведены высоты CM и DK. 
Найдите длину отрезка MK. 

Решение. Так как из каждой вершины 
ромба можно провести две высоты, то в зада-
че возникает 4 возможных случая. 

1-й случай: пусть в прямоугольном тре-
угольнике CDM (рис. 14) 60D   . Тогда 

30DCM    и 1DM   (как катет, лежащий 
против угла в 30°). Отсюда 1MA  . Следова-
тельно, М – середина DA, KМ – медиана в 
прямоугольном треугольнике AKD с гипоте-

нузой 2AD  . Значит, 2 1
2 2

DAKM    . 

 
Рис. 12б 
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2-й случай (рис. 14). Отрезок KМ является 
диагональю в прямоугольнике DKCM, по-
этому 2KM CD  .  

3-й случай (рис. 14). Отрезок KМ равен от-
резку CD, как противоположные стороны 
прямоугольника DKMС. Значит, 2KM  . 

4-й случай (рис. 14). В прямоугольном 
треугольнике CDK 30CDK    и 1KC   
(как катет, лежащий против угла в 30°). От-
сюда 3KB  . В прямоугольном треугольнике 
CВМ 1BM  . Для треугольника KВМ ис-
пользуем теорему косинусов  

2 2 23 1 2 3 1 cos60 7KM         . 

Отсюда 7KM  . 

Ответ: 1 или 2 или 7 . 

16. (ЕГЭ, 2012). Дан равнобедренный 
треугольник с боковой стороной равной 4 
и углом 120 . Внутрь треугольника впи-
саны две равные окружности таким обра-
зом, что окружности касаются друг друга 
и каждая окружность касается двух сто-
рон треугольника. Найдите радиус ок-
ружностей. 

Решение. В данном треугольнике углы 
при основании, основание и высота, опущен-

ная на основание, соответственно равны 30 , 
4 3  и 2.  

Существует два рисунка, удовлетворяю-
щих условию задачи. 

1-й случай: пусть каждая из окружностей 
касается основания и боковой стороны (рис. 
15а). В этом случае каждая из этих окружно-
стей вписывается в прямоугольный тре-
угольник со сторонами 2, 2 3  и 4. Рассмот-
рим, например, прямоугольный треугольник 
ABH . Радиус r  вписанной в него окружно-
сти находим по формуле  

2 3 2 4 3 1.
2 2

AH BH ABr    
     

2-й случай: пусть обе окружности касают-
ся одной из боковых сторон (рис. 15б). Так 
как центры окружностей лежат на биссектри-
сах, радиусы, проведенные в точку касания, 
перпендикулярны стороне AB  и 

1 2 2KL O O r  , то получаем  

ctg15 2 ctg60AB AK KL LB r r r         . 

Найдем ctg15  по формуле  

1 cos30ctg15 2 3
sin 30
 

   


. 

Тогда получаем 14 2 3 2
3

r  
     

 
. От-

сюда 3 3 3
21 3

r 
 


. 

Ответ: 3 1  или 3 3
2
 . 

17. (ЕГЭ, 2012). В каком отношении 
точка касания вписанной в равнобедрен-
ный треугольник окружности делит его 
боковую сторону, если известно, что ра-
диус окружности, касающейся стороны 
треугольника и продолжений двух других 
сторон, в 7 раз больше радиуса вписан-
ной окружности.  

Решение. Пусть треугольник ABC – рав-
нобедренный с основанием AC. Центр впи-
санной окружности лежит на высоте, прове-
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денной к основанию. Пусть радиус вписан-
ной окружности равен r , а точка касания 
окружности, например, с боковой стороной 
AB треугольника делит ее на отрезки AK и KB 
(рис. 16а). Полупериметр p  треугольника 
ABC равен 2p AK KB  . По условию тре-

буется найти отношение KB
AK

. 

Вторая окружность – вневписанная с ра-
диусом r7 . 

Существует две различные конфигурации, 
удовлетворяющие условию задачи.  

1-й случай: пусть вневписанная окруж-
ность касается основания треугольника и 
продолжения его боковых сторон AB и BC 
(рис. 16а), L – точка касания. По свойству 
касательных AL AH  и AK AH . Тогда 

2LB AK KB  . 

Радиусы, проведенные в точку касания, 
перпендикулярны касательной, поэтому пря-
моугольные треугольники 1KBO  и 2LBO , 
имеющие общий угол, подобны с коэффици-
ентом подобия 7. Значит, 

2 7LB AK KB
KB KB


  . Отсюда, 1

3
KB
AK

 . 

2-й случай: пусть вневписанная окруж-
ность касается боковой стороны BC тре-
угольника АВС и продолжения другой боко-
вой стороны AB и основания AC (рис. 16б).  

По свойству вневписанной окружности 
расстояние от вершины A треугольника до 
точки касания с продолжением стороны рав-
но полупериметру треугольника АВС.  

Докажем это. По свойству касательных 
ANAL  , BMBL   и CNCM  . Так как 

BLABAL  , а CNACAN  , то полу-
чаем  CNACBLABANAL

ACBCABCMACBMAB  , 
т.е. KBAKpAL  2 . 

Прямоугольные треугольники 1AKO  и 

2ALO  подобны (имеют общий угол) с коэф-
фициентом подобия 7. Значит, 

2 7AL AK KB
AK AK


  . Отсюда, 5KB

AK
 . 

Ответ: 1: 3  или 5:1. 

Выбор плоской фигуры 
18. (ЕГЭ, 2011). Через вершину B пра-

вильного шестиугольника ABCDEF про-
ведена прямая, пересекающая диагональ 
CF в точке K. Известно, что эта прямая 
разбивает шестиугольник на части, пло-
щади которых относятся как 2:3. Найдите 
отношение .: KFCK  

Решение. Пусть О – центр правильного 
шестиугольника ABCDEF, S – его площадь 
(рис. 17а). Тогда  

1
2ABEF BCDES S S  , 1

6ABF BCD BOCS S S S   , 

1 1 1
2 6 3BEF ABEF ABFS S S S S S     . 

1-й случай: пусть точка K расположена 
между точками О и F (рис. 17а). Пусть пря-
мая ВK пересекает сторону EF в точке М. То-
гда  

2
5ABMFS S ,  
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2 1 7
5 6 30BMF ABMF ABFS S S S S S     . 

Треугольники BMF и BEF имеют общую 
высоту, опущенную из вершины В. Поэтому  

7 10:
3 30 7

BEF

BMF

SFE S S
FM S

   . 

Треугольник ВKС подобен треугольнику 
MKF, поэтому 

10
7

CK BC FE
KF MF MF

   . 

2-й случай: пусть точка K расположена 
между точками С и О (рис. 17б). Пусть пря-
мая ВK пересекает сторону DE в точке N. То-
гда 

1
2BCDES S , 2

5BCDNS S ,  

1 1 1
2 6 3BDE BCDE BCDS S S S S S     , 

2 1 7 .
5 6 30BND BCDN BCDS S S S S S      

Пусть диагонали CF и BD пересекаются в 
точке L. Тогда L – середина ОС. 

Треугольники BDE и BDN имеют общую 
высоту, опущенную из вершины В. Поэтому  

7 10:
3 30 7

BDE

BDN

SDE S S
DN S

   . 

Значит, и 10
7

LO DE
LK DN

   (докажите само-

стоятельно).  
Пусть 10LO x , 7LK x , тогда 3KO x , 

10LC x , 20FO x , 17CK x , 23KF x . 

Отсюда 17 17
23 23

CK x
KF x

  . 

Ответ: 17
23

 или 10
7

. 

19. (ФИПИ, 2011). Точка Н – основа-
ние высоты треугольника со сторонами 
10, 12, 14, опущенной на сторону, равную 
12. Через точку Н проведена прямая, от-
секающая от треугольника подобный ему 
треугольник и пересекающая сторону, 
равную 10, в точке М. Найдите НМ. 

Решение. В данной задаче через точку H 
можно провести прямую, отсекающую от 
треугольника подобный ему треугольник, 
двумя способами. 

1-й случай: пусть треугольник ABC  подо-
бен треугольнику HMC  ( C  – общий, 

BAC MHC  ) (рис. 18а). Пусть 14AB  , 
12AC  , 10BC  , HC x , тогда 
12AH x  . Из прямоугольных треугольни-

ков ABH  и BHC  имеем соответственно  

2 2 214 (12 )BH x    и 2 2 210BH x  . 

Получаем уравнение  
2 2 2 214 (12 ) 10x x    , 

из которого находим 2x  . Значит, 2HC   
и из пропорции  

HM HC
AB AC

  или 2
14 12

HM
  

находим 7
3

HM  . 

2-й случай: пусть треугольник ABC  подо-
бен треугольнику MHC  ( C – общий, 

BAC HMC  ) (рис. 18б). Из пропорции  

MH HC
AB BC

  или 2
14 10

MH
  

находим 14
5

MH  . 

Ответ: 
3
7

 или 
5

14
. 

 
 а б 

Рис. 18 
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Глава 3. Многовариантность задачи 
как результат неоднозначности  

в задании взаимного расположения 
фигур 

3.1. Взаимное расположение 
прямолинейных фигур 

1. Ромб вписан в прямоугольный тре-
угольник с катетами 3 и 4 так, что одна из 
его вершин совпадает с вершиной остро-
го угла треугольника, а три другие лежат 
на сторонах треугольника. Найдите пло-
щадь ромба. 

Решение. Пусть дан прямоугольный тре-
угольник АВС с катетами 4AC   и 3BC  . 

Найдем гипотенузу 2 23 4 5AB    . 
1-й случай. Ромб ADFE и треугольник 

ABC имеют общий угол А (рис. 19а). Обозна-
чим сторону ромба AD DF x  , тогда 

4CD x  . Для подобных треугольников 

DFС и АВС составим пропорцию DC DF
AC AB

  

или 4
4 5

x x
 . Отсюда находим 20

9
x  . 

Значит, 20
9

AD EF  , 20 164
9 9

CD    , 

коэффициент подобия 20 4: 5
9 9

k   . Тогда 

4 43
9 3

CF    , 4 53
3 3

AF    . 

Найдем площади прямоугольных тре-
угольников АВС, СDF и ВFЕ: 

1 3 4 6
2ABCS     , 

1 16 4 32
2 9 3 27CDFS     , 

1 20 5 50
2 9 3 27BFES     . 

Площадь ромба равна  

ADFE ABC CDF BFES S S S   
32 50 806 .
27 27 27

     

2-й случай. Ромб ВDFE и треугольник 
ABC имеют общий угол В (рис. 19б). Обозна-
чим сторону ромба BE FE y  , тогда 

5AE y  . Для подобных треугольников 

АЕF и АВС составим пропорцию FE AE
CB AB

  

или 5
3 5
y y
 . Отсюда находим 15

8
y  . Зна-

чит, 15
8

DB FE  , 15 93
8 8

CD    . Из пря-

моугольного треугольника СDF получаем 
2 215 9 3

8 8 2
CF         

   
, тогда 

3 54
2 2

AF    . 

Найдем площади прямоугольных тре-
угольников СDF и AFЕ: 

1 3 9 27
2 2 8 32CDFS     ,  1 5 15 75

2 2 8 32AFES     . 

Площадь ромба равна  

27 75 456
32 32 16BDFE ABC CDF AFES S S S       .  

Ответ: 
16
45  или 

27
80 . 

2. (ФЦТ, 2010). На стороне CD квад-
рата ABCD построен равносторонний 
треугольник CPD. Найдите высоту тре-
угольника ADP, проведенную из верши-
ны D, если известно, что сторона равна 1. 

Решение. 1-й случай: пусть точки А и Р 
лежат по одну сторону от прямой CD (рис. 
20а). Так как 1AD DC DP   , то в тре-
угольнике ADP углы 

1 (180 )
2

DAP DPA ADP     

1 (180 (90 60 )) 75 .
2

         

Пусть DH – высота треугольника ADP, то-
гда из прямоугольного треугольника ADН 
находим  

sin 1 sin 75DH AD DAH     
sin(30 45 )   

sin 30 cos 45 cos30 sin 45          

 
 а б 

Рис. 19 
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1 2 3 2 2 6
2 2 2 2 4


     . 

2-й случай: пусть точки А и Р лежат по 
разные стороны от прямой CD (рис. 20б). Так 
как 1AD DC DP   , то в треугольнике 
ADP углы 

1 (180 )
2

DAP DPA ADP     

1 (180 (90 60 )) 15
2

        . 

Пусть DH – высота треугольника ADP, то-
гда из прямоугольного треугольника ADН 
находим  

sin 1 sin15DH AD DAH     
sin(45 30 )   

sin 45 cos30 cos 45 sin30        
2 3 2 1 6 2

2 2 2 2 4


     . 

Ответ: 
4

26   или 
4

26  . 

3.2. Взаимное расположение 
окружностей 

3. Найдите радиус окружности, впи-
санной в угол MKN равный 6,0arcsin2  и 
касающейся окружности, радиуса 4 также 
вписанной в угол MKN. 

Решение. Пусть дана окружность с цен-
тром О и радиуса 4, вписанная в угол MKN, 
тогда arcsin 0,6OKN  . 

1-й случай: пусть окружность с центром 
О1 и радиуса 1r , вписанная в угол MKN, каса-
ется данной окружности и расположена бли-
же к вершине данного угла (рис. 21). 

Проведем радиусы OB  и 1 1O B  в точки ка-
сания со стороной KN , опустим из точки 1O  
перпендикуляр 1 1O C  на OB . В прямоуголь-
ном треугольнике 1 1O OC  имеем 1 14OO r  , 

1 14OC r   и соотношение 

1 1
1 1

1 1

4sin
4

OC rOO C
OO r


  


. Получаем уравне-

ние  
1

1

4 sin(arcsin0,6)
4

r
r





 или 1

1

4 3
4 5

r
r





, 

откуда 1 1r  . 
2-й случай: пусть окружность с центром 

О2 и радиуса r2, вписанная в угол MKN, каса-
ется данной окружности и расположена 
дальше от вершины данного угла (рис. 21). 

Проведем радиус 2 2O B  в точку касания со 
стороной KN , опустим из точки O  перпен-
дикуляр 2OC  на 2 2O B . В прямоугольном 
треугольнике 2 2O OC  имеем 2 24OO r  , 

2 2 2 4O C r   и соотношение 

2 2 2
2 2

2 2

4sin
4

O C rO OC
OO r


  


. Получаем урав-

нение  2

2

4 3
4 5
r

r





, откуда 2 16r  . 

Ответ: 1 или 16. 

4. Вершина равнобедренного тре-
угольника с боковой стороной 5 и осно-
ванием 8 служит центром данной окруж-
ности радиуса 2. Найдите радиус окруж-
ности, касающейся данной и проходящей 
через концы основания треугольника. 

 

Рис. 21 
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Решение. Пусть D  – середина основания 
AC  данного треугольника ABC . Обозначим 

через E  и F  точки пересечения прямой BD  
и окружности радиуса 2 с центром в точке  
B . Тогда (рис. 22): 4AD  , 3BD  , 1ED  , 

5FD  . 

Из теоремы Пифагора для прямоугольных 
треугольников AED  и AFD  соответственно 
имеем:  

2 24 1 17,AE     2 24 5 41AF    . 

Находим площади треугольников AEC  и 
AFC :  

1 1 8 1 4,
2 2AECS AC ED         

1 1 8 5 20.
2 2AFCS AC FD        

Возможны два случая расположения ука-
занной в условии окружности в зависимости 
от типа касания с данной окружностью. В 
обоих случаях центры 1O  и 2O  этих окруж-
ностей будут лежать на биссектрисе угла – 
прямой BD  (рис. 22). 

1-й случай: пусть окружности касаются 
внешним образом. Тогда искомая окруж-
ность описана около треугольника AEC . 
Найдем ее радиус по формуле 

17 8 17 .
4 4 4 2AEC

AE EC ACR
S
  

  


 

2-й случай: пусть окружности касаются 
внутренним образом. Тогда искомая окруж-
ность описана вокруг треугольника AFC . 
Найдем ее радиус  

41 8 41.
4 4 20 10AFC

AF FC ACR
S
  

  


 

Ответ: 17
2

 или 41.
10  

5. Расстояние между центрами двух 
окружностей равно 10r. Одна из окруж-
ностей имеет радиус 5r, другая 6r. Неко-
торая прямая пересекает меньшую ок-
ружность в точках A и B и касается 
большей в точке C. Найдите длину хорды 
АВ, если 2AB BC . 

Решение. Пусть даны окружности с цен-
трами О1 и О2 и радиусами 5r и 6r соответст-
венно. Из условия задачи следует, что ок-
ружности пересекаются (5 6 10 )r r r  .  

1-й случай: пусть радиус 2O C  перпенди-
кулярен касательной АВ (рис. 23а). Перпен-
дикуляр 1 1O C , проведенный к хорде АВ, де-
лит ее пополам. Проведем 1 1 1O A C C , полу-
чим прямоугольник 1 1 1O C CA . 

Пусть 1 1AC C B a  , тогда BC a , 

1 1 2O A a . Обозначим 1 1O C b , тогда 

2 1 2 1 6O A O C AC r b    . 
Из прямоугольного треугольника 1 1O C B , 

используя теорему Пифагора, составим урав-
нение 2 2 2(5 )r a b  . Аналогично из прямо-
угольного треугольника 1 1 2O A O  составим 
уравнение 2 2 2(10 ) (2 ) (6 )r a r b   .  

Решим систему уравнений с двумя неиз-
вестными а и b: 

2 2 2

2 2 2

25
4 12 64 .
a b r

a br b r

  


  
 

Выразим из первого уравнения системы 
2 2 225a r b   и подставим во второе уравне-

ние: 
2 2 2 24(25 ) 12 64r b br b r    ;

2 24 12 0b br r   . 

Квадратное уравнение имеет один поло-
жительный корень 2b r , тогда 

2 2 2 225 4 21a r r r   , 21a r  и 
2 21AB r  .  

 
Рис. 22 

A

F

B

D
C

E

O2

 
Рис. 23а 

O1

O2A

C
B A1

C1



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

17 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

2-й случай (рис. 23б). Проведем касатель-
ную к большей окружности перпендикулярно 
отрезку 1 2O O , которой принадлежит точка С. 
В этом случае условие 2AB BC  выполня-
ется. Из прямоугольного треугольника 1O AC  
имеем 2 2 2

1 1AC O A O C   2 2 225 16 9r r r  . 
Значит, 3AC r , 6AB r . 

Ответ: 2 21 r  или 6r . 

6. Две окружности радиусов 1 и 5 ка-
саются. Найдите радиус третьей окруж-
ности, касающейся первых двух окруж-
ностей и прямой, проходящей через цен-
тры данных. 

Решение. Пусть даны окружности с цен-
трами А и В и радиусами 5 и 1 соответствен-
но.  

1-й случай: пусть данные окружности ка-
саются внешним образом (рис. 24а). Рас-
смотрим окружность с центром О и радиуса 
а, которая касается линии центров АВ в точке 
С, окружности с центром В в точке K и ок-
ружности с центром А в точке Р. Продолжим 
отрезки ВО и АО за точку О до пересечения с 
искомой окружностью. Получим точки M и Q 
соответственно. Обозначим BC b  и вос-
пользуемся теоремой о касательной и секу-
щей: 

2BC BK BM  , 2AC AP AQ  . 

Получим систему двух уравнений с двумя 

неизвестными а и b: 
2

2

1 (2 1)
( 6) 5 (2 5).
b a
b a

   


   
 

Выразим из первого уравнения системы 
22 1a b   и подставим во второе уравне-

ние: 2 2( 6) 5 ( 1 5)b b     . Полученное 
уравнение имеет один положительный ко-
рень 4b  . Тогда 22 4 1 15a     и 7,5a  . 

2-й случай: пусть данные окружности ка-
саются внутренним образом (рис. 24б). Рас-
смотрим окружность с центром О и радиуса 
а, которая касается линии центров АВ в точке 
С, окружности с центром В в точке K и ок-
ружности с центром А в точке Р. Обозначим 
BC b  и воспользуемся теоремой Пифагора 
для прямоугольных треугольников ВСО и 
АСО: 2 2 2OC BC OB  , 2 2 2OC AC AO  . 

Получим систему двух уравнений с двумя 
неизвестными а и b:  

2 2 2

2 2 2

( 1)
(5 1) (5 ) .

a b a
a b a

   


    
 

Преобразуем систему уравнений 
2 2 2

2 2 2

( 1)
(4 ) (5 ) ;
b a a

b a a

   


   
 

2

2

2 1
( 4) 5(5 2 ).
b a
b a

  


  
 

Выразим из первого уравнения системы 
22 1a b   и подставим во второе уравне-

ние: 2 2( 4) 5 (5 1)b b     . Полученное 
уравнение имеет один положительный ко-

рень 7
3

b  . Тогда 
27 402 1

3 9
a     

 
 и 

20
9

a  . 

Ответ: 7,5  или 20
9

. 

 
Рис. 23б 
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7. (ЕГЭ, 2012). Точка О – центр пра-
вильного шестиугольника ABCDEF со 
стороной 7. Найдите радиус окружности 
касающейся окружностей, описанных 
около треугольников BOD, DOF, BOF. 

Решение. Пусть точка О – центр правиль-
ного шестиугольника ABCDEF со стороной 
a  (рис. 25).  

Радиус R  окружностей, описанных около 
треугольников BOF, BOD, DOF равен a . 
Рассмотрим, например, треугольник DOF. 
Его сторона 3FD a  (диагональ правиль-
ного шестиугольника со стороной a ), 

120FOD   . Из теоремы синусов для тре-

угольника DOF получаем 2
sin

FD R
FOD




. 

Отсюда R a . 
Рассмотрим возможные положения ок-

ружностей удовлетворяющих условию зада-
чи.  

1-й случай: пусть искомая окружность, ка-
сается всех данных окружностей внутренним 
образом. В этом случае ее центр находится в 
точке O и радиус r  равен 2a  (рис. 25). 

2-й случай: пусть искомая окружность ка-
сается одной из окружностей (например, 
проходящей через точки B, O, D) внутренним 
образом, а двух других внешним образом 
(рис. 25). Пусть О1 – центр этой окружности, 
а ее радиус равен r . Тогда, воспользуемся 
теоремой: точки касания и центры касаю-
щихся окружностей лежат на одной прямой 
и расстояние между центрами равно сумме 
радиусов при внешнем касании и их разности 
при внутреннем.  

Тогда raAO 1 , raOO  21 . 
Рассмотрим прямоугольный треугольник 

KAО1, где точка K – проекция точки A на 
диагональ FC. В этом треугольнике  

3sin 60
2

aAK FA    , raAO 1  

и  
1 1 1KO KO OO FO FK OO       

5cos60 2
2
aa a a r r       . 

Из теоремы Пифагора получаем 

2 2 2
1 1AO AK KO  ,

22
2 3 5( )

4 2
a aa r r     

 
. 

Отсюда получаем 6
7
ar  . 

Соответственно в данной задаче при 
7a  получаем два ответа 14r   или 6r  . 

Ответ: 14 или 6. 

8. В окружности, радиус которой ра-
вен 15, проведена хорда AB = 24. Точка С 
лежит на хорде АВ так, что 

.2:1: BCAC  Найдите радиус окружно-
сти, касающейся данной окружности и 
касающейся хорды АВ в точке С. 

Решение. Возможны два случая располо-
жения указанной окружности (рис. 26). Цен-
тры этих окружностей 1O  и 2O  будут ле-
жать на перпендикуляре к хорде AB, прохо-
дящем через точку С. 

1-й случай: пусть точки O и 1O , где O   
центр данной окружности, а 1O  центр ок-
ружности, указанной в условии, лежат по 
разные стороны относительно прямой AB. 

Так как : 1: 2AC BC  , то 8AC  . Пусть 
N  середина хорды AB. Тогда из прямо-

угольного треугольника ONB  получаем  
2 2 2 215 12 9ON OB NB     . 

Пусть K   середина хорды, перпендику-
лярной AB  и проходящей через точку С. Че-
тырехугольник KCNO  – прямоугольник,  

12 8 4OK CN AN AC      . 

 
Рис. 26 
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Пусть искомый радиус равен r . Так как 
центры O , 1O  и точка касания 2E  лежат на 
одной прямой, то 1 2 1 2 15OO OE O E r    . 

Из теоремы Пифагора для прямоугольного 
треугольника 1KO O , в котором 4OK  , 

rOO  151  и 1KO 1 9KC CO r    , по-
лучаем 2 2 2

1 1OO OK KO   или 
2 2 2(15 ) 4 (9 )r r    . 

Отсюда 8
3

r  .  

2-й случай: пусть точки O  и 2O  лежат по 
одну сторону относительно прямой AB  (рис. 
26). Из теоремы Пифагора для прямоуголь-
ного треугольника 2 ,KO O  в котором 4,OK   

rOO  152  и 2 2 9KO CO KC r    , по-

лучаем 32
3

r  . 

Ответ: 8
3

 и 32
3

. 

9. Окружности радиусов 4 и 9 касают-
ся внешним образом, лежат по одну сто-
рону от некоторой прямой и касаются 
этой прямой. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся каждой из двух данных 
и той же прямой. 

Решение. Используем опорную задачу: 
отрезок общей внешней касательной к двум 
касающимся окружностям радиусов r и R 
равен 2 Rr . 

1-й случай: пусть искомая окружность с 
центром О3 и радиусом R касается окружно-
сти с центром О1 и радиусом 4, окружности с 
центром О2 и радиусом 9, данной прямой в 
точке K (рис. 27а). Тогда MP MK KP   или 
2 4 9 2 4 2 9 ,R R    откуда 1,44.R   

2-й случай: пусть искомая окружность с 
центром О3 касается данных окружностей и 
данной прямой в точке Р (рис. 27б). Имеем 

MP MK KP   или 2 9 2 4 9 2 4 ,R R  
откуда 36.R   

Ответ: 1,44 или 36. 

3.3. Интерпретация аналитического  
способа решения задачи 

10. (ЕГЭ, 2011). Диаметр окружности, 
вписанной в треугольник PQR, площадь 
которого равна 132, в три раза меньше 
высоты, проведенной из вершины P. Из-
вестно, что 11QR . Найдите сторону 
PQ. 

Решение. Используя формулу площади 
1
2PQRS QR h   , где h – высота, проведенная 

из вершины Р, найдем эту высоту 

1132 11
2

h   , 24h . 

Тогда радиус окружности, вписанной в 
треугольник PQR, равен 24:6 4r   . Ис-
пользуя формулу площади PQRS p r  , най-

дем полупериметр 132 33
4

p   . 

Пусть вписанная окружность касается сторон 
QR, PQ и PR треугольника в точках А, В и С 
соответственно (рис. 28).  

Отрезки касательных BQ AQ x  ,
11 ,AR CR x  

33 11 22PB PC p QR      .  

 
Рис. 27а 
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Тогда 22PQ x  , 33PR x  . 
Используя формулу Герона, составим 

уравнение 132 33 22 (11 )x x    . Получаем 

уравнение 2 11 24 0x x   , корнями кото-
рого являются числа 3 и 8. 

1) Если 3x  , то 25PQ   и 30PR  . 
2) Если 8x  , то 30PQ   и 25PR  . 

Ответ: 25 или 30. 

11. (ЕГЭ, 2011). Окружность, вписан-
ная в треугольник KLM, площадь которо-
го равна 66, касается средней линии, па-
раллельной стороне ML. Известно, что 

11ML . Найдите MK. 
Ответ: 13 или 20. Указание.  

См. «Пособие», пример 42. 

12. (ЕГЭ, 2011). Дана трапеция ABCD 
с боковыми сторонами AB = 36, CD = 34 
и верхним основанием BC = 10. Извест-

но, что .
3
1cos ABC  Найдите BD. 

Решение. Проведем CE  параллельно AB  
(рис. 29). Тогда ABCE  – параллелограмм. 

,AEC ABC   180DEC AEC    , 
1cos
3

DEC   и 1cos .
3

DAB   

Обозначим ED  через x . Воспользуемся 
теоремой косинусов для угла DEC  в тре-
угольнике DEC : 

2 2 2 134 36 2 36 ,
3

x x        

2 24 140 0.x x     

Отсюда 14x   или 10.x   
Получившиеся два значения x , означают, 

что условию задачи соответствуют два чер-
тежа. В одном случае CDE  острый, в дру-
гом – тупой. 

Воспользуемся теоремой косинусов для 
угла DAB  в треугольнике ABD  и рассмот-
рим два случая.  

1. Пусть 14,x   тогда 24.AD    

2 2 2 136 24 2 36 24 1296;
3

BD         

36.BD    

В этом случае угол D  – острый (рис. 29а), 
так как справедливо неравенство:  

2 2 2 2 2 214 34 36 56 0ED CD EC       . 

2. Пусть 10,x   тогда 20AD  , 

2 2 2 136 20 2 36 20 1216;
3

BD         

8 19.BD   Покажите, что в этом случае 
угол D  – тупой (рис. 29б). 

Ответ: 36 или 8 19.  
13. Медиана BM треугольника ABC 

равна его высоте AH. Найдите угол MBC. 

Решение. Пусть MBC   . Найдем 
площадь треугольника АВС двумя способа-
ми. Так как медиана ВМ треугольника АВС 
разбивает его на два равновеликих треуголь-
ника, то  

12 2 sin
2ABC CBMS S BC BM       

sin .BC BM    

С другой стороны, 1 .
2ABCS BC AH   Учи-

тывая, что AH BM , приравняем площади 
1sin .
2

BC BM BC BM     Получаем, что 

sin 0,5  . Отсюда 30    (рис. 30а) или 
150   (рис. 30б).  

Ответ: 30  или 150 . 
  

      
 а б 

Рис. 30 
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Глава 4. Дополнение 

4.1. Многовариантная задача 
с однозначным ответом  

1. Радиусы вписанной и описанной ок-
ружностей прямоугольного треугольника 
равны 2 и 5 соответственно. Найдите 
больший катет треугольника. 

Указание. Гипотенуза 2 2 5 10AB R    , 
отрезки касательных 2CF CG  , 
AE AG x  , 10BE BF x    (рис. 31). Ис-
пользовать теорему Пифагора.      Ответ: 8. 

2. Из середины катета прямоугольного 
треугольника на его гипотенузу опущен 
перпендикуляр, длина которого равна 1. 
Найдите радиус окружности, вписанной в 
прямоугольный треугольник, если длина 
одного из его катетов равна 4. 

Указание. Рассмотреть 
два случая (рис. 32): 
катет 4BC   или катет 

4AC  . Использовать 
подобие треугольни-
ков BED и BCA, при-
менить формулу для 
вычисления радиуса 
вписанной окружности  

2
BC AC ABr  

 . 

Ответ: 
2(3 3)

3


. 

3. Дан прямоугольник ABCD со сторо-
нами AB = 9, BC = 12 и окружность S ра-
диуса 2 с центром O на стороне AB, про-
ходящая через вершину A. Найдите ради-
ус окружности, касающейся внешним об-
разом окружности S, содержащейся внут-
ри прямоугольника и касающейся двух 
его соседних сторон. 

Указание. Пусть искомая окружность ка-
сается сторон АВ и ВС (рис. 33). Обозначим 
ее радиус через x . Использовать теорему 
Пифагора для треугольника 1OO M : 

2 2 2
1 1MO MO OO  , 2 2 2(7 ) ( 2)x x x    . 

Отсюда 3x   или 15x  . Второй корень не 
удовлетворяет условию задачи, так как ради-
ус окружности больше стороны АВ. 

Рассмотрите самостоятельно случаи: ок-
ружность касается сторон ВС и CD; окруж-
ность касается сторон AD и CD; окружность 
касается сторон AB и AD.              Ответ: 3. 

4. Трапеция ABCD с основаниями 
6AD  , 4BC   и диагональю 7BD   

вписана в окружность. На окружности 
взята точка K, отличная от точки D так, 
что 7BK  . Найдите длину отрезка АK. 

Решение. В равнобедренной трапеции от-
резки 1AH   и 5HD   (рис. 34). Из прямо-
угольных треугольников BHD и ABH после-
довательно найдем 2 24BH  , 5AB   соот-
ветственно.  

Из треугольника BHD также определим 
5cos
7

HDB  . Так как AKB ADB    (как 

вписанные углы, опирающиеся на одну и ту 

же дугу), то 5cos
7

AKB  . Пусть AK x , 
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тогда для составления уравнения используем 
теорему косинусов в треугольнике ABK 

2 525 49 2 7
7

x x      или 2 10 24 0x x   . 

Отсюда 6x   или 4x  . Если 6AK  , то 
треугольники ABK и ABD равны, значит, рав-
ны углы ABK и ABD, но точка K отлична от 
точки D.  

Ответ: 4. 

5. Точки А, В и С лежат на одной пря-
мой. Отрезок АВ является диаметром 
первой окружности, а отрезок ВС – вто-
рой окружности. Прямая, проходящая 
через точку А, пересекает первую окруж-
ность в точке D и касается второй окруж-
ности в точке Е, при этом 9BD  , 

12BE  . Найдите радиусы окружностей. 
Указание. Рассмотреть три случая.  
1-й случай: если точка А лежит между 

точками В и С, то условие задачи не выпол-
няется (рис. 35а). 

2-й случай: пусть точка В лежит между 
точками А и С (рис. 35б). Рассмотрите пря-
моугольные треугольники BFE и 2BFO , со-
ставьте уравнение 2 2

2 263 ( 9)R R   , откуда 

2 8R  . Получаем противоречие с условием 

2 2R EO EF  . 

3-й случай: пусть точка С лежит между 
точками А и В (рис. 35в). Рассмотрите прямо-
угольные треугольники BDE и 2BFO , со-

ставьте уравнение 2 2
2 263 (9 )R R   , откуда  

2 8R  . Из подобия треугольников ADB  и 

2AEO  имеем пропорцию  

2 2

AB BD
AO O E

  или 1

1

2 9
2 8 8

R
R




. 

Отсюда 1 36R  .                       Ответ: 8 и 36. 

6. Окружность S проходит через вер-
шину С прямого угла и пересекает его 
стороны в точках, удаленных от вершины 
С на расстояния 6 и 8. Найдите радиус 
окружности, вписанной в данный угол и 
касающейся окружности S. 

Указание. Около треугольника АВС опи-
сана окружность с центром (3;4)O  и радиуса 
5 (рис. 36).  

Если искомая окружность с центром 
1( ; )O x x  и радиуса х касается данной окруж-

ности внутренним образом, то выполняется 
равенство 1 1 5OO OD O D x     или  

2 2 2 2
1 (3 ) (4 ) (5 )OO x x x      . 

Отсюда 4x  . 
Аналогично, если искомая окружность с 

центром 2 ( ; )O y y  и радиуса у касается дан-
ной окружности внешним образом, то вы-
полняется равенство 2 5OO y  или  
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2 2 2 2
2 (3 ) (4 ) (5 )OO y y y      . 

Отсюда 24y  . 
Ответ: 4 или 24. 

7. На стороне ВА угла АВС, равного 
30 , взята такая точка D, что 2AD   и 

1BD  . Найдите радиус окружности, 
проходящей через точки А, D и касаю-
щейся прямой ВС. 

Указание. Введем систему координат (рис. 
37). Тогда координаты точек D и А, лежащих 

на прямой 
3

xy  : 3 1;
2 2

D
 
  
 

, 3 3 3;
2 2

A
 
  
 

. 

Если ( ; )O a b  – центр искомой окружности, 
то ее уравнение имеет вид  

2 2 2( ) ( )x a y b b    . 
Подставим в это уравнение координаты 

точек D и А. Получим систему уравнений с 
двумя неизвестными а и b: 

2 2
2

2 2
2

3 1
2 2

3 3 3 .
2 2

a b b

a b b

              

             

 

Отсюда получаем 2 3a  . Если 3a  , то 
1b  . Если 3a   , то 7b  .  Ответ: 1 или 7. 

8. В прямоугольном секторе АОВ из 
точки В как из центра проведена дуга ОС 
(С – точка пересечения этой дуги с дугой 
АВ) радиуса ВО. Окружность 1S  касается 
дуги АВ, дуги ОС и прямой ОА, причем 
точки касания различны, а окружность 

2S  касается дуги АВ, прямой ОА и ок-
ружности 1S  (точки касания также по-
парно различны). Найдите отношение ра-
диуса окружности 1S  к радиусу окружно-
сти 2S . 

Указание. Примем точку О за начало ко-
ординат, луч ОВ за положительную полуось 
абсцисс, луч ОА за положительную полуось 
ординат (рис. 38). Будем считать радиус 

1OB  . Окружность 1S  с центром 1( ; )O x y  и 
радиуса х касается дуги АВ внутренним обра-
зом, а дуги ОС внешним образом. Тогда вы-
полняются равенства  

1

1

1
1

OO x
BO x

 
  

 или 
2 2 2

2 2 2

( 0) ( 0) (1 )
(1 ) ( 0) (1 ) .
x y x

x y x

     


    
 

Отсюда 1
6

x  , 2
3

y  . 

Пусть окружность 2S  с центром 2 ( ; )O r y  
и радиуса r касается дуги АВ (внутренним 
образом), прямой ОА и окружности 1S  
(внешним образом). Тогда выполняются ра-

венства 
1

1 2

1
1
6

OO r

O O r

 



 

 или  

2 2 2

22 2

( 0) ( 0) (1 )

1 2 1 .
6 3 6

r y r

r y r

     


                  

 

Отсюда 1
2 3

8
r 
 , 1

6 2
4

y 
  и 

2
2 3

8
r 
 , 2

6 2
4

y 
 .  

Для первого решения системы отношение 

радиусов 1 2 3 4(2 3):
6 8 3

 
 , для второго – 

1 2 3 4(2 3):
6 8 3

 
 . 

Ответ: 4(2 3)
3
 . 

 
Рис. 37 
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4.3. Исследование планиметрической 
задачи с буквенными данными 

9. В треугольнике АВС угол А равен 
60 , 1AB  , BC a . Найдите АС. 
Указание. Использовать теорему косинусов. 

Ответ: если 3
2

a  , то решений нет; ес-

ли 3
2

a  , то одно решение 1
2

AC  ; если 

3 1
2

a  , то два решения 21 3
2 4

AC a   ; 

если 1a  , то одно 21 3
2 4

AC a   .  

10. Найдите высоту равнобедренного 
треугольника с основанием а и радиусом 
описанной окружности R. 

Указание. Использовать теорему Пифагора. 
Ответ: если 2a R , то одно решение R ; 

если 0 2a R  , то два 2 21 4
2

R R a  ; если 

2a R , то нет решений. 

11. В параллелограмме ABCD извест-
ны стороны ,aAB   ,bBC   и 

.BAD  Найдите расстояние между 
центрами окружностей, описанных около 
треугольников BCD и DAB. 

Решение. Диагональ BD  разбивает па-
раллелограмм на два равных треугольника 
BCD  и DAB . Поэтому по разные стороны от 
прямой BD  расположены центры O  и 1O  
описанных около них окружностей, лежащие 

на серединном перпендикуляре 1OO  к их 
общей стороне BD . Следовательно, 

1 2 ,OO OM  где точка M   середина BD . 
Рассмотрим следующие случаи. 

1. Если 90 ,    то центр O  лежит внутри 
треугольника DAB  (рис. 39а). Тогда получа-

ем 2 ,BOD    1 .
2

BOM BOD      Из 

треугольника BOM  находим 
ctg .OM BM    Тогда  

1 2 2 ctg ctg .OO OM BM BD       
BD  находим из треугольника DAB :  

2 2 2 cos .BD a b ab     
Следовательно, 

2 2
1 2 cos ctg .OO a b ab       

2. Пусть 90   , тогда точки O  и 1O  
совпадают и 1 0OO   (рис. 39б). 

3. Пусть 90    тогда центр O  лежит 
вне треугольника DAB  (рис. 39в). Получаем 
угол, опирающийся на большую дугу 

2 ,BOD    а в треугольнике BOD   

360 2 ,BOD      1
2

BOM BOD   

180    . Из треугольника BOM  находим  

ctg(180 ) ( ctg ).OM BM BM         
Тогда  

1 2 2 ( ctg ) ( ctg )OO OM BM BD         . 

BD  находим из треугольника DAB :  
2 2 2 cos .BD a b ab     

Следовательно,  
2 2

1 2 cos ( ctg ).OO a b ab        

Ответ: 2 2 2 cos ctg ,a b ab      если 
0 90 ;     0, если 90 ;    

2 2 2 cos ( ctg ) ,a b ab       если 
90 180 ;      в общем виде 

2 2 2 cos ctg .a b ab      

4.5. Серия задач на одну  
геометрическую конфигурацию 

12. В трапеции с боковыми сторонами 
13 и 20 и основаниями 6 и 27 проведена 
диагональ. Около каждого из образовав-
шихся треугольников описана окруж-
ность. Найдите их радиусы. 

Указание. Из треугольника CED находим 
высоту 12CH  , из треугольника СЕН длину 
отрезка 5EH  , из треугольника АСН диаго-

 
 а б 

 
в 
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наль трапеции 265AC   (рис. 40). Теперь 
определяем искомые радиусы 

5 265 ,
4 0,5 2 6ACD

AC CD AD AC CDR
AD CH CH

  
  

   

13 265 .
4 0,5 2 24ABC

AC AB BC AC ABR
BC CH CH

  
  

   
 

Отсюда видим, что искомые радиусы ок-
ружностей пропорциональны боковым сто-
ронам трапеции. 

Для второй диагонали BD проведите 
вычисления самостоятельно. 

Ответ: 13 265
24

, 5 265
6

 или 5 157
3

, 13 157
12

.  

13. В трапеции с боковыми сторонами 
13 и 20 и основаниями 6 и 27 проведена 
диагональ. Около каждого из образовав-
шихся треугольников описана окруж-
ность. Найдите расстояние между цен-
трами этих окружностей. 

Указание. Рассмотрим случай для диаго-
нали 265AC   (рис. 41). Квадрат расстоя-
ния от центра 2O  окружности, описанной 
около треугольника ACD, до стороны АС ра-
вен 

 

2 2
2 2 2
2 2

2 2 2
2 2

2 2

2 2

.
4 4

AC CD ACNO O A AN
CH

AC AC HDCD CH
CH CH

             


   
 

 

Отсюда расстояние 2 2
AC HDNO

CH





. Пусть 

1BH  – вторая высота трапеции, тогда рас-
стояние от центра 1O  окружности, описанной 
около треугольника АВС, до стороны АС 

равно 1
1 2

AC AHNO
CH





. Следовательно, иско-

мое расстояние между центрами описанных 
окружностей равно  

2 1 1
11 265| | | |

2 24
ACNO NO DH AH
CH

    


. 

Второй случай для диагонали 2 157BD   
рассмотрите самостоятельно.  

Ответ. 11 265
24

 или 11 157
12

. 

14. В трапеции с боковыми сторонами 
13 и 20 и основаниями 6 и 27 проведена 
диагональ. В образовавшиеся треуголь-
ники вписаны окружности. Найдите рас-
стояние между точками касания вписан-
ных окружностей с проведенной диаго-
налью. 

Решение. Проведем диагональ AC  (рис. 
42а) и пусть окружности, вписанные в обра-
зовавшиеся треугольники, касаются этой 
диагонали в точках F  и G . Для треугольни-
ка ABC  отрезок касательной  

2ABC
AB AC BCAF p BC  

   . 

Для треугольника ACD  отрезок касательной  

2ACD
AD AC CDAG p CD  

   . 

Определяем длину искомого отрезка  

2 2
AD AC CD AB AC BCFG    

  

27 6 20 13 0.
2 2

AD BC CD AB     
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Следовательно, вписанные окружности 
касаются диагонали AC  в одной и той же 
точке. 

Замечание. Так как в решении не иссле-
довано расположение точек F и G на отрезке 
AC, то при вычислении длины отрезка FG  
использован знак модуля. 

Пусть теперь проведена диагональ BD  
(рис. 42б). Для треугольника BCD  отрезок 
касательной  

2BCD
CD BD BCDF p BC  

   . 

Для треугольника ABD  отрезок каса-

тельной 
2ABD

AD BD ABDG p AB  
   . 

Определяем длину искомого отрезка 

2 2
AD BD AB CD BD BCFG    

  

27 6 20 13 0.
2 2

AD BC CD AB     
    

Значит, вписанные окружности касаются 
диагонали BD  в одной и той же точке. 

Ответ: 0. 

15. В трапеции с боковыми сторонами 
13 и 20 и основаниями 6 и 27 проведена 
диагональ. Найдите расстояние между 
точками пересечения медиан образовав-
шихся треугольников. 

Указание. Легко показать, что для тре-
угольников АВС и ACD искомое расстояние 

2 1 2 157
3 3 3

MN FI BD    (рис. 43). Анало-

гично получаем ответ для двух других тре-
угольников.  

Ответ: 265
3

 или 2 157
3

. 

16. В трапеции с боковыми сторонами 
13 и 20 и основаниями 6 и 27 проведена 
диагональ. Найдите расстояние между 
точками пересечения высот образовав-
шихся треугольников. 

Указание. Использовать следующий факт. 
 В любом треугольнике ABC расстояние 

от центра описанного круга до стороны 
треугольника ВС вдвое меньше расстоя-
ния от точки пересечения высот до вер-
шины А. 
Расстояние от центра окружности, опи-

санной около треугольника АВС (рис. 44), до 
стороны ВС равно  

2
2 169 265 1999

2 576 24ABC
BCR      

 
. 

Тогда расстояние от вершины А до точки пе-
ресечения G высот треугольника АВС равно 

199
12

AG  . Аналогично получаем 8
3

CK  . 

Тогда 8 4412
3 3

KH     и 199 44 23
12 3 12

GE    . 

Из прямоугольного треугольника GEK полу-

чаем 
2

223 1795311
12 12

GK     
 

. 

Второй случай рассмотрите самостоя-
тельно. 

Ответ: 17953
12

 или 54673
6

. 

 
Рис. 42б 
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Упражнения 
Произвольный треугольник 

Линейные и угловые элементы 
треугольника 

1. Дан треугольник АВС, в котором 
2AC  , 1BC  , 45ABC   . Найдите 

угол ВАС. 
Ответ: 30  или 150 . Указание. Из тео-

ремы синусов для треугольника АВС следует 
1sin
2

ABC  . 

2. Дан треугольник АВС, в котором 

4AB  , 3 2BC  , 1sin
3

ABC  . Най-

дите АС. 

Ответ: 2  или 66 . Указание. Приме-
нить теорему косинусов. Учесть, что

2 2cos
3

ABC   или 2 2cos
3

ABC   . 

3. Боковые стороны треугольника рав-
ны 25 и 30, а высота, проведенная к осно-
ванию, равна 24. Найдите основание. 

Ответ: 11 или 25. Указание. Рассмотрите 
случаи, когда основание высоты лежит на 
третьей стороне или на его продолжении. 

4. Две боковые стороны треугольника 
равны 26 и 30, а высота, опущенная на 
третью сторону, – 24. Найдите медиану 
треугольника, проведенную к третьей 
стороне. 

Ответ: 4 37  или 2 193 . Указание. Рас-
смотрите случаи, когда основание высоты 
лежит на третьей стороне или на его продол-
жении. 

5. Найдите длины сторон АВ и АС тре-
угольника АВС, если 8BC  , а длины 
высот, проведенных к АС и ВС, равны 6,4 
и 4 соответственно. 

Ответ: 5 и 41  или 5 и 137 . Указание. 
Рассмотрите случаи, когда данный треуголь-
ник – остроугольный или тупоугольный. 

6. Вычислите высоту СН тупоугольно-
го треугольника АВС, если ,45C  

6AH   и 1BH  . 

Ответ: 2 или 3. Указание. Пусть HC x  

(рис. 1). Тогда 21BC x  , 236AC x  . 
Из теоремы косинусов для угла АСВ тре-
угольника АВС следует:  

2 2 2 2 225 1 36 2 1 36 .
2

x x x x           

7. В треугольнике АВС проведены вы-
соты AD и CE. Найдите АС, если 5BC  , 

7AB  , : 1: 2DE AC  .  

Ответ: 39  или 109 . См. указание к 
упражнению 8. 

8. (Санкт-Петербург, пробный экза-
мен, 2013). Из вершин острых углов В и 
С треугольника АВС проведены две его 
высоты – ВМ и СN, причем прямые ВМ и 
СN пересекаются в точке Н. Найдите угол 

ВНС, если известно, что 1 .
3

MN BC  

Ответ: 1arccos
3

 или 1arccos
3

  . Указа-

ние. Рассмотреть случаи, когда угол BАC – 
острый или тупой. В первом случае тре-
угольники ABC и AMN подобны, коэффици-

ент подобия 1 .
3

MNk
BC

   Во втором случае 

треугольники НBC и НMN подобны, коэффи-

циент подобия 1
3

MNk
BC

  . 

9*. Точки, симметричные вершинам 
треугольника относительно противопо-
ложных сторон, являются вершинами 
треугольника со сторонами 8 , 8 , 

14.  Определите стороны исходного 
треугольника, если известно, что длины 
их различны. 

Ответ: 1, 7 , 8  или 21 217
2

 , 7 , 

21 217
2

 . Указания и решение. Пусть 

, ,a b c   стороны, а S   площадь треуголь-

 
Рис. 1 
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ника ABC . 1 1 1, ,A B C   точки, соответствен-
но симметричные вершинам треугольника 
ABC . Тогда из треугольника 1 1C AB  (рис. 2) 

2 2 2
1 1 1 1 1 12 cos(2 3 )C B C A AB C A AB A      

или 2 2 2
1 1 2 cos(3 )C B b c bc A    . Так как из 

теоремы косинусов для треугольника ABC  
2 2 2 2 cosa b c bc A    , то  

 2 2
1 1 2 cos cos(3 )C B a bc A A     

2 28 sin cosa bc A A    . 

Так как 
2

2
2 2

4sin SA
b c

  , 
2 2 2

cos
2

b c aA
bc

 
  , 

то 
2

2 2 2 2 2
1 1 2 216( ) SC B a b c a

b c
     .  

Пусть 1 1 8C B  , 1 1 8A B   и 1 1 14A C  . 
Тогда получаем систему уравнений: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

16 ( ) 8 ,

16 ( ) 8 ,

16 ( ) 14 .

a b c S b c a b c

a b c S a b c a b

a b c S c a b c a

    
    
    

 

Вычитая второе уравнение системы из 
первого, и учитывая, что a c , найдем 

2 24S b  или 
2

2

4
bS  . Подставив в систему, 

получим: 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2

4( ) 0

4 ( ) 4 14 0,

4 .

a c b c a

a b c b c a b a c

b S

    
     
 

 

Из первого уравнения 2 2 2 2 24( ) 4c a a c b   . 
Подставив во второе уравнение, получим 

2 2 2 2 22 14 0a b c a c   или 2 2 2( 7) 0a c b   . 

Отсюда 7b  . Подставляя значение b  в 
систему, находим остальные стороны. 

10. В треугольнике АВС отрезок MK  с 
концами на сторонах АВ и ВС параллелен 
АС. Найдите длину отрезка MK , если из-
вестно, что 14AC  , а точка М делит 
сторону АВ в отношении 3 : 4. 

Ответ: 6 или 8. Указание. См. «Пособие», 
пример 1. 

11. Точка Н – основание высоты тре-
угольника со сторонами 14, 16, 18, опу-
щенной на сторону, равную 16. Через 
точку Н проведена прямая, отсекающая 
от треугольника подобный ему треуголь-
ник и пересекающая сторону, равную 14, 
в точке М. Найдите НМ. 

Ответ: 
9
2

 или 
36
7

. Указание. См. «Ре-

шебник», Глава 2, задача 19. 

12. В треугольнике АВС известно, что 

18AB  , 16BC  , 4cos
9

B  , АН – высо-

та. Через точку Н проведена прямая, от-
секающая от треугольника АВС подоб-
ный ему треугольник и пересекающая 
сторону АВ в точке М. Найдите НМ. 

Ответ: 8 или 9. Указание. См. «Решеб-
ник», Глава 2, задача 19. 

13. В треугольнике АВС 75 ,A    
45B   . На стороне СА взята точка K 

так, что 3CK
KA

 . На стороне СВ взята 

точка М так, что прямая KМ отсекает от 
треугольника АВС подобный ему тре-

угольник. Найдите отношение KM
AB

. 

Ответ: 
3
4

 или 
3( 3 1)

4


. Указание. 1-й 

случай: пусть 1 ||KM AB  (рис. 3). Для подоб-
ных треугольников ABC  и 1KM C  имеем 

1 3
4

KM CK
AB AC

  . 
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2-й случай. Пусть 2 45M KC    (рис. 3). 
Для подобных треугольников ABC  и 

2M KC  имеем 2KM CK
AB CB

 . По теореме сину-

сов для треугольника ABC  имеем 

sin 45 sin 75
CA CB


 

. Отсюда 
sin75

sin 45
CACB  

 


 

sin(30 45 )
sin 45

CA    
 


3 1
2

CA 
  . 

Тогда  

2 ( 3 1)KM CK
AB CA

     

3( 3 1)
4


 . 

14. В треугольнике ABC  точка K ле-
жит на стороне AC, причем AK : KC = 3:5. 
Точка M делит сторону AB на два отрез-
ка, один из которых вдвое больше друго-
го. Прямая, проходящая через точку M 
параллельно BC, пересекает прямую BK в 
точке P. Найдите отношение :BP KP . 

Ответ: 16: 1 или 8: 7. Указание. См. «По-
собие», пример 3. 

15. Точки 1A , 1B , 1C  – основания вы-
сот треугольника ABC. Углы треугольни-
ка 111 CBA  равны 80°, 70° и 30°. Найдите 
углы треугольника ABC. 

Ответ: 50°, 55°, 75° или 35°, 40°, 105°, 
или 125°, 15°, 40°, или 130°, 15°, 35°. Указа-
ние. См. «Пособие», пример 21. 

16. 1AA , 1BB , 1CC  – высоты тре-
угольника ABC. Угол 1A  треугольника 

111 CBA  равен 36°, а угол 1B  треугольни-
ка 111 CBA  равен 84°. Найдите угол С 
треугольника ABC. 

Ответ: 60° или 120°. Указание. См. «По-
собие», пример 21. 

17. В треугольнике АВС проведены 
высоты АМ и CN. Чему равен угол АВС, 
если 2AC MN ? 

Ответ: 60  или 120 . Указание. Тре-
угольники BMN , где точки M  и N – осно-
вания высот АМ и CN треугольника ABC , и 

ABC  подобны с коэффициентом подобия 
| cos |k ABC  . Отсюда | cos |ABC   

1
2

MN
AC

  . 

18. Высоты треугольника АВС пересе-
каются в точке Н. Известно, что 

3CH AB  . Найдите угол АСВ. 

Ответ: 30  или 150 . Указание. См. 
«Пособие», пример 23. 

19. В треугольнике АВС известно, что 
2AH BM  , где АН – высота, BM – 

медиана. Найдите угол MBC. 
Ответ: 45  или 135 . Указание. См. 

«Решебник», Глава 3, задача 13. 

20. Отрезок 21HH , соединяющий ос-
нования 1H  и 2H  высот 1AH  и 2BH  
треугольника АВС, виден из середины М 
стороны АВ под прямым углом. Найдите 
угол С треугольника АВС. 

Ответ: 45  или 135 . Указание. Медиана 
прямоугольного треугольника, проведенная 
из вершины прямого угла, равна половине 
гипотенузы. 

21. Биссектриса внешнего угла при 
вершине В треугольника АВС равна бис-
сектрисе внешнего угла при вершине А и 
равна стороне АВ. Найдите углы тре-
угольника АВС. 

Ответ. 36 ,A B     108C    или 
12 ,A    132 ,B    36C   , или 
132 ,A    12 ,B    36C   .  

Указание. Биссектриса внешнего угла тре-
угольника – отрезок биссектрисы этого угла 
от вершины до её пересечения с продолже-
нием противолежащей стороны. 

Сумма углов треугольника равна 180  и 
углы при основании равнобедренного тре-
угольника равны.  
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Первый ответ соответствует рис. 4а, вто-
рой и третий – рис. 4б (с учетом переобозна-
чения вершин A и B). 

22. В треугольнике АВС перпендику-
ляр, проходящий через середину стороны 
АС, пересекает сторону ВС в точке М, а 
перпендикуляр, проходящий через сере-
дину стороны ВС, пересекает сторону АС 
в точке N. Прямая MN перпендикулярна 

АВ и ABMN
3

1
 . Найдите углы тре-

угольника АВС.  
Ответ: 120 ,A    30 ,B C      или 

30 ,A C      120B   . Указание. Если 
в четырехугольнике сумма двух противопо-
ложных углов равна 180°, то около такого че-
тырехугольника можно описать окружность. 

Решение. Четырехугольник ENFM – впи-
санный, MN – диаметр (рис. 5). EF   средняя 

линия треугольника АВС, 1
2

EF AB . Соот-

ветственно хорда  

2 sin
2

MNEF EMF    . 

Отсюда 2sin
3

EFEMF
MN

   , т.е. 

60EMF   . Тогда 30C   . 

||EF AB , EF MN  и делится диаметром 
пополам. 120ENF    и делится диаметром 
MN  пополам. Тогда 30A    и 120B   . 

Второй случай получается, если поменять 
обозначения вершин A и B. 

23. В треугольнике АВС перпендику-
ляр, проходящий через середину стороны 
АВ, пересекает прямую АС в точке М, а 
перпендикуляр, проходящий через сере-
дину стороны АС, пересекает прямую АВ 
в точке N. Известно, что BCMN   и пря-
мая MN перпендикулярна прямой ВС. 
Определите углы треугольника АВС. 

Ответ: ,60A  ,15B   105C  
или ,60A  ,105B   15C . Указа-
ние. Смотри решение упражнение 22. 

24. Точка 1C  – основание высоты 1CC  
треугольника АВС. Найдите зависимость 
между углами А и В, если 

2
1 1 1C C C A C B  . 

Ответ: 90A B     или 
| | 90A B    . Указание. Из условия 

1 1

1 1

CC BC
AC CC

  следует подобие треугольников 

1ACC  и 1BCC , и равенство углов 

1 1CAC BCC   . Если 90 , 90A B      , то  

1 1 90A CAC C CB B        , 
т.е. 90A B    . 

Если 90A   , то  
1 1180 90A CAC C CB B        , 

т.е. 90A B    . 
Аналогично, если 90B   , то 

90B A    . 

25. В треугольнике АВС угол между 
медианой и высотой, выходящими из уг-
ла А равен , угол между медианой и вы-
сотой, выходящими из угла В равен  . 
Найдите угол между медианой и высо-
той, выходящими из угла С. 

Ответ: arctg | tg tg |  . Указание. До-

кажите, что 
2 2| |tg
2

b c
S


  , где S  площадь 

треугольника (аналогично для других углов). 

26. Пусть Н – точка пересечения высот 
треугольника АВС. Найдите углы тре-
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угольника АВС, если BAH  , 
ABH  . 

Ответ: 1) 90 ,    90 ,    ,   если 
90   ,  90 ;  

2) ,90  ,90   ,180   если 
90   ,  90 ;  

3) 90 ,    ,90  ,180   если 
90   , .90   

Указание. Сумма внутренних углов тре-
угольника равна 180 . Первый ответ соответ-
ствует рис. 6а, второй – рис. 6б, третий слу-
чай получается в результате переобозначения 
вершин A и B на рис. 6б. 

27. В треугольнике АВС проведены 
высоты AD и CE. Найдите АС, если 

aBC  , bAB  , kACDE : .  

Ответ: 2 2 2a b abk  . Указание. Во 
всех возможных случаях (рис. 7) треугольни-
ки BDE  и ABC  подобны с коэффициентом 
подобия | cos |k ABC  . 

28. В треугольнике АВС угол A  равен 
60 , 1AB  , aBC  . Найдите АС. 

Ответ: если 3
2

a  , то решений нет;  

если 3
2

a  , то одно решение 0,5AC  ;  

при 3 1
2

a   два 

21 4 3
2
aAC  

 ;  

при 1a   одно 
21 4 3

2
aAC  

 . 

Указание. Найти 
BH  (рис. 8) и при-
менить теорему Пифагора. 

29. Внутри угла величины   ( 90 )    
с вершиной в точке О взята точка A . Рас-
стояние от точки A  до одной из сторон 
угла равно а, а проекция ОА на другую 
его сторону равна b. Найдите ОА. 

Ответ: если  900 , то 
2 2 2 sin

cos
a b ab  


; если  18090 , то 

2 2 2 sin
cos

a b ab  



. 

Указание. Пусть 0 90     , OA x , то-

гда 1 2   , 1cos b
x

  , 2sin a
x

   (рис. 

9а). Тогда 1 2 1 2cos cos cos sin sin        

или 
2 2

2 2cos 1 1b a a b
x x x x

       . Решая 

это уравнение относительно x  получим 
2 2 2 sin

cos
a b abx   




.  

В случае 90 180      (рис. 9б) задача 
имеет два решения. 

30. Дан угол величины   с вершиной в 
точке А и точка В на расстоянии а и b от 
сторон угла. Найдите АВ. 
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Ответ: 
2 2 2 cos

sin
a b ab  


, если точка В 

лежит внутри данного угла или вертикально-

го к нему; 
2 2 2 cos

sin
a b ab  


 в остальных 

случаях. Указания. Если точки M  и N   ос-
нования перпендикуляров, опущенных из 
точки B на стороны угла, то четырехугольник 
AMBN   вписанный, причем AB   диаметр 
окружности, описанной около треугольника 
MBN . MBN   , если точка  B лежит 
внутри данного угла или вертикального к 
нему, и MBN   в остальных случаях. То-

гда 
sin
MNAB 


. 

Площадь треугольника 

31. Площадь треугольника равна 6 3 . 
Две его стороны равны 4 и 6. Найдите 
угол между этими сторонами. 

Ответ: 60  или 120 . Указание. Из фор-
мулы площади треугольника следует, что 

синус данного угла равен 3
2

. 

32. Площадь треугольника ABC равна 
3

2
, AB = 2, 3AC  . Найдите сторону 

BC. 

Ответ: 1 или 13 . Указание. См. «Посо-
бие», пример 2. 

33. Вычислите площадь треугольника, 
если две его стороны равны 13 и 15, а вы-
сота, проведенная к третьей стороне, рав-
на 12.  

Ответ: 24 или 84. Указание. Рассмотреть 
случаи, когда основание высоты лежит на 
третьей стороне или на его продолжении. 

34. Дан треугольник ABC со сторонами 
АВ = 17, AC = 25 и BC = 28. На стороне 
ВС взята точка М, причем 241AM  . 
Найдите площадь треугольника АМВ. 

Ответ: 30 или 90. Указание. Обозначить 
BM x  и составить уравнение, используя 
теорему косинусов для треугольника АВМ.  

35. В треугольнике АВС 8AB  , 
7.BC   Точка 1A  симметрична точке А 

относительно прямой ВС. Найдите пло-

щадь треугольника 1AA C , если известно, 
что площадь треугольника АВС равна 
14 3 . 

Ответ: 12 3  или 44 3.  Указание. Из 
формулы площади треугольника следует, что 

3sin
2

ABC  . 

36. Медиана в треугольнике, выходя-
щая из одной вершины, равна высоте, 
опущенной из другой вершины, и равна 1. 
Высота, опущенная из третьей вершины, 
равна 3 . Найдите площадь треугольника. 

Ответ: 
2
3  или .3  Указание. Пусть 

BC a , AC b , AB c , 1AM BH  ,
3CK   (рис. 10). Из равенства выражений 

для площади треугольника 1
2 2

bS BH AC    

и 1 3
2 2

cS CK AB    следует, что 3b c .  

Из формулы длины медианы AM  следу-

ет: 2 2 2 2 21 11 2 2 8
2 2

b c a c a     , т.е. 

2 28 4a c  .  
Для рис. 10а из равенства AC AH HC   

получаем 2 2 2 2AB BH BC BH AC     

или 2 21 8 5 3c c c    . Отсюда 1c   
или 2c  . 

Для рис. 10б из равенства AC HC AH   

получаем 2 2 2 2BC BH AB BH AC    .  

37. Точка М удалена от сторон угла в 
60  на расстояния 3  и 3 3  (основания 
перпендикуляров, опущенных из М на 
стороны угла, лежат на сторонах, а не на 
их продолжениях). Прямая, проходящая 
через М, пересекает стороны угла и отсе-

 
 а б 
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кает треугольник периметра 12. Найдите 
площадь этого треугольника. 

Ответ: 4 3 . Указания и решение. 1-й 
случай: пусть точка M  расположена внутри 
угла (рис. 11а), 3,MF   3 3MD  , 

12ABCP   и 60ABC   . 

Обозначим AC x , BC y . Тогда из тео-
ремы косинусов для треугольника ABC  по-
лучаем 2 2BC x y xy   , а его периметр 

2 2 12x y x y xy     .  
Площадь треугольника ABC  равна 

1 3
2 2ABCS xy  или ABC ABM MCAS S S  

1 13 3 3
2 2

x y  . Приравняв эти два выра-

жения, получим 6xy x y  . Составим сис-
тему уравнений  

2 2 12,
6 .

x y x y xy
xy x y

     


 
 

Эта система уравнений не имеет решений. 
2-й случай. Пусть точка M  расположена 

вне угла (рис. 11б). При сохранении приня-
тых в первом случае обозначений система 
уравнений имеет вид:  

2 2 12,
6 .

x y x y xy
xy x y

     


 
 

Полученная система имеет единственное 
решение 4x y  . 

38. Точка М делит среднюю линию 
треугольника АВС, параллельную сторо-
не ВС, на отрезки, один из которых в три 
раза длиннее другого. Точка N также де-
лит сторону ВС на отрезки, один из кото-
рых в три раза длиннее другого. В каком 

отношении прямая MN делит площадь 
треугольника АВС? 

Ответ: 
3
1

 или 
11
9

. Указание. Пусть точки 

1 2 1 2, , ,M M N N  удовлетворяют условию за-
дачи (рис. 12). Достаточно найти отношение, 
в котором прямая 1 1M N  или 1 2M N  разбива-
ют площадь треугольника. Два оставшихся 
случая аналогичны. В случае использования 

прямой 1 1M N  получаем 
1 1

1
3CAM M ABS S .  

В случае использования прямой 1 2M N  
треугольники 1M FB  и 2N FE  подобны с ко-
эффициентом подобия 6. Пусть S   площадь 
треугольника ABC . Тогда  

1 2

7
16M N EBS S ,  

1 2 1 2

2 36 36
M FB N FE M N EB

N FE

S S S
S


  . 

Отсюда 
2 80N FE

SS   и 
1

9
20M FBS S . 

39. В треугольнике АВС проведена 
прямая, параллельная АС и пересекаю-
щая стороны АВ и ВС в точках E и F со-
ответственно. Прямая EF делит тре-
угольник АВС на две фигуры, площади 
которых относятся как 1 : 3. Найдите от-
ношение длин отрезков АС и EF. 

Ответ: 2 или 2
3

. Указание. Использо-

вать подобие треугольников ВАС и ВEF. 

40. В треугольнике АВС проведены 
медиана АМ и высота АН. Известно, что 

2
3


BH
MH , а площадь треугольника АМН 

равна 24. Найдите площадь треугольника 
АВС. 
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Ответ: 80 или 16. Указание. Пусть MH x , 

AH h . Тогда 2
3

BH x , 
2AMN
xhS  , т.е. 

24xh  .  

3ABC
xhS   (рис. 13а) и 5

3ABCS xh  (рис. 13б). 

41. (МИОО, 2010). В треугольнике 
KLM проведены биссектриса KР и высота 

KН. Известно, что 
1
2

KM
KL

 , 
3
2

PH
MH

 , а 

площадь треугольника KНР равна 30. 
Найдите площадь треугольника KLM. 

Ответ: 30 или 150. Указание. 1-й случай: 
пусть точка Н лежит на отрезке LM (рис. 14). 
Пусть 3PH x  и 2HM x , тогда 5PM x . 
По свойству биссектрисы KР имеем 

1
2

PM KM
PL KL

  , значит 10LP x . Для тре-

угольников KНР и KLM, имеющих общую 
высоту, получаем  

3 3
10 15

KHP

KLM

S PH x
S LM x

   . 

Из равенства 
30 3

15KLMS
  находим 150KLMS  . 

2-й случай: точка Н лежит на продолже-
нии отрезка LM за точку М (рассмотрите са-
мостоятельно). 

42. В треугольнике АВС на прямой ВС 
выбрана точка K так, что : 1: 2BK KC  . 

Точка Е – середина стороны АВ. Прямая 
СЕ пересекает отрезок АK в точке Р. 
Найдите площадь треугольника АЕР, ес-
ли площадь треугольника АВС равна 120. 

Ответ: 12 или 20. Указание. См. указание 
к упражнению 13. 

43. В треугольнике АВС на стороне АВ 
расположена точка K так, что 

: 3:5AK KB  . На прямой АС взята точка 
Е так, что 2AE CE . Известно, что пря-
мые ВЕ и СK пересекаются в точке О. 
Найдите площадь треугольника АВС, ес-
ли площадь треугольника ВОС равна 20. 

Ответ: 8 или 72.  

1-й способ. Указания. 1-й случай: пусть 
точка Е лежит на стороне АС (рис. 15). Про-
ведем FE параллельно СK. По теореме Фале-

са в треугольнике АKС имеем 2
1

AF AE
FK EC

  . 

Пусть FK x , тогда 2AF x  и 3AK x . Из 
условия задачи получаем 5KB x . По теоре-
ме Фалеса в треугольнике FВE имеем 

5 5
1

BO KB x
OE FK x

   . Отсюда 5
6

BO
BE

 . 

Пусть площадь треугольника АВС равна 

S , тогда 1
3BECS S , 5 5

6 18BOC BECS S S  . 

Из равенства 520
18

S  находим 72S  . 

2-й случай, когда 
точка Е лежит на про-
должении отрезка АС за 
точку С (рассмотрите 
самостоятельно). 

2-й способ. Указание. 
Использовать факт: от-
ношение площадей тре-
угольников, основания 
которых лежат на од-
ной прямой, а вершины 
совпадают, равно от-

 
 а б 

Рис. 13 

M BHCCMBH

AA

h
x
h

 
Рис. 15 

CA

B

F
K

E

5x

O
2x

x

 
Рис. 14 

MK

L

P

10x

H
2x
3x

 
Рис. 16а 

EA

K

B

C

O
2x x

5y

3y
20



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

35 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

ношению их оснований.  
1-й случай: пусть точка Е лежит на сторо-

не AC (рис. 16а). Обозначим площади тре-
угольников EOCS x , 3AKOS y . Тогда 

2AOES x , 5KBOS y , 3 3AKCS x y  , 

20 5KBCS y   и 3 3 3
20 5 5

AKC

KBC

S x y
S y


 


. Отсюда 

15 60x   или 4x  . Тогда 24BECS   и 
3 72ABC BECS S  . 

2-й случай (рис. 16б) рассмотрите само-
стоятельно.  

44. Стороны АС, ВС и СА треугольни-
ка АВС точками M, N и P разделены в од-
ном и том же отношении так, что 

: : :AM MB BN NC CP PA  . Найдите 
это отношение, если известно, что пло-
щадь треугольника MNP составляет 0,28 
площади треугольника АВС. 

Ответ: 
3
2

 или 
2
3

. Решение. Пусть (рис. 

17) 
AM BN CP k
MB NC PA

   , тогда 

1
AM BN CP k
AB BC AC k

  


, 

1
1

BM NC AP
AB BC AC k

  


. 

Для треугольников MBN и ABC, имеющих 
общий угол, получаем  

MBN

ABC

S MB BN MB BN
S AB BC AB BC


   



2

1 .
1 1 ( 1)

k k
k k k

  
  

 

Аналогично 2( 1)
PCN AMP

ABC ABC

S S k
S S k

 


. 

Согласно условию задачи составим урав-
нение 

2

3 0,28
( 1)

kS S S
k

   


 

или  
26 13 6 0k k   , 

из которого находим корни 
3
2

 или 
2
3

. 

45. (Санкт-Петербург, репетицион-
ный экзамен, 2012). Дан треугольник 
АВС. Точка Е на прямой АС выбрана так, 
что треугольник АВЕ, площадь которого 
равна 14, – равнобедренный с основани-
ем АЕ и высотой BD. Найдите площадь 
треугольника АВС, если известно, что 

ABE CBD    и 
24tg
7

  . 

Ответ: 25 или 39. Указание. 1-й случай: 
пусть AB BE c  , BC a , высота BD h  
(рис. 18). 1-й случай: пусть точка D лежит 
между точками A и E (рис. 18а).  

Треугольник ABE – равнобедренный. Сле-

довательно, ABD DBE   , 
2

CBE 
   и 

7
2
ABE

ABD DBE
SS S   . Так как 

ABD EBC  , то cosABD

EBC

S hc h
S ca a

    .  

 
 а б 

Рис. 18 
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Так как tg 0  , то 
2

1 7cos
251 tg

  
 

 и  

25
cos

ABD
EBC

SS  


. Тогда 39ABC ABE EBCS S S   . 

2-й случай (рис. 18б) решается аналогич-
но.  

46. Две прямые, перпендикулярные 
стороне АС треугольника АВС, делят этот 
треугольник на три равновеликие части. 
Известно, что отрезки этих прямых, за-
ключенные внутри треугольника, равны 
между собой и равны стороне АС. Найди-
те углы треугольника АВС. 

Ответ: arctg 6 ; arctg 6 ; 2arctg 6  

или 
6arctg

2
; 

6arctg
8

; arctg 6 . 

Указание и решение. 1-й случай: пусть уг-
лы при основании треугольника – острые 
(рис. 19а). Тогда по условию NM AC , 
EK AC  и NM EK AC  , а также 

1
3ANM EKC ABCS S S  . 

Так как прямоугольные треугольники 
ANM и EKC  равны по двум катетам, то 

BAC BCA  . Так как прямоугольные тре-

угольники ABD и BDC  равны 
1
2ABD ABCS S , 

а 1
3ANM ABCS S , то 3

2
ABD

ANM

SBD
NM S

  . То-

гда tg 6
0,5

BD BDBAD
AD NM

   


. 

2-й случай: пусть угол ACB   тупой (рис. 
19б). Тогда NM EK AC   и ANM KEBS S 

1
3 ABCS . Используя теорему Фалеса, дока-

зать, что EK FT NM  . Далее доказать, что 

треугольник AQD  равнобедренный и найти 

отношение QC
AC

 и BD
CD

. 

47. Площади двух треугольников с 
общим основанием равны 1S  и 2S , где 

21 SS  . Найдите площадь четырех-
угольника с вершинами в серединах их 
боковых сторон. 

Ответ: 1 2| |
2

S S  или 
2

21 SS  . Указание. 

Использовать свойство средней линии тре-
угольника. 

Решение. Возможные два варианта распо-
ложения треугольников: их вершины распо-
ложены по одну сторону от прямой, содер-
жащей основание, и – по разные (рис. 20). 
Пусть 1 1, ,MN PQ PQ   средние линии тре-
угольников (рис. 20). Они все параллельны 

AC  и равны 1
2

AC . 1 1 1, ,BH DH D H   высоты 

треугольников.  
Пусть 1DH BH . Тогда  

1
1
2 2ABC

ACS S BH AC BH      , 

12 1 1
1
2 2ADC AD C

ACS S S DH AC DH       , 

1 1

2 2 2 2MPQN
DH DH BHBH ACS MN        

 

2 1

2
S S

 .  

Если 1BH DH , 1 2

2MPQN
S SS 

 .  

Соответственно 
1 1

1 2

2MNPQ
S SS 

 . 

 
Рис. 20 
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Прямоугольный треугольник 
48. В прямоугольном треугольнике две 

стороны равны 5 и 4. Найдите третью 
сторону. 

Ответ: 3 или 41 . Указание. Использо-
вать две стороны в качестве катета и гипоте-
нузы или двух катетов. 

49. Катеты прямоугольного треуголь-
ника равны 7 и 24. Найдите гипотенузу 
треугольника, подобного данному, если 
один из катетов равен 10. 

Ответ: 
12
125

 или 
7

250
. Указание. Гипоте-

нуза треугольника с катетами 7 и 24 равна 25. 
Искомая гипотенуза находится из пропорций 

10
25 7
x
  или 

10
25 24
x
 . 

50. В прямоугольном треугольнике 
АВС катеты 4BC   и 12AC  . На пря-
мой АС взята точка D так, что 

: 3AD DC  . Найдите sin ABD . 

Ответ: 
9

5 10
 или 

9
130

.  

Указание. 1-й случай. Пусть точка D ле-
жит на отрезке АС (рис 21а). 2-й случай. 
Пусть точка D лежит на продолжении отрез-
ка АС за точку С (рис. 21б). Найдите стороны 
прямоугольных треугольников АВС и ВСD, и 
используйте формулы: 

sin sin( )ABD ABC DBC     . 

51. Площадь прямоугольного тре-
угольника АВС ( 90 )C    равна 8, дли-
на катета ВС равна 2. Прямая проходит 
через точку В и образует угол 45с пря-

мой ВС. Найдите расстояние от точки А 
до указанной прямой. 

Ответ: 3 2  или 5 2 . Указание. Воз-
можные случаи положения прямой, состав-
ляющей угол 45  с прямой BC  изображены 
на рис. 22а,б. Тогда sin(135 )AD AB     
или sin( 45 )AD AB     . 

52. В прямоугольном треугольнике 
АВС катеты равны 5 и 12. Прямая, пер-
пендикулярная гипотенузе АВ, делит 
площадь треугольника в отношении 1:8. 
Найдите длину отрезка 
этой прямой с концами 
на сторонах треугольни-
ка АВС. 

Ответ: 
5
3

 или 4. Ука-

зание. Треугольник ВНЕ 
подобен треугольнику 
ВСА с коэффициентом по-

добия 
1
3

 (рис. 23). Анало-

гично для треугольников 
GFA и ВСА. 

53. Внутри прямого угла дана точка М, 
расстояния которой от сторон угла равны 
4 и 8. Прямая, прохо-
дящая через точку М, 
отсекает от прямого 
угла треугольник 
площадью 100. Най-
дите катеты тре-
угольника. 

Ответ: 20 и 10 или 
5 и 40. Указание. Рас-
смотреть подобие тре-
угольников DBM и 
EМС (рис. 24).  

Рис. 24 
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54. (ЕГЭ, 2012). На прямой, содержа-
щей медиану АD прямоугольного тре-
угольника АВС с прямым углом С, взята 
точка Е, удаленная от вершины А на рас-
стояние, равное 4. Найдите площадь тре-
угольника ВСЕ, если 6ВС  , 4АС  . 

Ответ: 2,4 или 21,6. Указание. Рассмот-
реть два случая расположения точки Е отно-
сительно треугольника АВС и использовать 
подобие треугольников DAC и DEF (рис. 25). 

1-й случай: пусть точка Е расположена 
внутри треугольника АВС (рис. 25а).  

2-й случай: пусть точка Е расположена вне 
треугольника АВС (рис. 25б).  

Равнобедренный треугольник 
55. Найдите углы равнобедренного 

треугольника, если известно, что угол об-
разованный биссектрисой, проведенной к 
основанию, и биссектрисой, проведенной 
к боковой стороне, равен углу при верши-
не. 

Ответ: ,36  ,36  108  или ,60  ,60  
60 . Указание. Если угол при вершине рав-
нобедренного треугольника равен  , то углы 

при основании равны 90
2


   (рис. 26).  

56. Найдите углы равнобедренного 
треугольника, если известно, что прямая, 
проходящая через вершину угла при ос-
новании, делит его на два треугольника, 
каждый из которых также является рав-
нобедренным. 

Ответ: 
2 2; ;

5 5 5
  

 или 
3 3; ;

7 7 7
  

.  

Указание. Рассмотреть два случая, изо-
браженных на рисунке 26. 

57. В равнобедренном треугольнике 
АВС на прямой ВС отмечена точка D так, 
что угол САD равен углу АВD. Найдите 
длину отрезка АD, если боковая сторона 
треугольника АВС равна 5, а его основа-
ние равно 6. 

Ответ: 150
11

 или 25
6

. Указание. 1-й слу-

чай: пусть 5AB BC   и точка D располо-
жена на отрезке ВС (рис. 27а), причем D C  
и D B  (покажите, что случаи D C  или 
D B  невозможны). В данном случае тре-
угольники АDС и ВАС подобны (по двум уг-

лам). Тогда AC DC
BC AC

  или 6
5 6

DC
 . Отсюда 

36 5
5

DC    (противоречие). 

2-й случай: пусть 5AB BC   и точка D 
расположена вне отрезка ВС за точку В (рис. 
27б). В этом случае треугольники АВD и 
САD подобны (по двум углам). Тогда 
AB DB AD
AC AD DC

   или 5
6 5

x AD
AD x

 


. Из 

пропорции 5
6

x
AD

  выразим 6
5
xAD   и под-

ставим в пропорцию 5
6 5

AD
x




. Получаем 
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уравнение 5 6
6 5( 5)

x
x




, из которого находим 

125
11

x   и 150
11

AD  . 

3-й случай: пусть 5AB BC   и точка D 
расположена вне отрезка ВС за точку С (рис. 
27в). В этом случае треугольники АВD и САD 
подобны (по двум углам). Тогда 
AB DB AD
AC AD DC

   или 5 5
6

x AD
AD x


  . Из 

пропорции 5
6

AD
x

  выразим 5
6
xAD   и под-

ставим в пропорцию 5 5
6

x
AD


 . Получаем 

уравнение 5 6( 5)
6 5

x
x


 , из которого находим 

180
11

x    (не соответствует геометрическому 

смыслу задачи). 
Случаи, когда 5AB AC   и точка D 

расположена относительно отрезка ВС (на 
отрезке или вне отрезка), рассмотрите само-
стоятельно. 

58. Найдите боковую сторону равно-
бедренного треугольника с основанием 6, 
если синус одного его угла равен косину-
су другого.  

Ответ: 3 2  или 2 3 . Указание. Рас-
смотреть три случая: 1) синус угла при осно-
вании равен косинусу угла при основании;  
2) синус угла при вершине равен косинусу 
угла при основании; 3) синус угла при осно-
вании равен косинусу угла при вершине. 

1-й случай: пусть данный треугольник – 
прямоугольный с острым углом в 45 .  

2-й случай: пусть данный треугольник – 
равнобедренный треугольник с углом в 120 .  

Третий случай невозможен. 

59. Найдите высоту равнобедренного 
треугольника, проведенную к боковой 
стороне, равной 2, если синус одного его 
угла равен косинусу другого.  

Ответ: 2 или 3 . Указание. См. упраж-
нение 58. 

60. В равнобедренном треугольнике 
АВС известно, что его боковые стороны 

4AC BC   и его площадь равна 2 7 . 
Найдите синус угла В при основании. 

Ответ: 
1
8

 или 
7
8

. Указание. 

sin sin 90 cos
2 2
C CB       

 
. 

61. Тангенс угла между медианой и 
высотой, проведенными к боковой сто-
роне равнобедренного треугольника, ра-

вен 
1
2

. Найдите синус угла при вершине. 

Ответ: 1 или 0,6. Указание. Если AK  и 
AD   медиана и высота треугольника ABC   

( AB BC ) (рис. 28), то sin ADB
AB

  , 
2 2 2AB AD BD  , | |BD BK DK  . Тогда 

tg
2

ADDK AD ADK    , 
2

ABBK  . Следо-

вательно, 
2

2 2

2 2
AB ADAB AD     

 
. Получа-

ем уравнение 
2

5 3 0AD AD
AB AB

        
   

 или 

25sin sin 3 0B B     . Отсюда sin 1B   

или 3sin
5

B  . 

 
 б в 

Рис. 27 

5

C

B

A

D

6

5

C

B

D

A

55
6

 
Рис. 28 

A C

B
D

K



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

40 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

62. В равнобедренном треугольнике 
ABC  проведена высота BH . Найдите 
длину отрезка CH , если известно, что

5AB AC  , 24sin
25

A  . 

Ответ: 3,6 или 6,4. Указание. Возможны два 

случая: 7cos
25

A   или 7cos
25

A    (рис. 29). 

63. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 12. На одной из них ле-
жит точка А, а на другой – точки В и С, 
причем треугольник АВС равнобедрен-
ный и его боковая сторона равна 13. Най-
дите третью сторону треугольника АВС. 

Ответ: 10 или 4 13 . Указание. 1-й случай: 
пусть 13AB AC   (рис. 30а).  

2-й случай: пусть 13AC BC   (рис. 30б). 

64. Найдите площадь равнобедренного 
треугольника, боковые стороны которого 
равны 8, а один из углов равен 45 . 

Ответ: 32 или 16 2 . Указание. Угол, проти-
волежащий основанию, равен 45  или 90 . 

65. Найдите площадь равнобедренного 
треугольника, если углы при основании  
равны 15 , и одна из его сторон равна 8.  

Ответ: 16 или 16(2 3) . Указание. 1-й 
случай: пусть боковая сторона треугольника 
равна 8. Используйте формулу для нахожде-
ния площади треугольника через две стороны 
и угол между ними. 2-й случай: основание 

треугольника равно 8. Используйте теорему 
косинусов для нахождения неизвестной бо-
ковой стороны. 

66. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 12. На одной из них ле-
жит точка С, а на другой – точки А и В, 
причем треугольник АВС равнобедрен-
ный и его боковая сторона равна 13. Най-
дите площадь треугольника АВС. 
Ответ: 60 или 78. Указание. См. «Пособие», 
пример 13. 

67. Отрезок МK с концами на двух сто-
ронах равнобедренного треугольника па-
раллелен третьей стороне и делит площадь 
треугольника пополам. Найдите длину от-
резка МK, если боковые стороны тре-
угольника равны 5, а основание равно 6. 

Ответ: 3 2  или 5 2
2

. Указание. Рас-

смотреть отношение площадей для подобных 
треугольников. 

68. Площадь равнобедренного тре-
угольника АВС ( AB BC ) равна 36. 
Найдите длину стороны АС, если 

97BC . 

Ответ: 8 или 18. Указание. Пусть 
2AC x . Тогда высота, опущенная из вер-

шины B, 297BH x   и 
1
2ABCS AC BH   . 

Получается уравнение 21 2 97 36
2

x x    .  

69. Через середину боковой стороны 
равнобедренного треугольника со сторо-
нами 12, 18, 18 проведена прямая, разби-
вающая треугольник на части, площади 
которых относятся как 1:2. Найдите дли-
ну отрезка этой прямой, заключенного 
внутри треугольника. 

Ответ: 97  
или 57 . Указа-
ние. Пусть точка 
D   середина AB  
(рис. 31). Согласно 
условию прямые 

1DM  и 2DM  отсе-
кают третью часть 
площади треуголь-
ника угла ABC . 
Тогда 
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1
2 8
3

AM AC  , 2
2 12
3

BM BC  . Далее 

применить теорему косинусов для угла A  в 
треугольнике 1ADM  и для угла B  в тре-
угольнике 2DBM . 

70. (МИЭТ, 2000). Два равнобедрен-
ных треугольника ABC и AMH, располо-
жены так, что стороны АВ и АМ образуют 
угол в 45 . Угол при вершине A  в каж-
дом треугольнике – прямой. Известно, 

что площадь пересече-
ния треугольников 
равна 49, а площадь их 
объединения равна 
213. Найдите площадь 
каждого из треуголь-
ников. 

Ответ: 100ABCS ; 
162AMHS  (рис. 32) или 
162ABCS ; 100AMHS . 

Указание. См. упраж-
нение 92. 

71. Дан равнобедренный треугольник 
АВС, 13AB BC   и 10AC  . Парал-
лельно боковым сторонам треугольника 
на одинаковом расстоянии от них прове-
дены прямые. Найдите это расстояние, 
если площадь треугольника, образован-
ного этими прямыми и основанием, ле-
жащим на прямой АС, равна 15. 

Ответ: 
30
13

 или 
90
13

. Указание. См. «По-

собие», пример 27. 

72. Дан правильный треугольник АВС 
площади 25. Параллельно его сторонам 
на равном расстоянии от них проведены 
три прямые, пересекающиеся внутри тре-
угольника и образующие в пересечении 
треугольник 1 1 1A B C  площади 4. Найдите 
расстояние между параллельными сторо-
нами треугольников АВС и 1 1 1A B C . 

Ответ: 4 3  или 
47 3
3

. Указание. 1-й слу-

чай (рис. 33а): обозначим искомое расстоя-
ние 1HG A D x  . Так как площадь тре-

угольника АВС равна 25, то его высота 
45 3AG  . Аналогично для треугольника 

1 1 1A B C  высота 4
1 2 3A H  . Используя ра-

венство 1 1AG AA A H HG   , составим 

уравнение 4 45 3 2 2 3x x   . Отсюда 
4 3x  . 

2-й случай (рис. 33б). Обозначим искомое 
расстояние 1HG A D y  . Используя равен-
ство 1 1AG AA HG A H   , составим уравне-

ние 4 45 3 2 2 3y y   . Отсюда 
47 3
3

y  . 

Произвольный четырехугольник 
73. Продолжения сторон АD и ВС вы-

пуклого четырехугольника ABCD пересе-
каются в точке М, а продолжения сторон 
АВ и CD – в точке О. Отрезок МО пер-
пендикулярен биссектрисе угла АОD. 
Найдите отношение площадей треуголь-
ника АОD и четырехугольника ABCD, 
если 12AO  , 8DO  , 2CD  . 

Ответ: 2:1 или 14:11. Указание. Из усло-
вия задачи следует, что ОМ является биссек-
трисой внешнего угла треугольника ADO 
(рис. 34а). Поэтому по свойству биссектрисы 
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имеем 
12 3
8 2

MA AO
MD DO

   . Значит, 2
1

MD
AD

 . 

В треугольнике ADO проведем отрезок 
DH MB . Из треугольника АВМ, используя 

теорему Фалеса, находим 2
1

BH MD
AH AD

  . 

Пусть AH x , тогда 2BH x . Из треуголь-
ника HDO, используя теорему Фалеса, нахо-

дим 
2 1
6 3

BH DC
BO CO

   . Отсюда 6BO x . 

Для треугольников ВОС и ADO с общим 
углом получаем  

6 6 1
9 8 2

BOC

AOD

S BO OC BO CO x
S AO DO AO DO x


     


. 

Значит, 
2
1

AOD

ABCD

S
S

 . 

Второй случай (рис. 34б) рассмотрите са-
мостоятельно. 

Параллелограмм 
74. Высота CK параллелограмма ABCD 

равна 12. Найдите диагональ AC, если 
известно, что 13,AD   10,CD   а точка 
K лежит на прямой AB. 

Ответ: 369  или 13. Указание. См., 
«Решебник», Глава 2, задача 11. 

75. В параллелограмме ABCD прове-
дена биссектриса угла А, которая пересе-
кает прямую ВС в точке K. Найдите пе-

риметр параллелограмма, если 5BK  , 
2KC  . 

Ответ: 16 или 24. Указание. Показать, 
что треугольник АВK – равнобедренный. 
Рассмотреть два случая.  

1-й случай: пусть биссектриса пересекает 
отрезок ВС. 

2-й случай: пусть биссектриса пересекает 
продолжение отрезка ВС за точку С. 

76. Биссектрисы углов А и В 
параллелограмма ABCD делят сторону 
DС на три равных отрезка. Найдите сто-
роны АВ и ВС параллелограмма, если его 
периметр  равен 80. 

Ответ: 16 и 24 или 10 и 30. Указание. См. 
«Пособие», пример 14. 

77. (ЕГЭ, 2010). В параллелограмме 
ABCD биссектрисы углов при стороне AD 
делят сторону BC точками M и N так, что  

: 1: 5BM MN  . Найдите BC если 3AB  . 
Ответ: 3,5; 21. Указание. См. указания к 

предыдущему упражнению. 

78. (МФТИ). Биссектрисы углов B  и 
C  параллелограмма ABCD пересекаются 
в точке O . Найдите площадь параллело-

грамма, если ,
13
2arcsin2 A  

,102OA  5OD . 

Ответ: 24 или 72. Указание. Применить 
теорему косинусов для треугольников ABO и 
OCD. 

79. На стороне BC параллелограмма 
АВСD выбрана точка E, делящая эту сто-
рону в отношении 3: 4 . Отрезок DE пе-
ресекает диагональ AC в точке F. Какую 
часть площади параллелограмма АВСD 
составляет площадь треугольника AFD? 

Ответ: 
7
20

 или 
7
22

. Указание. См. «По-

собие», пример 10. 

80. Дан параллелограмм ABCD. Точка 
М лежит на диагонали BD и делит ее в 
отношении 2:3 . Найдите площадь па-
раллелограмма ABCD, если площадь че-
тырехугольника ABCМ равна 60. 

 
Рис. 34б 
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Ответ: 150 или 100. Указание. 1-й случай: 

пусть 2
3

BM
MD

  (рис. 35а), тогда 2
5

BM BD  

и 2 1
5 5ABM ABD ABCDS S S   (треугольники АВМ 

и ABD имеют общую высоту).  

Аналогично 2 1
5 5BCM BCD ABCDS S S  .  

Тогда 2
5ABCM ABM BCM ABCDS S S S   .  

Отсюда 5 150
2ABCD ABCMS S   . 

2-й случай, когда 3
2

BM
MD

  (рис. 35б) рас-

смотрите самостоятельно. 

81. В параллелограмме ABCD один из 
углов равен 45 . Точки E и F являются 
серединами смежных сторон, образую-
щих острый угол. Площадь треугольника, 
отсекаемого прямой EF от параллело-
грамма ABCD, равна S. Найдите площадь 
треугольника, вершинами которого слу-
жат точки E, F и C. 

Ответ: S  или 3S . Указание. См. «Посо-
бие», рисунок 47. 

82. В треугольнике АВС через точку 
М, лежащую на стороне ВС, проведены 
прямые, параллельные сторонам АС и АВ. 
Площадь образовавшегося при этом па-

раллелограмма составляет 
5

18
 площади 

треугольника АВС. Найдите, в каком от-
ношении точка М делит сторону ВС. 

Ответ: 1:5 или 5:1. Решение. Пусть 
BM k
MC

 , тогда 
1

BM k
BC k




 и 1
1

CM
BC k




 

(рис. 36). Обозначим площадь треугольника 
АВС через S. Тогда для подобных треуголь-
ников KВМ и АВС получаем равенство 

2

1BKM
kS S

k
    

.  

Аналогично для подобных треугольников 

LMC и АВС получаем 
21

1LMCS S
k

    
. 

Площадь параллелограмма АKМL равна 
2

2 2

11
( 1) ( 1)

k S
k k

 
     

 или 2

2
2 1
k S

k k


 
. 

Согласно условию 
задачи составим 
уравнение 

2

2 5
2 1 18
k

k k


 
.  

Отсюда находим 
1
5

k   или 5k  . 

83. Точки P, R и Q лежат на сторонах 
соответственно EF, FG и EG треугольни-
ка EFG, причем EPRQ – параллелограмм, 

площадь которого составляет 
8
25

 площа-

ди треугольника EFG. Найдите диагональ 
PQ параллелограмма, если известно, что 
EF =15, EG =10 и ∠FEG = 60°. 

Ответ: 7 или 312 . Указание. См. «По-
собие», пример 28. 

84. (ЕГЭ, 2011). Точки А, В и С лежат 
на сторонах соответственно KL, LM  и 
KM треугольника KLM, причем KABC – 
параллелограмм, площадь которого со-

ставляет 
4
9

 площади треугольника KLM. 

Найдите диагональ AC параллелограмма, 
если известно, что 8KL  , 12KM   и 

7cos
12

LKM  . 

Ответ: 8 или 2 6 . Указание. См. преды-
дущую задачу. 

85. В треугольник АВС со сторонами 
18AB   и 12BC   вписан параллело-

грамм BKLM, причем точки K, L, M лежат 
на сторонах АВ, АС и ВС соответственно. 
Известно, что площадь параллелограмма 

составляет 4
9

 площади треугольника 

АВС. Найдите стороны параллелограмма. 
Ответ: 6 и 8 или 4 и 12. Указание. См. 

«Пособие», пример 28. Аналогично приве-
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денному там решению обозначить 
LC k
LA

  и 

получить уравнение 0
9
22  kk . 

86. Дан параллелограмм со сторонами 
1 и 2 и острым углом 60 . На двух его 
противоположных сторонах как на осно-
ваниях построены вне параллелограмма 
равнобедренные треугольники с углами 

120  при вершинах. Найдите расстояние 
между этими вершинами. 

Ответ: 
3

13  или 
3

19 . Указание. См. рис. 

37а ( 2 2
3 3EF EH FH  , где 3EH AH , 

3 2 1FH EH BH FH   ) и 37б. 

 

Ромб 
87. Из вершины тупого угла ромба 

проведены две высоты. Расстояние меж-
ду их концами равно половине диагонали 
ромба. Найдите углы ромба. 

Ответ: 60 ; 120  или 30 ; 150 . 
Указание. Если 2MN AC  (рис. 38а), то 

MN   средняя линия треугольника ABC . 

Тогда 
2

ADAM  .  

Если 2MN BD  (рис. 38б), то из подобия 
треугольников MND  и ABD  следует 

2
ADMD  . 

88. Дан ромб со стороной, равной 1, и 

острым углом при вершине, равным 
6


. 

Точка K лежит на стороне ВС, причем 
BK KC . Найдите расстояние от вер-
шины В до прямой АK. 

Ответ: 1

2 5 2 3
 или 1

2 5 2 3
. 

Указание. 1-й случай. Пусть 
6

A 
   (рис. 

39а), 
5
6

B 
  . Отрезок BE  ( BE AK ) – 

искомый. 
1 1sin
2 8ABKS AB BK B     . Из 

теоремы косинусов для треугольника ABK : 
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2 2 2 cosAK AB BK AB BK B        

5 2 3
2


 , 1

2 5 2 3
ABKSBE

AK
 


. 

2-й случай. Пусть 
6

B 
   (рис. 39б). Тогда  

1
8ABKS  , 5 2 3

2
AK 

 , ABKSBE
AK

 

1

2 5 2 3



. 

89. В ромбе ABCD со стороной а и уг-
лом 60  проведены высоты CM  и DK . 
Найдите длину отрезка MK . 

Ответ: 
2
a

 или a , или 
7

2
a

. Указание. 

См. «Решебник», Глава 2, задача 15. 

90. Ромб вписан в прямоугольный тре-
угольник с катетами 9 и 12 так, что одна 
из его вершин совпадает с вершиной ост-
рого угла треугольника, а три другие ле-
жат на сторонах треугольника. Найдите 
площадь ромба. 

Ответ: 
135
16

 или 
80
9

. Указание. См. «Ре-

шебник», Глава 3, задача 1. 

91. (ФИПИ, 2013). Две стороны тре-
угольника равны 8 и 10, косинус угла 

между ними равен 2
5

. В треугольник 

вписан ромб, имеющий с треугольником 
общий угол (вершина ромба, противопо-
ложная вершина этого угла, лежит на 
третьей стороне треугольника). Найдите 
сторону ромба.  

Ответ: 5 или 10
9

. Указание. Показать, что 

данный треугольник равнобедренный, и рас-
смотреть два случая, когда ромб и треуголь-
ник имеют общий угол (рис. 40а, б). 

92. Два ромба ABCD и AMHK, имею-
щие общую вершину А, расположены 
так, что стороны АВ и АМ образуют угол 
в 30 . Известно, что углы при вершине А 
обоих ромбов равна 60 , площадь пере-
сечения ромбов равна 5 3 , а площадь их 
объединения равна 23 3 . Найдите пло-
щадь каждого из ромбов. 

Ответ: 16 3ABCDS  , 12 3AMHKS   или 

12 3ABCDS  , 16 3AMHKS  . 
Решение. Исследование условия задачи 

показывает, что размещение ромбов зависит 
от положения точки Н на луче АВ. Обозна-
чим стороны ромбов ABCD и AMHK через а 
и b соответственно. 

1-й случай: пусть AH AB  (рис. 41а). Так 

как 
2 3
2ABCD

aS   и 
2 3
2AMHK

bS  , причем 

пересечение ромбов есть треугольник АНK, а 
объединение ромбов состоит из ромба ABCD 
и треугольника АМН, то получаем систему 
уравнений 
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2 2

2

3 3 23 3,
2 4

3 5 3.
4

a b

b


 


 

 

Отсюда имеем 6, 2 5a b  .  
Из треугольника АНK, используя теорему 

косинусов, находим 2 15AH  . Что проти-
воречит условию, так как AH AB . 

2-й случай: пусть 3AB AH AB   (рис. 
41б). Тогда пересечение ромбов есть четы-
рехугольник АВЕK, объединение состоит из 
ромба ABCD и двух треугольников АМН и 
ВНЕ.  

Из треугольника АМН по теореме косину-
сов находим 3AH b , а 3BH b a  .  

Так как 90BEH   , 60EBH   , то  
2( 3 ) 3

8BHE
b aS 

 , 
2 3
4AHK

bS  , 

ABEK AHK BHES S S  . 

Составляем систему уравнений: 
2 2 2

2 2

3 3 ( 3 ) 3 23 3,
4 2 8

3 ( 3 ) 3 5 3.
4 8

b a b a

b b a

 
  


  

 

Получаем 
4 2

2 6

a

b

 



 или 

2 6

4 2

a

b

 



, что соответст-

вует рассматриваемому 
случаю AB AH  (про-
верьте!). При этом пло-
щади ромбов принимают 
одно из значений 12 3  
или 16 3 . 

3-й случай: пусть 3AH AB  (рис. 41в). В 
этом случае пересечение ромбов есть тре-
угольник АВС, а объединение состоит из 
ромба АМНK и треугольника АСD. Получаем 
систему уравнений 

2 2

2

3 3 23 3,
2 4

3 5 3.
4

b a

a


 


 

 

Отсюда имеем 2 5, 6a b  . Но тогда 
3AH AB . 

Прямоугольник 

93. В прямоугольнике ABCD 5AB  , 
4.BC   Точка Е на прямой АВ выбрана 

так, что DECAED  . Найдите АЕ. 

Ответ: 2 или 8. Указание. См. «Пособие», 
пример 11. 

94. В равнобедренный прямоугольный 
треугольник вписан прямоугольник так, 
что две его вершины находятся на гипо-
тенузе, а две другие – на катетах. Чему 
равны стороны прямоугольника, если из-
вестно, что они относятся как 5:2, а гипо-
тенуза треугольника равна 45? 

Ответ: 10; 25 или 7,5; 18,75. 
Указание. Рассмотреть два случая:  
1) на гипотенузе лежит большая сторона 

прямоугольника;  
2) на гипотенузе лежит меньшая сторона 

прямоугольника. 

95. В равносторонний треугольник 
АВС вписан прямоугольник PQRS так, 
что основание прямоугольника RS лежит 
на стороне ВС, а вершины P и Q – на сто-
ронах АВ и АС соответственно. В каком 
отношении точка Q должна делить сто-
рону АС, чтобы площадь прямоугольника 

PQRS составляла 
98
45  площади треуголь-

ника АВС? 

Ответ: 5
9

AQ
QC

  или 9
5

AQ
QC

 . Указание. 

Рассмотреть подобие треугольников PAQ и 
BAC.  

96. В треугольнике АВС 13AB BC  , 
10AC  . В треугольник вписан прямо-

угольник так, что две его вершины лежат 

 
Рис. 41в 
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на стороне АС, а две другие – на сторонах 
АВ и ВС. Известно, что одна сторона 
прямоугольника вдвое больше другой. 
Найдите диагональ прямоугольника. 

Ответ: 15 5
4

 или 60 5
17

. Указание. Рас-

смотреть подобные треугольники BFE и ВСА 

(рис. 42), и используя пропорцию EF BK
AC BD

 , 

составить уравнение 12 2
10 12
x x
 . 

Во втором случае составить уравнение 
2 12
10 12

x x
 . 

97. Основание равнобедренного тре-
угольника равно 56, косинус угла при 

вершине равен 
4
5

. Две вершины прямо-

угольника лежат на основании треуголь-
ника, а две другие – на боковых сторонах. 
Найдите площадь треугольника, если из-
вестно, что одна из его сторон вдвое 
больше другой. 

Ответ: 882 или 1152. Указание. См. уп-
ражнение 96. 

98. В прямоугольнике ABCD со сторо-
нами AB = 4 и BC = 10 на стороне AD 
расположены точки M и N таким обра-
зом, что DM = 4, при этом P – точка пере-
сечения прямых BN и CM. Площадь тре-
угольника MNP равна 1. Найдите длину 
отрезка, соединяющего точки M и N. 

Ответ: 2 или 2,5. Указание. 1-й случай: 
пусть точка Р расположена внутри прямо-
угольника ABCD (рис. 43а). Пусть высота РЕ 
треугольника MNP равна x , а MN y . Рас-
смотрим подобие треугольников MNP и СВР, 

и составим отношение PE MN
PF BC

  или 

4 10
x y

x



. Второе уравнение получаем, ис-

ходя из площади треугольника MNP: 2xy  . 
Решая систему уравнений, находим 0,8x   и 

2,5y  . 

2-й случай (точка Р расположена вне пря-
моугольника ABCD) рассмотрите самостоя-
тельно (рис. 43б).  

Квадрат 
99. Точка K делит диагональ АС квад-

рата ABCD в отношении 1:3. Прямые ВK 
и СD пересекаются в точке Р. Найдите 
площадь треугольника KРС, если сторона 
квадрата равна 4. 

Ответ: 2
3

 или 18. Указание. См. рис. 44а, б.  

 
 а б 
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Рис. 42 

B

CDA

F

B

CGA

K

DHG

E

H

FE

K

 
Рис. 43а 

B C

NMA D

F

E

P

 
Рис. 43б 

B C

N MA D
P



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

48 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

100. (МИОО, 2010). Прямая, прове-
денная через середину стороны AB квад-
рата ABCD, пересекает прямые CD и AD в 
точках M и T соответственно и образует с 
прямой AB угол, тангенс которого равен 
4. Найдите площадь треугольника BMT, 
если сторона квадрата АВСD равна 8.  

Ответ: 16 или 48. Указание. См. «Решеб-
ник», Глава 2, задача 3. 

101. Через вершину С квадрата АВСD 
проведена прямая, пересекающая диаго-
наль ВD в точке K, а серединный перпен-
дикуляр к стороне АВ – в точке М. Най-
дите DCK , если AKB AMB  . 

Ответ: 15  или arctg 7 . Указание. 1-й 
случай. Пусть точка М лежит между точками 
K и С (рис. 45). Точки А, В, K и М лежат на 
одной окружности. В силу симметрии квад-
рата относительно диагонали ВD имеем 

AKB BKC  . Вписанные углы, опираю-
щиеся на одну и туже дугу, BKM BAM  . 
Так как AM BM , то треугольник АВМ рав-
носторонний. Угол ВKС – внешний угол для 
треугольника DCK . Получаем 

DCK BKC KDC    60 45 15 .      

2-й случай. Пусть точка K лежит между 
точками М и С (рис. 46). Пусть AKB   и 
сторона квадрата равна 2a . Тогда искомый 

угол 
4

DCK 
  . Для выполнения усло-

вия задачи необходимо выполнение условия 

2 2
LBM  

   . Так как tg LMLBM
LB

    

NM NL
LB


 , то составим уравнение  

2 tg 2
4tg

2 2

a a

a

           
 

. 

Отсюда tg 2 tg
4 2
       

 
 или после 

преобразований tg 1 2 tg
tg 1 2
  

  
 

. Исполь-

зуя формулы sintg
cos


 


 и 1 costg

2 sin
  



, 

получим уравнение  
4sin cos (cos sin ) 1 0       , 

которое заменой cos sint      сводится к 
уравнению 22 1 0t t   . 

102. Дан квадрат ABCD. В плоскости 
квадрата взята точка M, такая, что 

CMBM   и  75AMB . Найдите вели-
чину угла ВМС. 

Ответ: 60  или 150 . Указание. Пусть 
сторона квадрата равна 2a  (рис. 47). Так как 
BM CM , то EF   серединный перпенди-
куляр к BC . Пусть MAF   , тогда 

75MBE   , 30 2AMB    . Из ра-
венства EM MF EF   получаем уравнение

tg(75 ) tg 2a a a     . Отсюда следует  

2 tg 75 2tg 2tg 0
tg 75

  
      

.  

Учитывая, что  

tg75 
tg (30 45 )    

3 1
3 1





, 

получаем tg 3   

или tg 2 3   . 
Отсюда 60    
или 15   .  

103. Все вершины квадрата лежат на 
сторонах равнобедренного треугольника 
АВС, основание АС которого равно 12, а 
боковая сторона АВ равна 10. Найдите 
сторону квадрата. 
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Ответ: 24
5

 или 240
49

. Указание. Рассмот-

реть подобие треугольников в двух случаях 
(рис. 48а,б).  

104. Две стороны треугольника равны 
10 и 13, косинус угла между ними равен 
5

13
. Найдите сторону квадрата, все вер-

шины которого расположены на сторонах 
треугольника. 

Ответ: 60
11

 или 1560
189

. Указание. См. уп-

ражнение 103. 

105. В треугольник с основанием, рав-
ным а, вписан квадрат, одна из сторон 
которого лежит на основании треуголь-

ника. Площадь квадрата составляет 1
6

 

часть площади треугольника. Определите 
сторону квадрата. 

Ответ: 3 6
6

а . Указание. Пусть MEDL 

– \квадрат со стороной x , вписанный в дан-
ный треугольник ABC с высотой BK h , 

AC a  (рис. 49). Из подо-
бия треугольников AEM и 

ABK имеем AE h
AB a

 . Из по-

добия треугольников EBD и 

ABC имеем EB x
AB a

 . Отсю-

да получаем 

1h x AE EB
a a AB AB
    , 

т.е. xa xh ah  . По усло-
вию 212ah x . Получаем систему уравнений 

212 ,
12 .

ah x
a h x
 


 
 

Отсюда (5 2 6 )h а  , 3 6
6

x а
 .  

106. На стороне BC квадрата ABCD по-
строен равносторонний треугольник BCP. 
Найти высоту треугольника APD, прове-
денную из вершины A, если известно, что 
сторона квадрата равна 2. 

Ответ: 6 2
2
  или 6 2

2
 . См. зада-

ча 2, «Решебник», Глава 3.  
107. На стороне CD квадрата ABCD 

построен равносторонний треугольник 
CPD. Найдите высоту треугольника ABP, 
проведенную из вершины A, если извест-
но, что сторона равна 4. 

Ответ: 6 2  или 6 2 . См. задача 
2, «Решебник», Глава 3. 

108. На стороне CD квадрата ABCD 
построен равнобедренный прямоуголь-
ный треугольник CPD с гипотенузой CD. 
Найдите высоту треугольника АBР, про-
веденную из вершины А, если известно, 
что сторона квадрата равна 1. 

Ответ: 2
2

 или 3
10

. Указание. 1-й слу-

чай: точки Р и А лежат по одну сторону от 
прямой CD (рис. 50а).  

2-й случай: точки Р и А лежат по разные 
стороны от прямой CD (рис. 50б). 

109. (МИЭТ, 2000). Два квадрата 
ABCD и AMHK, расположены так, что 
стороны АВ и АМ образуют угол в 45 . 
Известно, что площадь пересечения 
квадратов равна 8,5, а площадь их объе-
динения равна 34,5. Найдите площадь 
каждого из квадратов. 

Ответ: 25ABCDS ; 18AMHKS  или 
18ABCDS ; 25AMHKS  . Указание. Из трех 
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приведенных ситуаций на рис. 51 возможна 
только соответствующая положению квадра-
та AMHK. Далее вычислить площади тре-
угольников AEF и AFM. 

Трапеция 

Линейные и угловые элементы 
 трапеции 

110. Основания трапеции равны а и b. 
Найдите длину отрезка, высекаемого диа-
гоналями на средней линии. 

Ответ: ||
2
1 ba  . Указание. Рассмотреть 

два случая, когда a b  или a b . Отрезки 
MP  и QN  – средние линии в треугольниках 
ABC  и BCD  (рис. 52). 

111. Боковые стороны АВ и CD трапе-
ции ABCD равны 12 и 16 соответственно. 
Отрезок, соединяющий середины диаго-
налей, равен 6. Средняя линия трапеции 
равна 9. Прямые АВ и CD пересекаются в 
точке М. Найдите длину медианы МK в 
треугольнике ВМС. 

Ответ: 
41
2

 или 
5 41

2
. Указание. Рас-

смотреть два случая, связанных с переобо-
значением вершин трапеции (рис. 53). 

 

112. Вычислите периметр трапеции, 
боковые стороны которой 40 и 25, высота 
24, а одно из оснований равно 10. 

Ответ: 110 или 124. Указания. См. «По-
собие», рисунок 34. 

113. Боковая сторона неравнобедрен-
ной трапеции равна 12 и образует с ее 
основанием угол 60 . Основания трапе-
ции равны 16 и 40. Найдите длину отрез-
ка, соединяющего середины оснований. 

Ответ: 12 или 12 3 . Указание. Пусть 
точки E  и F  – середины оснований трапе-
ции (рис. 54а, б), ||CG EF , CG EF . При-
менить теорему косинусов для угла D  в тре-
угольнике GCD . 

114. Дана трапеция ABCD с боковыми 
сторонами ,27AB  28CD  и основа-
нием 5BC . Известно, что 

7
2cos BCD . Найдите диагональ АС. 

Ответ: 28 или 2 181 .  
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Указание. Заметить, что 

2cos cos( )
7

CDA BCD     (рис. 55). Да-

лее применить теорему Пифагора. 

115. В трапеции ABCD основание ВС 
равно 10, боковые стороны АВ и CD рав-
ны 15 и 13 соответственно. Найдите дли-
ну основания AD, если известно, что си-

нус угла BCD равен 
12
13

. 

Ответ: 6 или 14, или 24. Указание. Рас-
смотреть три случая (рис. 56а и 56б). 

 116. (МГУ, 1995; ЕГЭ 2011). В трапеции 
KLMN известны боковые стороны KL =  
=36, MN =34, верхнее основание LM =10 

и 
3
1

)cos( KLM . Найдите диагональ LN. 

Ответ: 36 или 198 . Указание. Заметить, 

что 
1cos cos( )
3

LKN KLM     (рис. 57). 

Далее несколько раз применить теорему Пи-
фагора. 

117. В равнобедренной трапеции 
ABCD )||( BCAD  расстояние от вершины 
A  до прямой CD равно длине боковой 
стороны. Найдите углы трапеции, если 

: 5AD BC  . 

Ответ: 1arccos
5

; 
5

1arccos180   или 

5
2arccos ; 

5
2arccos180  . Указание. Пусть 

K – основание перпендикуляра, опущенного 
на CD из вершины A, CH – высота трапеции 
(рис. 58). Использовать подобие треугольни-
ков CHD и AKD.  

Решение. Пусть BC x , 5AD x , 

AK CD y  . Тогда 2
2

AD BCDH x
  .  

 

Рис. 55 
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Из подобия треугольников CHD и AKD сле-

дует, что CH CD
AK AD

  или 
2 24

5
y x y

y x


  или 

2

1 4
5

x y
y x

 
  

 
. Отсюда 1

5
x
y
  или 

1
2 5

x
y
 . 

Если 5y x , то 2cos
5

KDCDA
CD

   , 

если же 2 5y x , то 1cos
5

KDCDA
CD

   . 

Площадь трапеции 
118. Известно, что высота трапеции 

равна 15, а диагонали трапеции равны 17 
и 113. Чему равна ее площадь? 

Ответ: 900 или 780. Указание. Восполь-
зоваться тем, что площадь трапеции ABCD
равна площади треугольника EBD , где 

||BE AC  по построению (рис. 59). При реше-
нии рассмотреть два возможных положения 
диагонали AC . 

119. Диагональ равнобедренной тра-
пеции равна 5, а площадь равна 12. Най-
дите высоту трапеции. 

Ответ: 3 или 4. Указание. Пусть h  вы-
сота трапеции, m   ее средняя линия, 

12S    площадь. Тогда 2 25m h  , 
12S mh  .  

120. В трапеции ABCD основание 
10BC , а боковые стороны 30AB  и 
25CD  диагонали пересекаются в точке 

О. Высота трапеции равна 24. Найдите 
площадь треугольника АОВ. 

Ответ: 
280
3

 или 
2520
31

. Указание. Пусть 

BC k
AD

 , тогда 2BOC

DOA

S k
S

  и BOC

AOB

S k
S

 . Рассмот-

реть два случая (трапеция ABCD и ABCD1 
рис. 60). 

121. Диагонали трапеции АС и BD 
трапеции ABCD пересекаются в точке Е. 
Найдите площадь трапеции, если пло-
щадь треугольника АЕD равна 16, а точка 
Е делит одну из диагоналей в отношении 
1:4. 

Ответ: 25 или 100, или 400. Указание. 
См. «Пособие», пример 19. 

122. Площадь трапеции ABCD равна 
72, а одно из оснований трапеции вдвое 
больше другого. Диагонали пересекаются 
в точке O; отрезки, соединяющие середи-
ну P основания AD с вершинами B и C, 
пересекаются с диагоналями трапеции в 
точках M и N соответственно. Найдите 
площадь четырехугольника OMPN. 

Ответ: 8 или 3,2. Указание. См. «Посо-
бие», пример 20. 

123. Площадь трапеции ABCD равна 
240. Диагонали пересекаются в точке O, 
отрезки, соединяющие середину P осно-
вания AD с вершинами B и C, пересека-
ются с диагоналями трапеции в точках M 
и N. Найдите площадь четырёхугольника 
OMPN, если одно из оснований трапеции 
втрое больше другого. 

Ответ: 27 или 45
7

. Указание. См. «Посо-

бие», пример 20. 
124. Площадь трапеции ABCD равна 

810. Диагонали пересекаются в точке О. 
Отрезки, соединяющие середину Р осно-
вания AD с вершинами В и С, пересека-
ются с диагоналями трапеции в точках М 
и N. Найдите площадь треугольника 
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MОN, если одно из оснований трапеции 
вдвое больше другого. 

Ответ: 
45
2

 или 
72
5

. Указания. 1-й случай: 

пусть 2AD BC  (рис. 61а). Четырехуголь-
ники ABCP  и BCDP   параллелограммы, 
CM  и BN   медианы треугольника BPC . 
Пусть h   высота трапеции, BC a , 

2AD a , OM x . Тогда 2 3
2 2

a a h ah
 

810 , 540ah  , а 2OC x , так как O   точ-
ка пересечения медиан треугольника BPC , 
поэтому 3AM MC x  , 

4OA AM OM x   , 1
4

OM
OA

 . Аналогично, 

1
4

ON
OD

 . Значит, треугольники MON  и 

AOD  подобны с коэффициентом 1
4

.  

Треугольники AOD  и BOC  подобны с 
коэффициентом 2, поэтому высота треуголь-
ника AOD  вдвое больше высоты треуголь-
ника BOC  и составляет две трети высоты 

трапеции. Отсюда 
21

4MON AODS S    
 

1 1 2 1 452
16 2 3 24 2

a h ah      . 

2-й случай, когда 2BC AD  (рис. 61б) 
рассмотрите самостоятельно. 

125. Прямая, параллельная боковой 
стороне трапеции, отсекает от нее ромб. 
Площади полученных фигур относятся 

как 4:5. Найдите, какую часть составляет 
сторона ромба от средней линии трапе-
ции. 

Ответ: 4
9

 или 5
9

. Указания. 1-й случай: 

пусть площадь трапеции ABCD высотой h 
равна S (рис. 62). Тогда площадь ромба 

AEGD со стороной а равна 4
9

ah S  (первый 

случай), а площадь трапеции BEGC с основа-

ниями х и у равна 5
2 9

x y h S
  . Отношение 

площади этой трапеции к площади ромба 

равно 5:
2 4

x y a
 . Тогда, используя послед-

нее равенство, найдем отношение средней 
линии трапеции ABCD к стороне ромба 

2 5 9: : 1 1 .
2 2 4 4

x y a x ya a  
      

Искомая величина равна 4
9

.  

2-й случай, когда площадь ромба AEGD со 

стороной а равна 5
9

ah S  , рассмотрите са-

мостоятельно. 

126. Площадь равнобедренной трапе-
ции равна 3 . Угол между диагональю и 
основанием на 20 градусов больше угла 
между диагональю и боковой стороной. 
Найдите острый угол трапеции, если ее 
диагональ равна 2. 

Ответ: 40  или 80 . Указание. Восполь-
зоваться тем, что площадь трапеции ABCD
равна площади треугольника ACE , где 

||BD CE  по построению (рис. 63), в котором 
высота sin( 20 )CH AC      и основание 

2 cos( 20 )AE AC     . 1
2ACES CH AE   . 
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В итоге получается уравнение 
3sin(2 40 )

2
    . 

 
127. На боковых сторонах АВ и CD 

трапеции с основаниями AD и ВС отме-
чены точки Р и Q соответственно, причем  
PQ || AD. Прямая PQ разбивает трапецию 
на две трапеции, площади которых отно-
сятся как 1 : 2. Найдите PQ, если AD = а и 
ВС = b. 

Ответ: 
2 22
3

a b
 или 

2 22
3

a b
. Указа-

ние. См. «Пособие», примеры 8 или 26. 

128. Основания трапеции равны 12 и 
24. Прямая, параллельная основаниям, 
разбивает трапецию на две трапеции, 
площади которых относятся как 1:2. Най-
дите длину отрезка этой прямой, заклю-
ченного внутри трапеции. 

Ответ: 12 2  или 12 3 . Указание. См. 
«Пособие», примеры 8 или 26. 

129. В равнобокой трапеции ABCD ос-
нования AD и ВС равны 20 и 8 соответст-
венно, а боковая сторона равна 10. Через 
вершину А проведена прямая, делящая 
площадь трапеции в отношении 1:3 и пе-
ресекающая прямую ВС в точке K. Най-
дите длину отрезка KС. 

Ответ: 1 или 
260
7

. Указание. Площадь 

трапеции ABCD, треугольников АВС и ACD 
равны 112, 32 и 80 соответственно. Возмож-
ны два случая: точка K расположена на от-
резке ВС или вне отрезка ВС. 

1-й случай. Пусть точка K расположена 
вне отрезка ВС (рис. 64а). В этом случае рас-
смотреть площадь треугольника 28AEDS   и 
подобие треугольников СKЕ и DАЕ.  

2-й случай. Пусть K расположена на от-
резке ВС (рис. 64б). В этом случае использо-
вать площадь треугольника 28ABKS  . 

130. В равнобедренной трапеции 
ABCD заданы основания 9AD  и 3BC  . 
Биссектриса одного из углов трапеции 
пересекает сторону CD в точке K, при 
этом : 2:1CK KD . Найдите площадь 
трапеции. 

Ответ: 72 3  или 27 5 . Указания и ре-
шение. Использовать подобие треугольников. 

1-й случай: пусть биссектриса угла BAD 
пересекает сторону CD (рис. 65а). Используя 
подобие треугольников CFK и DAK, найдем 

18CF  . Из условия задачи следует, что 
21AB CF  . 

 
Найдем высоту BH  и площадь S  трапе-

ции ABCD:  
2 221 3 12 3BH    ; 
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(3 9) 12 3 72 3
2

S  
  . 

2-й случай, когда биссектриса угла АВС 
пересекает сторону CD (рис. 65б), рассмот-
рите самостоятельно. 

131. В прямоугольной трапеции ABCD 
заданы основания 8AD  и 2BC  . Бис-
сектриса прямого угла трапеции пересе-
кает сторону CD в точке K, при этом 

: 1:2CK KD . Найдите площадь трапе-
ции. 

Ответ: 30 или 60. Указание. См. упраж-
нение 130. 

132. Дана трапеция ABCD, диагонали 
АС и BD которой пересекаются под пря-
мым углом, а продолжения боковых сто-
рон АВ и DC пересекаются в точке K  под 
углом 30 .  Известно, что 

,BAC CDB    а площадь трапеции 
равна S. Найдите площадь треугольника 
AKD. 

Ответ: 
2

3S
 или 

2
S

. Указа-

ние. Докажите, что тре-
угольники AKC и BKD рав-
нобедренные (рис. 66). Так 

как 1
2

S AC BD   и BKCS   

1 sin 30
2 2

SBK KC     .  

AKD BKC ABCDS S S  . Второй 
случай – результат пере-
обозначения вершин. 

133. Площадь трапеции ABCD равна S, 
отношение оснований ;3: BCAD  на 
прямой, пересекающей продолжение ос-
нования AD за точку D, расположен отре-

зок EF так, что DFAE || , CFBE ||  и 
: : 2.AE DF CF BE   Найдите площадь 

треугольника EFD. 

Ответ: 
4
S

 или 
9
20
S

. Указание. Рассмот-

реть подобие треугольников ENB и FNC, и 
DFM и AEM (рис. 67). 

  

 
Решение. 1-й случай: пусть N – точка пе-

ресечения прямых EF и BC (рис. 67а). Из по-
добия отмеченных в указании треугольников 
следует, что AD DM , NB BC  и 
NE EF FM  . Высота треугольника AEM 

2
3

EH h , где h   высота трапеции. Площадь 

трапеции 2
2 3

AD BCS h AD h
     , 

1 1 1 1 1
2 4 4 2 4DEF DEM AEMS S S CH AM S       . 

2-й случай: пусть N – точка пересечения 
прямых EF и BC (рис. 67б). В этом случае 

EF FM , 2NE EF  и 6
5

EH h . 

134. В трапеции ABCD дано: 
AB BC CD a   , 2DA a . На прямых 
АВ и AD взяты точки Е и F, отличные от 
вершин трапеции, так, что точка пересе-
чения высот треугольника CEF совпадает 
с точкой пересечения диагоналей трапе-
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ции ABCD. Найдите площадь треуголь-
ника CEF. 

Ответ: 
2 3
4

a  или 22 3a . Указание. АС и 

BD – биссектрисы углов А и D, сами углы 
равны 60 . Треугольники СKЕ и FKO пря-
моугольные и подобные, где K AC EF  , 
O AC BD  . 

135. В равнобедренной трапеции 
ABCD диагональ АС перпендикулярна к 
боковой стороне CD. Найдите ВС, если 

известно, что AD a , 
10

9
aAB BC  . 

Ответ: 7
9
a  или 17

18
a . Указание. Пусть 

BC x  (рис. 68), тогда 
2

a xDE 
  и 

10
9
aCD x  .  

Используя формулу 
2CD DE AD  , Со-

ставить уравнение 
210 ( )

9 2
a a x xx    

 
 

или 
 

2 2162 279 119 0x ax a   . Корни последнего 

уравнения: 7
9
a  и 17

18
a . 

136. В трапеции основания равны a и 
b, диагонали перпендикулярны, а угол 
между боковыми сторонами равен  . 
Найдите площадь трапеции.  

Ответ: ( ) tg
2 | |

ab a b
a b
  


. Указание. Cуммы 

квадратов противоположных сторон четы-
рехугольника с перпендикулярными диаго-
налями равны между собой.  

Решение. Пусть ,BC a  AD b  – осно-
вания трапеции ABCD. Предположим, что 
b a . Проведем CF, параллельно боковой 
стороне AB (рис. 69). Тогда DF b a  , 

DCF  .  
Обозначим AB CF x  , CD y . Пусть  

h – высота трапеции. Тогда  

2 sinCDFS xyh
DF b a


 


. 

По теореме косинусов из треугольника 
DCF имеем  

2 2 22 cos ( )x y xy b a     . (1) 

Поскольку суммы квадратов противопо-
ложных сторон четырёхугольника с перпен-
дикулярными диагоналями равны между со-
бой, то  

2 2 2 2x y a b   . (2) 

Вычитая почленно равенство (1) из равен-
ства (2), получим, что 2 cos 2xy ab  , т.е. 

cos
abxy 


. Тогда  

2ABCD
AD BCS h

    

sinsin cos
2 2

ab
a b xy a b

b a b a

        
 

( ) tg
2( )

ab a b
b a
  




. 

Решение для случая a b  аналогично. 

Многоугольник 
137. ABCDE – правильный пятиуголь-

ник. Точка М такая, что треугольник 
DEM – равносторонний. Найдите угол 
АМС. 

Ответ: 48  или 168 . Указание. 1-й слу-
чай: пусть точка М лежит внутри пятиуголь-
ника (рис. 70а). Внутренний угол правильно-
го пятиугольника равен 108 . Поэтому  

108 60 48 .MDC EDC EDM          

Так как MD DC , то из треугольника 

MDC находим 180 48 66 .
2

DMC   
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Аналогично 66 .EMA    Искомый угол 
равен 360 (60 66 66 ) 168         . 

2-й случай, когда точка М лежит вне пяти-
угольника (рис. 70б), рассмотрите самостоя-
тельно. 

138. (ЕГЭ, 2011). Через вершину А 
правильного шестиугольника ABCDEF 
проведена прямая, пересекающая диаго-
наль CF в точке K. Известно, что эта 
прямая разбивает шестиугольник на час-
ти, площади которых относятся как 1:8. 
Найдите отношение : .CK KF  

Ответ: 4 или 
1
5

. Указание. См. «Решеб-

ник», Глава 2, задачу 18. 

139. Через вершину С правильного 
шестиугольника ABCDEF проведена 
прямая, пересекающая прямую AD в точ-
ке Q. Известно, что эта прямая разбивает 
шестиугольник на части, площади кото-
рых относятся как 5:13. Найдите отноше-
ние : .AQ QD  

Ответ: 2 или 
1
3

. Указание. См. «Решеб-

ник», Глава 2, задача 18. 

Окружность и круг 
140. Радиус окружности равен 1. Най-

дите величину вписанного угла, опираю-
щегося на хорду, равную 3 . Ответ дай-
те в градусах. 

Ответ: 60 или 120 .  Указание. Исполь-
зовать следствие из теоремы синусов 

2 sina R A  . 

141. Под каким углом видна из точек 
окружности хорда, равная радиусу? 

Ответ: 30 или 150 .  Указание. Исполь-
зовать следствие из теоремы синусов 

2 sina R A   (рис. 71). 

142. Площадь круга, ограниченного 
некоторой окружностью, равна 12π, АС – 
диаметр этой окружности, точка О – ее 
центр. Точка В лежит на окружности, 
причем площадь треугольника АОВ равна 
3. Найдите величину угла САВ. 

Ответ: 15  или 75 . Указание. Для 
треугольника АОВ применить формулу 

21 sin
2AOBS R AOB  . 

143. Пусть АВ и АС – равные хорды, 
градусная мера дуги ВС, не содержащей 
точки А, равна 200 .  MN – отрезок, каса-
тельной к окружности, проходящей через 
точку А. Найдите углы МАВ и NAC. 

Ответ.  NACMAB 40  или 
140MAB NAC    , или 140MAB   , 

40NAC   , или 40MAB   , 
140NAC   . Указание. Использовать тео-

рему об измерении угла между хордой и ка-
сательной. 

144. Длина окружности равна 20π. 
Диаметр АВ и хорда CD лежат на парал-
лельных прямых. Расстояние между ука-
занными прямыми равно 19 . Найдите 
длину хорды ВС.  

Ответ: 2 5  или 2 95 . Указание.  
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1-й случай: пусть AH x , тогда 
20BH x  . Использовать формулу 

2CH AH BH   (рис. 72).  
2-й случай: поменять точки С и D местами. 

145. Длина окружности равна 10π, АС 
– диаметр этой окружности. Точка В ле-
жит на окружности, причем площадь 
треугольника АВС равна 15. Найдите ве-
личину угла САВ. 

Ответ: arctg3 , 1arctg
3

. Указание. См. 

упражнение 144. 

146. Хорда АВ равна 13, а хорда АС 
равна 7. Найдите длину отрезка ВС, если 

радиус окружности равен 
13 3

3
. 

Ответ: 8 или 15. Указание. Используя 
следствие из теоремы синусов 

2 sinAB R С  , найти 60С    или 
120С   . Далее использовать теорему ко-

синусов. 

147. На окружности радиуса 3R   
последовательно поставлены точки K, M, 
N и P так, что дуги 40KM    и 100NM   , 
а хорды KN и MP пересекаются под уг-
лом 70 . Найдите длину наибольшей 
стороны четырехугольника KMNP. 

Ответ: 2 3  или 3. Указание. В первом 
случае доказать, что дуги 100PN    и 

120KP    (рис. 73а), а во втором – доказать, 
что дуги 40KP    и 180PN    (рис. 73б). 

148. Дана окружность радиуса 25. 
Точка М – середина радиуса ОK. Хорда 
АС перпендикулярна радиусу ОK, В – 
точка их пересечения. Найти расстояние 
ВМ, если известно, что 6AB BK  . 

Ответ: 5,5 или 11,5. См. «Пособие», при-
мер 41. 

149. В окружности радиуса 6  прове-
дены хорда MN и диаметр МР. В точке N 
проведена касательная к окружности, ко-
торая пересекает продолжение диаметра 
МР в точке Q под углом 60 . Найдите 
медиану QD треугольника MQN. 

Ответ: 
2

355 . Указание. В прямо-

угольном треугольнике QNO  (рис. 74) 

tg 30 2QN NO    , 2 2
sin 60

NOQO  


. 

Тогда 2 2 6QM QO MO    . В равно-
бедренном треугольнике MNO  MN 

2 2 2 cos30 12 6 3.NO MO NO MO       
 По формуле медианы для треугольника 
QMN , в котором все стороны известны, 
имеем  

2 2 2 5 32 2 5
2

QD QN QM MN     . 

Аналогично находится медиана 1 1Q D  во 
втором случае (рис. 74). 

150. (МГУ, 1998). В окружности про-
ведены хорды KL, MN, PS. Хорды KL, PS 
пересекаются в точке С, хорды KL, MN 
пересекаются в точке А, хорды MN и PS 
пересекаются в точке В, причем CKAL  , 

BNAM  , 5BS , 4BC . Найдите ради-
ус окружности, если величина угла ВАС 
равна 45 . 

Ответ: 53  или 13 . Указание. Пока-
зать, что центр данной окружности совпадает 
с центром окружности, проходящей через 
точки A , В и С. Рассмотреть случаи распо-
ложения точек.  
1-й случай: пусть точка В лежит между S и C.  
2-й случай: пусть точка С лежит между S и В. 

 
 а б 

Рис. 73 

N

M

Q
70o

K

P

N

M

Q
70o

K

P

 
Рис. 74 

MQ P

N

D

N1

O Q1

D1



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

59 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

151. (МИОО, 2011). Точка M лежит на 
отрезке AB. На окружности с диаметром 
AB взята точка C, удаленная от точек A, 
M и B на расстояния 20, 14 и 15 соответ-
ственно. Найдите площадь треугольника 
BMC. 

Ответ: 54 12 13 . Указание. 
Рассмотреть два случая. 1-й случай: пусть 
точка М лежит между А и D (рис. 75а).  

2-й случай: пусть точка М лежит между В 
и D (рис. 75б). 

152. Площадь круга с центром в точке 
О равна 144π. Точки А и В расположены 
на расстоянии 12,5 и 26 соответственно 
от точки О. Длина хорды, лежащей на 
прямой АВ, равна 4 11 . Найдите пло-
щадь треугольника АОВ. 

Ответ: 82,5; 157,5. Указание. Использо-
вать теорему Пифагора для треугольников 
СОK, АОK и ОВK (рис. 76а, б). 

153. По одну сторону от прямой l ле-
жат точки A и B на расстоянии 1 и 5 от 
прямой, 2 5AB  . Найдите радиус ок-
ружности, касающейся прямой l и прохо-
дящей через точки A и B. 

Ответ: 2,5 или 5. Указание. Найдем 
2AС  . Ввести систему координат, как по-

казано на рис. 77.  
Уравнение окружности с центром 

0( ; )P x R  и радиуса R  имеет вид  
2 2 2

0( ) ( )x x y R R    . 

Подставить в уравнение координаты точек 
( 2;1)A   и (0; 5)B . 

154. В системе координат задана точка 
( ; )M x y , 0x  , 0y  . Дана окружность с 

центром в точке М радиуса r, причем лю-
бая точка окружности имеет положи-
тельные координаты. Прямая, проходя-
щая через точку (0;0)O  и через точку М, 
пересекает окружность в точках K и Р, 
причем ордината точки K меньше, чем 
ордината точки Р. Прямая, которая каса-
ется окружности в точке K, пересекает 
прямые 0x   и 0y   в точках А и В. 
Найдите площадь треугольника ОKВ. 

    Ответ: 
 2 2

2

x y r y

x

 
; 
 2 2

2

x y r x

y

 
.  

Указание. Рассмотреть подобие треугольни-
ков ОKВ и ОНМ.  
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Во втором случае поменять местами точки 
А и В (рис. 78). 

Угол и окружность 
    155. Один из смежных углов с вершиной 
А вдвое больше другого. В эти углы вписа-
ны окружности с центрами 1O  и 2O . Най-
дите углы треугольника 21 AOO , если от-
ношение радиусов окружностей равно 3 . 

Ответ: ;90  ;45  45  или ;90  arctg3;  
arcctg3 . 

Указание. Так как 1O A  и 2AO  есть биссек-
трисы углов, то 1 2 90O AO   . Далее выра-
зить катеты треугольника 1 2O AO через радиусы 
окружностей (рис. 79).  

 
156. Расстояния от точки M, располо-

женной внутри прямого угла, до сторон 
угла равны 2 и 5. Найдите радиус окруж-
ности, вписанной в этот угол и проходя-
щей через точку M . 

Ответ: 7 2 5  или 527  . Указание. 
Пусть E и F – точки касания окружности сто-
рон угла. Рассмотреть два случая. 1-й случай: 
точка М расположена на окружности вне 
квадрата AFOM (рис. 80а).  

2-й случай: точка М расположена на ок-
ружности внутри квадрата AFOM (рис. 80б).  

Для обоих случаев, если О – центр иско-
мой окружности, а r – ее радиус, то OM r  
и 2 2 2( 2) ( 5)r r r    . 

157. Расстояния от точки М, располо-
женной внутри прямого угла, до сторон 
угла равны 1 и 3. Найдите радиус окруж-
ности, вписанной в этот угол и проходя-
щей через точку М. 

Ответ: 4 6 . Указание. См. упражне-
ние 156. 

158. Расстояния от точки М, располо-
женной внутри угла, равного 60 , до 
сторон угла равны 1 и 3. Найдите радиус 
окружности, вписанной в этот угол и 
проходящей через точку М. 

Ответ: 8 2 3
3

 . Указание. См. преды-

дущие задачи. 

159. Через точку М проведены две 
прямые. Одна из них касается некоторой 
окружности в точке А, а вторая пересека-
ет эту окружность в точках В и С, причем 

7BC   и 9BM  . Найдите АМ. 

Ответ: 12 или 3 2 . Указание. В случае 
расположения точки B между точками M и C 

2 29 (9 7) 12AM MB MC      . В случае 
расположения точки C между точками M и B 

2 (9 7) 9 18AM MC MB      .  

160. На стороне АС угла АСВ, равного 
45 , взята такая точка D, что 

2CD AD  . Найдите радиус окружно-
сти, проходящей через точки А, D и ка-
сающейся прямой ВС. 

Ответ:  2  или 5 2 . Указание. См. 
«Пособие», пример 37. 
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Произвольный треугольник  
и окружность 

161. В треугольник АВС вписана ок-
ружность. Точка касания окружности 
стороны АС делит ее на отрезки с длина-
ми 6 и 4. Периметр треугольника равен 
24. Найдите синус угла ВАС. 

Ответ: 0,6 или 0,8. Указание. Пусть М – 
точка касания окружности стороны АС. То-
гда 4AM  , 6MC   или 6AM  , 4MC  . 

162. Дан треугольник АВС, для кото-
рого 5AB  , 8BC  . В треугольник впи-
сана окружность, касающаяся стороны 
ВС в точке Р. Известно, что 3BР  . Най-
дите площадь треугольника ВМР, где М – 
точка касания окружности со стороной 
треугольника АВС.  

Ответ: 9 3
4

 или 75 3
28

. Указание. М – 

точка касания окружности со стороной АВ 
или АС. 

163. К окружности, вписанной в тре-
угольник с периметром 18, проведена ка-
сательная параллельно основанию тре-
угольника. Отрезок касательной между 
боковыми сторонами равен 2. Найдите 
основание треугольника. 

Ответ. 3 или 6. Указание. Из равенства 
касательных, проведенных к окружности из 
одной точки, следует AG AN , CN CF , 
EG EM , DM DF  (рис. 81). Периметр 
треугольника BED  равен  

BE BD ED    
18 ( ) 18 2AG FC AC AC      . 

Пусть AC x . Из подобия треугольников 

BED  и ABC  следует BED

ABC

P ED
P AC

  или 

18 2 2
18

x
x


 . Остается решить уравнение 

2 9 18 0x x   . 

164. В треугольнике АВС 21AB , 
15BC , BD – биссектриса. Найдите ра-

диус окружности, вписанной в треуголь-

ник ABD, если 
7
5cos BAC . 

Ответ: 6(14 79)
6
  или 6(21 105)

8
 . 

Указание. По теореме косинусов получить 
два значения стороны AC, для каждого из них 
вычислить площадь S  и полупериметр p  
треугольника ABD и воспользоваться форму-
лой для вычисления радиуса вписанной ок-

ружности Sr
p

 . 

165. Радиус окружности, вписанной в 
треугольник FGH, площадь которого 
равна 210, в три раза меньше высоты, 
проведенной из вершины F. Известно, 
что 28GH  . Найдите сторону FH. 

Ответ: 17 или 39. Указание. См. «Решеб-
ник», Глава 3, задача 10. 

166. Окружность, вписанная в тре-
угольник АВС, площадь которого равна 
150, касается средней линии, параллель-
ной стороне ВС. Известно, что 15BC  . 
Найдите сторону АВ. 

Ответ: 20 или 25. Указание. См. «Посо-
бие», пример 42. 

167. (ЕГЭ, 2010). В треугольнике АВС 
7AB  , 9BC  , 4CA . Точка 퐷 лежит 

на прямой BC  так, что : 1:5BD DC  . 
Окружности, вписанные в каждый из 
треугольников ADC и ADB, касаются 
стороны AD в точках E и F. Найти длину 
отрезка EF. 

Ответ: 4,5 или 6. Указание. См. пример 
12. 

168. Стороны AB и BC треугольника 
ABC равны соответственно 26 и 14,5, а 
его высота BD равна 10. Найдите рас-
стояние между центрами окружностей, 
вписанных в треугольники ABD и BCD. 

Ответ: 5 2  или 2 . Указание. Радиус 
окружности, вписанной в прямоугольный 
треугольник, выражается через катеты a, b и 

гипотенузу c формулой 
2

a b cr  
 . 
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Решение. Пусть точки 1O  и 2O  – центры 
окружностей, вписанных в треугольники 
ABD и BCD соответственно, R и r – их радиу-
сы, а точки E и F – точки, в которых окруж-
ности касаются отрезка BD.  

Треугольники ABD и BCD прямоугольные 
(рис. 82а, б):  

2 2 24AD AB BD   , 4
2

AD AB BDR  
  ,  

2 2 21
2

CD BC BD   , 29
2 2

CD BC BDr  
  . 

Опустим из точки 1O  перпендикуляр 1O K  
на прямую 2FO  (рис. 82а, б). Тогда расстоя-
ние, равное 1 2O O  находится из прямоуголь-
ного треугольника 1 2O KO :  

1-й случай: пусть C   острый. Тогда  
1O K R r  , 2O K R r  , 

2 2
1 2 1 2O O O K O K  , 1 2 5 2O O  . 

2-й случай: пусть C   тупой. Тогда 
1 2O K O K R r   , 1 2 2O O  . 

169. Дан треугольник АВС, в котором 
1arccos
2

ABС  . В треугольник вписана 

окружность, которая касается сторон АС, 
ВС и АВ в точках K, Т и М соответствен-
но. Прямая АТ пересекает окружность в 
точке L, причем 2AL  . Найдите пло-
щадь треугольника, одна из сторон кото-
рого АТ, а другая содержит точку касания 

окружностью треугольника АВС, если 
4.AK   

Ответ: 12 3  или 4 3(5 2 13)
3
 . Указа-

ние. По свойству касательной и секущей 
2AM AL AT   находим 8AT   (рис. 83). 

Пусть BM BT x  . Используем теорему 
косинусов для треугольника АВТ:  

2 2 2 18 ( 4) 2( 4)
2

x x x x       . 

Для положительного корня 2 2 13   имеем 
2 2 13BT    , 2 2 13AB   . Искомую 

площадь вычисляем по формуле 
1 sin
2ABTS AB BT ABT    . Получаем 12 3 . 

 
Второй случай (для треугольника АТС), 

рассмотрите самостоятельно. 

170. (МГУ, 1996). Касательная, прове-
денная через вершину М вписанного в ок-
ружность треугольника KLM, пересекает 
продолжение стороны KL за вершину L в 
точке N. Известно, что радиус окружности 
равен 2, 8KM  и  KMLMNK

LKM4 . Найдите длину касательной 
MN. 

Ответ: )13(2
15sin
2




 или 

)13(2
105sin
2




. Указание. Угол между 

касательной и секущей имеет градусную ме-
ру, равную половине разности градусных мер 
большей и меньшей дуг, высекаемых сторо-
нами этого угла и заключенным между ними. 

По условию 4   (рис. 84). Так как 
    , то сумма углов треугольника 
KLM равна 2    . Отсюда 30   , 
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120   . Так как 2 sinKM r   , то 

8 2sin
4 2

   . Следовательно, 45    или 

135   .  
В рассматриваемом случае 45   . Тогда 
105   и 15   . Из теоремы синусов для 

треугольника KLM имеем 
sin sin
MN KM


 

, т.е. 

8 sin30
sin15

MN  



. 

Случай с 135    решается аналогично. 

171. (МГУ, 1996). Касательная, прове-
денная через вершину С вписанного в 
окружность треугольника АВС, пересека-
ет продолжение стороны АВ за вершину 
В в точке D. Известно, что радиус окруж-
ности равен 2, 12AC  и 

BACACBCDA  2 . Найдите дли-
ну секущей AD. 

Ответ: 
15sin

3
)26(3   или 

75sin
3

 

)26(3  . Указание. См. решение преды-
дущей задачи. 

172. Около треугольника ABC описана 
окружность с центром О. Найти величину 
угла ACB, если угол ОСB равен 15°, а 
угол АОС равен 50°. 

Ответ: 50  или .80  Указание. См. 
«Пособие», пример 17. 

173. Угол между радиусом АО окруж-
ности, описанной около треугольника 
АВС и стороной АС равен 45 . Найдите 
угол А треугольника АВС, если угол С 
равен 25 . 

Ответ: 20  или 110 . Указание. 1-й слу-
чай: точки О и В лежат по одну сторону от 
прямой АС (рис. 85). Треугольник АОС рав-
нобедренный, поэтому 90AOC   . Впи-

санный угол АВС равен 45 . В треугольнике 
АВС угол ВАС равен 180 45 25 110       .  

2-й случай, когда точки О и В лежат по 
разные стороны от прямой АС, рассмотрите 
самостоятельно. 

174. Около треугольника АВС описана 
окружность с центром О, угол АОС равен 
100 . В треугольник АВС вписана окруж-
ность с центром М. Найдите угол АМС. 

Ответ: 115  или 155 . Указание. См. 
«Пособие», рисунок 72 примера 39. 

175. Высоты треугольника АВС пере-
секаются в точке Н. Известно, что отре-
зок СН равен 2R , где R  – радиус ок-
ружности, описанной около треугольни-
ка. Найдите угол АСВ. 

Ответ: 45 или 135 . Указание. См. 
«Пособие», пример 24. 

176. В треугольнике АВС с углом 
,60ABC  биссектриса угла А пересе-

кает ВС в точке М. На стороне АС взята 
точка K так, что  30AMK . Найдите 

OKC , где О – центр окружности, опи-
санной около треугольника АМС. 

Ответ: 30  или 150 . Указание. Пусть N 
– точка пересечения прямой MK с рассматри-
ваемой окружностью. Докажите подобие 
треугольников NAK и KMC и то, что точки A, 
K, O лежат на окружности с центром в N. 

177. Две прямые пересекаются под уг-
лом 30 . От точки пересечения А на од-
ной из прямых отложен отрезок 1AВ  , 
на другой прямой отложен отрезок 

3AС  . Найдите длину радиуса окруж-
ности, описанной около треугольника 
АВС.  
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Ответ: 1 или 7 . Указание. Найти ВС, 
используя теорему косинусов. Далее исполь-
зовать формулу 2 sina R A   (рис. 86). 

178. Треугольник АВС вписан в ок-
ружность радиуса 10. Известно, что 

4AB   и 5BC  . Найдите АС. 

Ответ: 2 6 15 . Указание. См. «Посо-
бие», пример 22. 

179. В треугольнике АВС сторона 
6AB  , 30BAC   , радиус описанной 

окружности равен 5. Найдите сторону 
АС.  

Ответ: 3 3 4 . Указание. Из теоремы 
синусов следует (рис. 87) sin C   

6 0,6
2 2 5
AB

R
  


. Отсюда cos 0,8C   . Из 

теоремы косинусов для C  в треугольнике 
ABC  ( 1A BC ) следует  

2 2 26 5 2 5 cosAC AC C       . 
Отсюда 2 8 11 0AC AC   . 

180. В треугольнике АВС сторона 
24AB  , 60BAC   , радиус описанной 

окружности равен 13. Найдите сторону 
АС. 

Ответ: 3512  . Указание. Из теоремы 
синусов получить 2 sin 13 3BC R BAC   . 
Далее записать теорему косинусов для 

BAC : 2 2 2 1(13 3) 24 2 24
2

AC AC       

или 2 24 69 0AC AC    . 

181. (МИОО, 2010). Радиус окружно-
сти, описанной около треугольника АВС, 
равен 13; высота, проведенная к стороне 

ВС, равна 5; 5cos
13

BAC  . Найдите 

длину той хорды АМ описанной окружно-
сти, которая делится пополам стороной ВС. 

Ответ:  26 13 69 299 39   .  

Решение. Пусть K   середина искомой 
хорды AM  (рис. 88). Через точку M  прове-
дем хорду MN , параллельную стороне BC . 
Тогда точка L  пересечения отрезков AN  и 
BC  – середина AN . Значит, задача имеет 
два решения. Кроме того, высота AP  тре-
угольника AMN  вдвое больше высоты AH  
треугольника ABC . Отсюда 10AP   и 

5PH  . 
Пусть 13R    радиус окружности, опи-

санной около треугольника ABC . По теоре-
ме синусов  

2 sinBC R BAC  
25 1226 1 26 24

169 13
     . 

Пусть O   центр окружности, описанной 
около треугольника ABC , точка Q   сере-
дина BC . Из прямоугольного треугольника 
OQB  находим, что  

2 2 169 144 5OQ OB BQ     , 
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так как расстояние между параллельными 
хордами BC  и MN также равно 5, то точка 
O  лежит на отрезке MN . Следовательно, 
MN   диаметр окружности. 

Из прямоугольного треугольника AOP  
находим, что 2 213 10 69OP    . Следо-
вательно,  

2 2AN AP PN  

100 169 2 13 69 69 26(13 69).         

Аналогично находим 26 (13 69)AN    . 

182. В треугольнике АВС проведены 
высоты ВМ и CN, О – центр вписанной 
окружности. Известно, что ,24BC  

12MN . Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника ВОС. 

Ответ: 38  или 24. Указание. Коэффи-
циент подобия треугольников AMN и АВС 
равен | cos | 0,5A   (см. «Пособие», задача 

60 главы 1) 
2

B CBOC  
   . 

183. (ЕГЭ, 2012). Продолжение бис-
сектрисы CD неравнобедренного тре-
угольника АВС пересекает окружность, 
описанную около этого треугольника, в 
точке Е. Окружность, описанная около 
треугольника ADE, пересекает прямую 
АС в точке F, отличной от А. Найдите ра-
диус окружности, описанной около тре-
угольника АВС, если 8AC  , 3AF  , 
угол ВАС равен 45 . 

Ответ: 11 2
2

. Указание. Рассмотреть два 

варианта расположения точки F  на прямой 
AC .  

1-й случай: пусть точка F  лежит между 
точками A  и C  (рис. 89а). Тогда 

180DFC AFD AED ABC     , по-
этому треугольники CDF  и CDB  равны. 
Значит, 5BC FC AC AF    . Отсюда, 

искомый радиус равен 5 2
2sin 2

BC
BAC




. 

Тогда диаметр этой окружности равен 5 2 , 
но это противоречит условию задачи, так как 
получается, что диаметр меньше хорды 

8AC  . Следовательно, этот случай невоз-
можен.  

2-й случай: точка F  лежит между точками 
F  и C  (рис. 89б). Тогда AFD AED   

ABC , поэтому треугольники CDF  и 
CDB  равны. Значит, BC FC 

11AC AF   . Отсюда, искомый радиус 

равен 11 2
2sin 2

BC
BAC




. 

184. Точки М и N лежат на стороне АС 
треугольника АВС на расстояниях соот-
ветственно 2 и 6 от вершины А. Найдите 
радиус окружности, проходящей через М 
и N и касающейся прямой АВ, если угол 
ВАС равен 30 . 

Ответ: 2 или 14. Указание. Применить 
теорему о секущей и касательной. 

Решение. Окружность может касаться 
прямой AB  в точках 1P  или 2P  соответст-
венно справа или слева от вершины A . В 
обоих случаях 2 2

1 2 12AP AP AM AN    .  

1-й случай: пусть точка 1P  лежит правее на 
прямой AB  правее точки A  (рис. 90): 

2 2
1 1 12 cos30 2PM AP AM AM AP        , 

Рис. 90 

B

P1

CA
O1

O2

P2 NM

 
 а б 

Рис. 89 

C CBB

D D

E

E

F
F A
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2 2
1 1 12 cos30 2 3P N AP AN AN AP        . 

Получаем 2 2 2
1 1PM P N MN  . Следователь-

но, угол 1MP N   прямой. Значит MN  – диа-
метр. 

Во втором случае задача сводится к рас-
смотрению треугольника 2P MN .  

185. (МИОО, 2012). Дан треугольник 
АВС со сторонами 15,AB   9AC   и 

12BC  . На стороне ВС взята точка D, а 
на отрезке AD – точка О, причем 4СD   и 

3AO OD  . Окружность с центром О 
проходит через точку С. Найдите рас-
стояние от точки С до точки пересечения 
этой окружности с прямой АВ. 

Ответ: 7,5 или 7,2. Решение. Заметим, 
что треугольник ABC   прямоугольный и 

90C    (рис. 91). Проведем через вершину 
A  прямую, параллельную BC . Пусть T   
точка ее пересечения с прямой CO , а M   
точка пересечения AB  и CT . Треугольник 
AOT  подобен треугольнику DOC  с коэф-

фициентом 3AO
OD

 , поэтому 3 12AT CD  . 

Треугольник AMT  равен треугольнику 
BMC  по стороне и двум прилежащим к ней 
углам. Тогда M   середина AB . Следова-
тельно, CM   медиана треугольника ABC .  

Через вершину C  прямую, параллельную 
AB . Пусть Q   точка ее пересечения с пря-
мой AO . Треугольник CDQ  подобен тре-

угольнику BDA  с коэффициентом 1
2

CD
DB

 , 

поэтому 1 7,5
2

CQ AB  . Значит, треуголь-

ник AMO  равен треугольнику QCO  по сто-
роне и двум прилежащим к ней углам. Сле-
довательно, O   середина CM . 

Окружность с центром в O  проходит че-
рез точку C  и при этом OM OC . Следова-
тельно, OM   радиус этой окружности. По-
скольку треугольник ABC  прямоугольный, 

то 1 7,5
2

CM AB  , а точка M   одна из 

точек пересечения прямой AB  и окружности.  
Пусть N   вторая точка. Тогда угол 

CNM   вписанный и опирающийся на диа-
метр CM , так что CN AB , т.е. CN   вы-
сота треугольника ABC . Отсюда 

9 12 7,2
15

AC ABCN
BC
 

   . 

186. (ЕГЭ, 2012). В треугольнике АВС 
известны стороны 7AB  , 8BC  , 

9AC  . Окружность, проходящая через 
точки А и С, пересекает прямые ВА и ВС 
соответственно в точках K и L, отличных 
от вершин треугольника. Отрезок KL ка-
сается окружности, вписанной в тре-
угольник АВС. Найдите длину отрезка 
KL. 

Ответ: 
9
4

 или 9. Указание. См. «Решеб-

ник», Глава 2, задача 4. 

187. На стороне АВ треугольника АВС, 
как на диаметре построена полуокруж-
ность S, которая пересекает прямые АС и 
ВС в точках 1B  и 1A  соответственно. 
Найдите радиус полуокружности S, если 
известно, что 1 8A C  , 1 7B C  , а пло-
щадь треугольника 1 1A B C  равна 14 3 . 

Ответ: 13 или 57 . Указание. Используя 

формулу 1 sin
2

S ab C   для треугольника 

1 1A B C , находим 3sin
2

C  . Отсюда 

60C    или 120C   .  

 
Рис. 92а 
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Решение. 1-й случай: пусть 60C    
(рис. 92а). Из треугольника 1 1A B C  по теоре-
ме косинусов найдем 1 1 57A B  .  

Так как треугольник 1 1A B C  подобен тре-
угольнику АВС с коэффициентом подобия 

1cos60
2

k    , то 2 57AB   и искомый ра-

диус равен 57 . 
2-й случай, когда 120C    (рис. 92б), 

рассмотрите самостоятельно. 

188. Угол С треугольника АВС равен 
60 , D – отличная от А точка пересечения 
окружностей, построенных на сторонах 
АВ и АС как на диаметрах. Известно, что 

: 1:3DB DC  . Найдите угол А. 

Ответ: 21arcsin
7

 или 21arcsin
14

.  

Указание. 1-й случай: пусть точка D лежит 
на отрезке ВС (рис. 93а). Пусть DB x  и 

3DC x , тогда 3 3 3AD CD x  , 
2 2 2 7AB AD BD x   . Из теоремы сину-

сов 
sin sin

BC AB
A C


 
, находим 21sin

7
A  .  

2-й случай, когда точка D лежит вне от-
резка ВС за точку В (рис. 93б), рассмотрите 
самостоятельно. 

189. В треугольнике АВС на стороне  
АВ = 9 взята точка D такая, что AD : DB = 
= 1 : 8. Известно, что 60BAC   . Най-
дите АС, если известно, что окружность, 

проходящая через точки B и D и касаю-
щаяся прямой АС, касается также прямой 
ВС. 

Ответ: 24 или 1,8. Указание. 1-й случай: 
пусть K – точка касания окружности и сторо-
ны АС (чертеж сделайте самостоятельно). 
Так как 1AD  , 8BD  , то по свойству се-
кущей и касательной имеем 3AK  .  

Пусть CK CB x  . Используя теорему 
косинусов для треугольника АВС, составить 
уравнение  

2 2 2 19 ( 3) 2 9 ( 3)
2

x x x        . 

Единственному корню этого уравнения 
21x   соответствует 24AC  . 

2-й случай: пусть точка касания K лежит 
вне отрезка АС за точку А (рассмотрите са-
мостоятельно). 

190. В треугольнике АВС на стороне 
АВ взята точка D так, что : 1:8.AD BD   
Известно, что ,9BC   а 60BAC   . 
Какую длину может иметь сторона АС, 
если окружность, проходящая через точ-
ки В и D, касается прямых ВС и АС? 

Ответ: 72
7

 или 72
13

. Указание. См. уп-

ражнение 189. 

191. Через одну и ту же точку окруж-
ности проведены хорды, равные а и b. 
Если соединить их концы, то получится 
треугольник площади S. Найдите радиус 
окружности. 

Ответ: если 
2

abS   решений нет;  

если 
2

abS  , то одно решение 
2 2

2
a bR 

  

(хорды взаимно перпендикулярны);  

если 
2

abS  , то два решения 

2 2 2 2 22 4
4
abR a b a b S
S

    (верхний 

знак берется, когда угол между хордами ост-
рый, нижний знак, если угол тупой). 

Указание. Использовать формулы 
1 sin
2

S ab C   и 
4
abcR

S
 .  

 а б 

Рис. 93 

BC

A

C D B

A

D

 
Рис. 92б 

O B

C

B1

A

A1



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

68 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

 
Рис. 96 
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Рис. 98 
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Равнобедренный треугольник 
и окружность 

192. Окружность описана около рав-
ностороннего треугольника АВС. На дуге 
ВС, не содержащей точку А, расположена 
точка М, делящая градусную меру этой 
дуги в отношении 2:1 . Найдите углы 
треугольника АМВ. 

Ответ: ;40  ;80  60  или ;60  ;20  
100 . Указание. См. рис. 94. 

193. Треугольник АВС равнобедрен-
ный. Радиус ОА описанного круга обра-
зует с основанием АС угол ОАС, равный 

.20  Найдите угол ВАС. 

Ответ: 35  или 55 . Указание. См. рис. 95. 

194. В окружность 
радиуса 5 вписан рав-
нобедренный треуголь-
ник, сумма основания и 
высоты которого равна 
16. Найдите высоту 
треугольника. 

Ответ: 6,4 или 8. Ука-
зание. По условию (рис. 

96) 16AC BH  . По теореме о хордах  
( )AH HC BH BM BH    , 

где BM   диаметр. 

195. Длина окружности, описанной 
около равнобедренного треугольника, 
равна 20 . Найдите площадь этого тре-
угольника, если его основание равно 12. 

Ответ: 12 или 108. Указание. Рассмотри-
те остроугольный (рис. 97а) и тупоугольный 
(рис. 97б) треугольник. 

196. Равносторонний треугольник АВС 
со стороной 3 вписан в окружность. Точ-
ка D лежит на окружности, причем хорда 
АD равна 3 . Найдите хорды ВD и СD. 

Ответ: 3 ; 2 3  или 2 3 ; 3 . Указа-
ние. Точка D лежит на дуге, стягиваемой 
хордой АВ, или на дуге, стягиваемой хордой 
АС. 

197. Окружность, вписанная в равно-
бедренный треугольник АВС, касается 
его боковых сторон АС и ВС в точках M и 
N. Найдите АВ, если 8AC  и 3MN . 

Ответ: 4 или 12. 
Указание. Каса-
тельные проведен-
ные к окружности 
из одной точки рав-
ны. Из подобия 
треугольников NCM 
и ABC следует 
8 3

8 2
x

x


  (рис. 98). 

Отсюда  
2 8 12 0x x   . 

198. В равнобедренный треугольник с 
основанием 24 и боковой стороной 20 
вписана окружность. Найдите длину от-
резка, заключенного между двумя сторо-
нами треугольника, параллельного треть-
ей стороне и касающегося окружности. 

 
Рис. 94 
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Ответ: 6 или 7,5. Указание. 1-й случай: 
пусть искомый отрезок параллелен основа-
нию треугольника (рис. 99). Из равенства 
касательных, проведенных к окружности из 
одной точки, следует 12AG AN  , 

12CN CF  , 8BG BF  , EG EM , 
DM DF . Периметр треугольника BED  
равен 16. Пусть ED x . Из подобия тре-

угольников BED  и ABC  следует BED

ABC

P ED
P AC

  

или 
16
64 24

x
 . Отсюда 6x  . 

2-й случай, когда искомый отрезок парал-
лелен боковой стороне треугольника, рас-
смотрите самостоятельно. 

199. (ЕГЭ, 2011). Прямая, перпенди-
кулярная боковой стороне равнобедрен-
ного треугольника, отсекает от него че-
тырехугольник, в который можно вписать 
окружность. Найдите радиус окружности, 
если отрезок прямой, заключенный внут-
ри треугольника, равен 6, а отношение 
боковой стороны треугольника к его ос-

нованию равно 
5
6

. 

Ответ: 21
4

 или 9
2

. Указание. Пусть осно-

вание 6AC x  (рис. 100), боковые стороны 
5AB BC x  , тогда высота 4BH x . Из 

прямоугольного треугольника ВНС найдем 
4sin
5

C  , 3cos
5

C  . Тогда sin B   

24sin 2
25

C   . Из прямоугольного тре-

угольника BPQ имеем 
24 256 :

sin 25 4
PQPB

B
  


, 

2
225 76

4 4
BQ     

 
. 

Длины отрезков 5 1, 75CQ x   и 
5 6, 25AP x  . Так как окружность вписана 

в четырехугольник APQC, то имеем 6 6x 
(5 1, 75) (5 6, 25)x x    . Отсюда 3,5x  . 

Площадь и полупериметр данного треуголь-

ника соответственно равны 1 4 6
2

x x  

2 212 12 3,5 147x     и 8 8 3,5 28x    . 
Получаем радиус вписанной окружности 

147 5,25
28

 . 

2-й случай, когда прямая PQ пересекает 
основание АС и боковую сторону ВС в 
точках P и Q соответственно, рассмотрите 
самостоятельно. 

200. Отношение высоты равнобедрен-
ного треугольника, опущенной на боко-
вую сторону, к другой высоте этого тре-
угольника равно 1,2. Прямая, перпенди-
кулярная боковой стороне треугольника, 
отсекает от него четырехугольник так, 
что отрезок этой прямой, заключенный 
между сторонами треугольника, равен 12, 
и в полученный четырехугольник можно 
вписать окружность. Найдите радиус 
этой окружности. 

Ответ: 9 или 10,5. Указание. См. упраж-
нение 199. 

201. Прямая, перпендикулярная боко-
вой стороне равнобедренного треуголь-
ника со сторонами 25, 25 и 14, отсекает 
от него четырехугольник, в который 
можно вписать окружность. Найдите 
площадь этого четырехугольника. 

Ответ: 
7203
62

 или 
651
4

. Указание. См. 

«Пособие», пример 16. 
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Рис. 101 
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202. В треугольнике АВС 
10AB BC  , 12AC  . В треугольник 

вписана окружность. Касательная к этой 
окружности, параллельная высоте BD, 
пересекает стороны треугольника в 
точках F и E. Найдите длину радиуса 
окружности, описанной около 
треугольника CFE. 

Ответ: 2,5 или 0,5 97 . Указание. Рас-
смотрите два случая (рис. 101). 

203. Найдите величину угла при осно-
вании равнобедренного треугольника, 
если отношение радиусов вписанной и 

описанной окружностей равно 
4
9

. 

Ответ: 
3
1arccos  или 

3
2arccos . Указание. 

Использовать формулы 
2sin

aR 


, Sr
p

 . 

Решение. Пусть угол при основании  , дли-
на основания b , боковая сторона a , радиусы 

r и R. По теореме синусов 
2sin

aR 


; 

2 cosb a  , 

212 sin( 2 )
2
2 2 cos

aSr
p a a

     
  

 
sin cos
1 cos

a    


 
. Так как 

sin cos : 2(1 cos )cos
1 cos 2sin

r a a
R

   
    

  
, 

то имеем  

42(1 cos )cos
9

     

или  
29cos 9cos 2 0     . 

Отсюда 2cos
3

   или 1cos
3

  . 

204. Найдите величину угла при осно-
вании равнобедренного треугольника, 
если отношение радиусов вписанной и 
описанной окружностей равно k . 

Ответ: 
1 1 2arccos

2
k 

. Указание. См. 

упражнение 203. 

205. В треугольнике АВС стороны АВ 

и ВС равны, синус угла В равен 120
169

, а 

радиус вписанной окружности равен 169. 
Найдите радиус описанной окружности. 

Ответ: 50,7 или 169. Указание. Из усло-

вия задачи имеем 119cos
169

B   . Рассмот-

реть два случая 
119cos
169

B   и 

119cos
169

B   . Воспользоваться равенством 

из предыдущих задач 2(1 cos )cosr
R
    .  

206. В треугольнике АВС стороны АВ 

и ВС равны, синус угла В равен 
120
169

, а 

радиус описанной окружности равен 169. 
Найдите радиус вписанной окружности. 

Ответ: 24 или 80. Указание. См. упраж-
нение 205. 

207. Радиус описанной около равно-
бедренного треугольника окружности ра-
вен 25, а вписанной в него окружности – 
12. Найдите стороны треугольника.  

Ответ: 8 21,  10 21,  10 21  или 48, 40, 
40. Указание 1. См. предыдущие задачи. Ука-
зание 2. Применить формулу Эйлера 

2 2 2d R R r  , где d  – расстояние между 
центрами вписанной и описанной окружно-
стей. 
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208. (ЕГЭ, 2012). В каком отношении 
точка касания вписанной в равнобедрен-
ный треугольник окружности делит его 
боковую сторону (считая от вершины), 
если известно, что отношение радиусов 
его вписанной окружности и окружности, 
касающейся стороны треугольника и про-

должений двух других сторон, равно 2
7

? 

Ответ: 4
5

 или 3
2

. Указание. См. «Ре-

шебник», Глава 2, задача 17. 

209. (ЕГЭ, 2012). Найдите угол при 
основании равнобедренного треугольни-
ка если известно, что отношение радиу-
сов его вписанной окружности и окруж-
ности, касающейся стороны треугольника 
и продолжении двух других его сторон, 

равно 2
5

. 

Ответ: 
3arccos
7

 или 
2arccos
3

. См. «Ре-

шебник», Глава 2, задача 17. 

210. В равнобедренном треугольнике 
боковая сторона равна 10, а основание 
равно 12. Окружность с центром на сто-
роне треугольника касается двух других 
его сторон. Найдите радиус окружности. 

Ответ: 24
5

 или 48
11

. Указание. 1-й слу-

чай: пусть центр окружности лежит на боко-
вой стороне ВС треугольника АВС (рис. 102). 
Площадь треугольника АВС равна 48. Ис-
пользуя равенство ABC AOB AOCS S S  , полу-

чим уравнение 1 148 10 12
2 2

r r    .  

Отсюда искомый радиус 48
11

r  . 

2-й случай, когда центр окружности лежит 
на основании АС, рассмотрите самостоятель-
но. 

211. На боковой стороне равнобедрен-
ного треугольника как на диаметре по-
строена окружность, делящая вторую бо-
ковую сторону на отрезки, равные 1 и 2. 
Найдите основание треугольника. 

Ответ: 6  или 12 . Указание. 1-й слу-
чай: 1BG   и 2CG  , тогда 3AB BC   
(рис. 103). Далее использовать теорему Пи-
фагора для прямоугольных треугольников 
ABG и ACG. 

2-й случай, когда 2BG   и 1CG  . 

212. На боковой стороне равнобедрен-
ного треугольника как на диаметре по-
строена окружность, делящая вторую бо-
ковую сторону на отрезки, равные а и b. 
Найдите основание треугольника. 

Ответ: )(2 baa   или 2 ( )b a b . Указа-

ние. 2 2 2 2 2AC AD DC AB BD DC      
(рис. 104). 

213. В треугольнике АВС 5AC BC   
и 120C   . Точка K лежит на стороне 
АВ и делит ее в отношении : 1: 4AK KB  . 
Найдите радиус окружности, касающейся 
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Рис. 105 

B

C

E

F

H
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O

K

прямых АС и ВС и проходящей через 
точку K. 

Ответ: 5 3 6 . Указание. 1-й случай: 
пусть точка касания F лежит на отрезке АС 
(рис. 105). Используя свойство секущей и 
касательной 2AF AK AH  , найдем 

2 3AF  . Тогда 5 2 3FC   . Из прямо-
угольного треугольника OFC получим длину 
радиуса (5 2 3) tg60 5 3 6OF       . 

Второй случай, когда точка касания F ле-
жит вне отрезка АС за точку А, рассмотрите 
самостоятельно.  

214. В равнобедренном треугольнике 
АВС на основании АС взята точка М так, 
что AM a , MC b . В треугольники 
АВМ и СВМ вписаны окружности. Най-
дите расстояние между точками касания 
этих окружностей со стороной ВМ. 

Ответ: | |
2

a b . Указание. Длины отрез-

ков касательных при вершине М в треуголь-

никах АВМ и ВМС равны 
2

AM BM AB   и 

2
CM BM BC   соответственно. 

215. Вершину правильного треуголь-
ника соединили отрезком с точкой, де-
лящей противоположную сторону в от-
ношении 3:5. В образовавшиеся при этом 
два треугольника вписали круги, пло-
щадь одного из которых равна 36. Найди-
те площадь второго круга. 

Ответ: 16 или 81. Указание. Пусть в тре-
угольнике АВС точка D делит сторону ВС в 
отношении 3:5 (считая от точки В). Если 

8AB a , то 3BD a  и 5CD a . Исполь-
зуя теорему косинусов, найдем 7AD a . 

Применить формулу Sr
p

  для каждого из 

треугольников ABD и ACD и показать, что 
отношение квадратов радиусов вписанных 

кругов равно 4
9

. 

216. В равнобедренном треугольнике с 
углом 120  радиус вписанной окружно-
сти равен R . Внутри треугольника рас-
положены два равных, касающихся друг 
друга круга, каждый из которых касается 
одной боковой стороны треугольника и 
вписанной в треугольник окружности. 
Найдите радиусы этих кругов. 

Ответ: 
3
R  или (3 2 2)

3
R . Указание. См. 

«Решебник», Глава 2, задачу 16. 

217. Дан треугольник со сторонами 26, 
26 и 20. Внутри него расположены две 
равные касающиеся окружности, каждая 
из которых касается двух сторон тре-
угольника. Найдите радиусы окружно-
стей. 

Ответ: 4 или 260
59

. Указание. См. «Ре-

шебник», Глава 2, задача 16. 

218. (Юг, пробный ЕГЭ, 2012). Ради-
ус окружности, вписанной в равнобед-
ренный треугольник равен 150 см, а ко-

синус угла при его основании равен 
7
8

. 

Найдите радиус окружности, касающейся 
вписанной окружности этого треугольни-
ка и двух его сторон. 

Ответ: 10 см или 90 см. Указание. См. 
«Пособие», пример 4. 

219. (ЕГЭ, 2012). Найдите косинус уг-
ла при основании равнобедренного тре-
угольника, если известно, что радиус его 
вписанной окружности в 6 раз меньше 
радиуса окружности, касающейся сторо-
ны и продолжений двух других сторон 
треугольника. 

Ответ: 1
5

 или 5
7

. Указание. Использо-

вать формулы: радиуса окружности, вписан-

ной в треугольник Sr
p

 ; радиуса вневпи-
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санной окружности треугольника, касающей-

ся стороны a , a
Sr

p a



.  

220. Одна окружность описана около 
равностороннего треугольника АВС, а 
вторая вписана в угол A  и касается пер-
вой окружности. Найдите отношение ра-
диусов окружностей. 

Ответ: 3: 2  или 1: 2 . Указание. Исполь-
зовать свойство катета, лежащего против уг-
ла 30 . Например (рис. 106), 

1 1 2 3BG BO O G r r r      и BG   диаметр 
описанной около треугольника окружности, 
равный 2BG R . Отсюда 3 2r R . 

221. В равнобедренный треугольник с 
основанием 10 и боковой стороной 13 
вписана окружность. Вторая окружность 
касается двух сторон треугольника и пер-
вой окружности. Найдите радиус второй 
окружности.  

Ответ: 40
27

 или 10(17 4 13)
27
 . Указание. 

См. «Решебник», Глава 2, задача 14. 

222. Вершина равнобедренного тре-
угольника с боковой стороной 25 и осно-
ванием 48 служит центром данной ок-
ружности радиуса 3. Найдите радиус ок-
ружности, касающейся данной и прохо-
дящей через концы основания треуголь-
ника. 

Ответ: 74 или 
169 .

5
 Указание. См. «Ре-

шебник», Глава 3, задача 4. 

223. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 4. На одной из них лежит 
точка C, а на другой – точки A и B, при-
чем треугольник АВС – остроугольный и 
равнобедренный и его боковая сторона 
равна 5. Найдите радиус окружности, 
вписанной в треугольник ABC. 

Ответ: 5 5
2
  или 3

2
. Указание. См. 

«Пособие», пример 13. 

224. Расстояние между параллельными 
прямыми равно 12. На одной из них ле-
жит точка С, а на другой – точки А и В, 
причем треугольник АВС – равнобедрен-
ный и его боковая сторона равна 13. Най-
дите радиус окружности, вписанной в 
треугольник АВС. 

Ответ: 39 9 13
2

  или 26 4 13
3

 , или 
10.
3

 

Указание. См. «Пособие», пример 13. 

225. (Москва, репетиционный экза-
мен, 2012). Расстояние между параллель-
ными прямыми равно 24. На одной из 
них лежит точка С, а на другой – точки А 
и В, причем треугольник АВС – остро-
угольный равнобедренный и его боковая 
сторона равна 25. Найдите радиус ок-
ружности, описанной около треугольника 
АВС. 

Ответ: 625
48

 или 125
8

. Указание. См. пре-

дыдущие задачи. 

226. (МИОО, 2011) Расстояние между 
параллельными прямыми равно 6. На од-
ной из них лежит вершина C, на другой – 
основание AB равнобедренного треуголь-
ника ABC. Известно, что AB = 16. Найдите 
расстояние между центрами окружностей, 
одна из которых вписана в треугольник 
ABC, а вторая касается данных параллель-
ных прямых и боковой стороны треуголь-
ника ABC. 

Ответ: 10
3

 или 730
3

. Указание. См. 

«Решебник», Глава 2, задача 10. 

 
Рис. 106 

C

B

A

O2

O1r
r

r

G

r1r1

r1



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

74 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

 
Рис. 107 

C

B

A
M

H

M1

DO
EF

xx

y y

r

r
r

227. Высота равнобедренного тре-
угольника, опущенная на основание, рав-
на 45, точка касания вписанной окружно-
сти с боковой стороной делит эту сторо-
ну в отношении 8 : 9, считая от основа-
ния. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся стороны треугольника и про-
должений двух других его сторон. 

Ответ: 40 или 45. Указание. См. «Решеб-
ник», Глава 2, задача 13. 

228. Высота равнобедренного тре-
угольника, опущенная на основание, рав-
на 9, а радиус вписанной в треугольник 
окружности равен 4. Найдите радиус ок-
ружности, касающейся стороны тре-
угольника и продолжении двух его сто-
рон. 

Ответ: 9 или 36. Указание. См. «Решеб-
ник», Глава 2, задача 13. 

229. Дан равнобедренный треугольник 
ABC ( )AB BC . В точке M к окружности, 
вписанной в треугольник, проведена ка-
сательная, перпендикулярная к стороне 
BC. D – точка пересечения касательной 
со стороной BC. Определите площадь 
треугольника ABC, если радиус вписан-
ной окружности равен r , а площадь тре-
угольника MBD равна S. 

Ответ: 
 2

2 2 4 2

2

4 4 2

2

S Sr r r

S r

  


 или 

 2
2 2 4 2

2

4 4 2

2

S Sr r r

S r

  


. Указание. 1-й слу-

чай: пусть BE x , 2AC y , BH h  (рис. 
107). Четырехугольник MOED   квадрат, 

BD x r  , MD r , 1 ( )
2BMDS x r r S   . 

Отсюда 
22S rx

r


 . 

Треугольники HBC  и 
OBE  подобны, 
y h
r x
  и yxh

r
 . По-

лупериметр и пло-
щадь треугольника 
ABC соответственно 
равны 2p x y   и 

1 2
2ABCS pr h y   .  

Отсюда  
2

( 2 ) y xx y r
r

   или 2 2 22 0y x yr xr   . 

Отсюда  

 2 2 2 4

1,2

4 4 2

2

r S Sr r r
y

S r

   



. 

Так как в квадратном уравнении свободный 
член отрицательный, то корни 1y  и 2y  разно-
го знака. Остается подставить полученные 

значения в формулу 
2

ABC
y xS hy
r

  . 

Второй случай, соответствующий каса-
тельной к окружности, проведенной через 
точку 1M , решается аналогично. 

230. Около равнобедренного треуголь-
ника АВС ( )AC BC  описана окруж-
ность радиуса R. Угол С треугольника 

имеет величину 
2
    

 
. Точка Е – 

середина дуги ВС описанной окружно-
сти. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся внешним образом описанной ок-
ружности в точке Е и прямой АВ. 

Ответ: Если 0
3


   , то  

cos sin
2

1 sin
2

R    
 




 или 
cos sin

2

1 sin
2

R    
 




; 

если 
3


  , то 
cos sin

2 2
1 sin

2

R
R

   
  




;  

если 
3 2
 
   , то  

cos sin
2

1 sin
2

R    
 




 или 
sin cos

2

1 sin
2

R    
 




. 

Указание. Хорда ВС разбивает окруж-
ность на две дуги. Рассмотреть случаи распо-
ложения точки Е на этих дугах в зависимости 
от величины угла  . 
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1-й случай: пусть 
3 2
 
    и точка Е 

расположена на малой дуге ВС (рис. 108а, б). 
Обозначим длину искомого радиуса 1O N  
через x . Тогда 1OO R x  . Пусть 

2
BCD 

  , тогда 2BOD BCD      (как 

центральный угол), 1 2
O OM BCD 

     

(как углы со взаимно перпендикулярными 
сторонами). 

Из прямоугольного треугольника 1O OM  

имеем 1 ( ) sin
2

O M R x 
  . С другой стороны 

1 1 cosO M O N OD x R     . Из полученно-

го уравнения cos ( )sin
2

x R R x 
     нахо-

дим 
cos sin

2

1 sin
2

R
x

   
 




. 

2-й случай: пусть 
3 2
 
    и точка Е 

расположена на большой дуге ВС (рис. 108в). 

Тогда 1 ( ) sin
2

O M R x 
   и 

1 1 cosO M O N OD x R     . Из полученно-

го уравнения cos ( ) sin
2

x R R x 
     нахо-

дим 
sin cos

2

1 sin
2

R
x

   
 




. 

Случаи, когда 
3


   или 0
3


   , рас-

смотрите самостоятельно.  
  

 
Рис. 108а 
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Четырехугольник и окружность 
231. Длины соседних сторон, вписан-

ного в окружность, четырехугольника 
отличаются на 1. Длина наименьшей из 
них также равна 1. Найдите радиус ок-
ружности. 

Ответ: 5
2

 или 21
3

. Указание. Пусть 

наименьшая сторона 1BC  , тогда длины 
соседних сторон 2AB CD  . Для стороны 
AD возможны два значения. 

1-й случай: 3AD   (рис. 109а). Хорды АВ 
и СD равны, поэтому BC AD  и АВСD – 
равнобедренная трапеция. Проведем 

BE AD , тогда 3 1 1
2

AE 
  , 2DE . Из 

прямоугольного треугольника АВЕ находим 
2 22 1 3BE    , а из прямоугольного тре-

угольника ВDЕ получаем 
2 22 ( 3) 7BD    . Так как в прямо-

угольном треугольнике гипотенуза 2AB  и 
катет 1AE , то 60BAE   . Для треуголь-
ника АВD запишем 2 sinBD R BAD  . Отсю-

да радиус окружности 7 21
2sin60 3

R  


. 

2-й случай: 1AD  (рис. 109б). Значит, 
АВСD – прямоугольник. Радиус окружности, 
описанной около прямоугольника равен 

2 22 1 5
2 2

R 
  . 

232. Четырехугольник KLMN вписан в 
окружность, его диагонали KМ и LN пе-
ресекаются в точке F, причем 8KL  , 

4MN  , периметр треугольника MNF 
равен 9, площадь треугольника KLF рав-
на 3 15 . Найдите радиус окружности, 
описанной около треугольника KNF. 

Ответ: 4 15
5

 или 8 15
15

. Указание. Тре-

угольники KLF и MNF подобны по двум углам 
(рисунок сделайте самостоятельно), поэтому 

2 1
4

MNF

KLF

S MN
S KL

   
 

. Отсюда 3 15
4MNFS  . 

Пусть MF x , тогда 5FN x  . По формуле 
Герона  

9 9 9 1 3 154
2 2 2 2 4MNFS x x           
   

. 

Получаем уравнение 2 5 6 0x x   , имеющее 
корни 2x   или 3x  .  

1-й случай. Пусть 2MF  , тогда 3FN  , 
2 6KF FN   . Из треугольника MNF най-

дем 
2 2 22 4 3 11cos
2 2 4 16

FMN  
  

 
.  

Из теоремы косинусов для треугольника 

KMN найдем 2 2 118 4 2 8 4 6
16

KN        . 

Площади треугольников KLF и KFN с общей 

высотой связаны равенством KLF

KFN

S LF
S FN

 , по-

этому 9 15
4KFNS  . Радиус R окружности, 

описанной около треугольника KNF, равен 
6 6 3 4 15

59 154
4

R  
 


. 

2-й случай, когда 3MF   и 2FN  , рас-
смотрите самостоятельно. 

233. Четырехугольник ABCD описан 
около окружности и вписан в другую ок-
ружность. Прямые AD и BC пересекаются 
в точке M. Найдите периметр треуголь-
ника ABM, если известно, что AB a  и 
CD b . 

Ответ: 
22a

a b
 или 2ab

b a
. Указание. Так 

как не указано большее основание, то воз-
можны два случая: b a  или a b .  

1-й случай: пусть b a . Так как четырех-
угольник ABCD описан около окружности, то 
AD BC AB CD a b      (рис. 110а). Так 
как четырехугольник ABCD вписан в окруж-
ность, то 180 .BAD BCD     С другой 
стороны 180 .BAD MAB     Значит, 

MAB MCD  . Отсюда следует, что тре-
угольники ABM и CDM подобны, и коэффи-

 а б 
Рис. 109 

EA

C

D

B C

D

B

A
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циент подобия ak
b

 . Обозначим периметры 

ABMP P  и 1CDMP P . Находим 

1 ( )P P a b a b      2P b  . Так как 

1

P a
P b
 , то 

2
P a

P b b



. Откуда 2abP

b a



. 

2-й случай (рис. 110б) рассмотрите само-
стоятельно. 

234. (Санкт-Петербург, репетицион-
ный экзамен, 2011). Четырехугольник 
ABCD описан около окружности и вписан 
в окружность. Прямые АВ и DС пересе-
каются в точке М. Найдите площадь че-
тырехугольника, если известно, что 

AMD    и радиусы окружностей, впи-
санных в треугольники ВМС и AМD, рав-
ны соответственно r  и R . 

Ответ: 
2 2( ) ctg

2
R R r

r
 

  или 

2 2( ) ctg
2

r r R
R
 

 . Указание. См. упражнение 

233.  

1-й случай (рис. 111а). ABCD ADM BCMS S S  
2 2

2 2 1 .BCM BCM BCM
R RS S S
r r

 
    

 
 

Полупериметр треугольника ВСМ равен 
длине отрезка KМ. Из прямоугольного тре-

угольника ОKМ находим ctg
2

KM R 
 . Так 

как ctg
2BCMS pr Rr 

  , то 

2 2( ) ctg
2ABCD

R R rS
r
 

  . 

2-й случай (рис. 111б) рассмотрите само-
стоятельно. 

235. Четырехугольник KLMN описан 
около окружности и вписан в окруж-
ность. Прямые KL и NM пересекаются в 
точке P. Найдите площадь треугольника 
KPN, если известно, что KPN   и ра-
диусы окружностей, вписанных в тре-
угольники KPN и LPM, равны соответст-
венно r  и R . 

Ответ: 
2

2 ctg
2

r
R


  или ctg

2
Rr  . Указание. 

См. упражнение 234.  

 
Рис. 110а 

a

A
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D

b
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Параллелограмм и окружность 
236. В параллелограмме ABCD угол 

ACD равен 30 . Известно, что центры 
окружностей, описанных около тре-
угольников ABD и BCD, расположены на 
диагонали АС. Найдите угол ABD. 

Ответ: 30  или 60 . Указание. Центр 
описанной около треугольника окружности 
лежит в точке пересечения серединных пер-
пендикуляров к его сторонам. Следователь-
но, диагонали параллелограмма ABCD пер-
пендикулярны и он является ромбом (рис. 
112а). 

Если центры окружностей совпадают, то 
параллелограмм ABCD – прямоугольник 
(рис. 112б). 

237. (МИОО, 2010). Дан параллело-
грамм ABCD, ,2AB  5BC  , .60A  
Окружность с центром в точке О касается 
биссектрисы угла D и двух сторон парал-
лелограмма, исходящих из вершины од-
ного его острого угла. Найти площадь 
четырехугольника ABOD. 

Ответ: 35 3
12

 или 23 3
6

. Указание. См. 

«Пособие», пример 7. 

238. В параллелограмме острый угол 
равен 60 , периметр равен 30, а площадь 
равна 28 3 . Найдите радиус окружно-
сти, касающейся двух сторон и диагонали 
параллелограмма.  

Ответ: 3  или 5 3 19
2
 . Указание. 

Зная периметр 2( ) 30a b   и площадь 

sin60 28 3ab    параллелограмма, находим 
его стороны 7a   и 8b  . Используя теоре-
му косинусов, определим диагонали 13AC   
и 57BD  . Далее использовать формулу 

Sr
p

  для треугольников АВС и ABD (рис. 

113). 

239. В параллелограмме ABCD 
диагонали пересекаются в точке О, длина 
диагонали BD равна 12. Расстояние 
между центрами окружностей, 
описанных около треугольников AOD и 
COD равно 16. Радиус окружности, 
описанной около треугольника АОВ, 
равен 5. Найдите площадь параллелог-
рамма ABCD. 

Ответ: 192
17

 или 1728
25

. Указание. Пусть 

1O , 2O , 3O , 4O  – центры окружностей, опи-
санных около треугольников АОВ, ВОС, 
COD, AOD соответственно (рис. 114). Так как 

1 2O O , 2 3O O , 3 4O O , 1 4O O  – серединные пер-
пендикуляры к отрезкам ВО, СО, DO и АО 
соответственно, то 1 2 3 4O O O O  – параллело-
грамм. 1 4 3O O O AOB    . Если Е – про-
екция точки 3O  на прямую 3 4O O , то 

3 3 4 16sinAO EO O O    . В треугольнике 
АВО 2 sin 10sinAB R    . В треугольнике 
АВО используем теорему косинусов 

2 2 2 2 cosAB AO BO AO BO     ,  
2 2100sin 256sin 36 192sin cos      , 

23ctg 16ctg 16 0   . Последнее уравнение 

имеет два решения 4ctg
3

  и ctg 4  . От-

сюда 1sin
17

   или 3sin
5

  . Площадь па-

раллелограмма АВСD равна 

 
 а б 

Рис. 112 

CB

DA

30o

M
O2

O1

B

M

C

DA

30o  
Рис. 113 
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B
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214 4 sin 192sin
2AOBS AO BO       . 

Для первого случая (центры 1O , 2O  и 3O , 

4O  попарно лежат по разные стороны от 

прямой BD) 192
17ABCDS  , во втором (центры 

1O , 2O  и 3O , 4O  попарно лежат по одну 

сторону от прямой BD) 1728
25ABCDS  . 

240. В параллелограмме ABCD 2AB  , 
4BC  . Площадь параллелограмма равна 

4 3 . Круг с центром в точке А касается 
прямой BD. Найдите площадь части кру-
га, расположенной внутри параллело-
грамма. 

Ответ: 2
3
  или 4

7
 . Указание. Используя 

площадь параллелограмма, найдем 
3sin

2
A   (рис. 115). Далее следует рас-

смотреть два случая: 60A    или 
120A   . 

241. (МГУ). В параллелограмме ABCD 
угол BCD равен 150 , а сторона AD равна 
8. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся прямой CD и проходящей через 
вершину А, а также пересекающей сторо-
ну AD на расстоянии 2 от точки D. 

Ответ: 10 4 3 . Указание. 1-й случай: 
пусть точка касания лежит на отрезке CD 
(рис. 116а). Так как 2LD  , то по свойству 
секущей и касательной имеем 

2DK DL DA  . Отсюда 4DK  . В тре-
угольнике KLD используем теорему косину-

сов: 2 34 16 2 2 4 20 8 3
2

KL         . 

Из треугольников KLD и AKL получаем 
2

sin sin 30
KL

LKD


 
 и 

2sin
KLR

KAL



 соот-

ветственно. Так как LKD KAL   , то из 
последних двух равенств получаем 

2

10 4 3
2

KLR    . 

2-й случай, когда точка касания лежит на 
продолжении отрезка CD за точку D (рис. 
116б), рассмотрите самостоятельно. 

 
Рис. 114 
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242. В параллелограмме ABCD извест-
ны стороны AB a , BC b  и ABC  . 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, описанных около треуголь-
ников BCD и DАВ. 

Ответ: 2 2 2 cos | ctg |a b ab    . Ука-
зание. См. «Решебник», Глава 4, задача 11. 

243. Длины сторон параллелограмма а 
и b ( )a b  острый угол равен  . Найди-
те радиус окружности, проходящей через 
вершину одного из острых углов и ка-
сающейся двух несмежных с ней сторон 
параллелограмма или их продолжений. 

Ответ:  2 (1 cos ) tg
2

a b ab 
    . Ука-

зание. Возможны две конфигурации, удовле-
творяющие условию задачи.  

1-й случай: пусть вершина, через которую 
проходит окружность, лежит на большей из 
двух дуг, на которые указанные в условии 
точки касания разбивают окружность (рис. 
117). Центр окружности О лежит на биссек-
трисе угла C параллелограмма. Пусть иско-
мый радиус окружности равен r. Рассмотрим 
прямоугольный треугольник 1AO M :  

2 2 2
1 1AO O M AM  , 1AO r , 

1 1 sinO M NM O N AK r b r      , 

cos ctg
2

AM KC NC a b r 
     . 

Так как 1 cosctg
2 sin
  



, то получаем: 

 
2

2 21 cossin cos
sin

b r a b r r          
. 

Отсюда после преобразований следует: 

21 cos 2 (1 cos )
sin

a b r ab         
. 

Отсюда получаем два значения r, мень-
ший из которых соответствует рассматри-
ваемому случаю, а больший – второму слу-
чаю, когда вершина А лежит на меньшей из 
двух дуг, на которые указанные в условии 
точки касания разбивают окружность. 

Ромб и окружность 

244. В ромб ABCD с острым углом 60  
вписана окружность с центром О. Н –
точка пересечения высот треугольника 
АВС. Найдите сторону ромба, если 

1OH  . 

Ответ: 2
3

 или 2 3 . Указание. Треуголь-

ник АВС – равносторонний (рис. 118). Точка  
Н – точка пересечения медиан, поэтому 

2BH  , высота 3OB  . Сторона правильно-

го треугольника равна 2 2 3
3

OB
 . 

2-й случай: переобозначить вершины ром-
ба так, чтобы в треугольнике АВС 120B   . 

245. В параллелограмме ABCD диаго-
нали перпендикулярны, острый угол ра-
вен 60 . Найдите расстояние от центра 
описанной около треугольника АВС ок-
ружности до центра окружности, вписан-
ной в параллелограмм ABCD, если 

2 3AB . 

Ответ: 1 или 3 . Указание. См. упраж-
нение 244. 

246. Дан ромб ABCD с диагоналями 
24AC   и 10BD  . Проведена окруж-

ность радиуса 5 2
2

с центром в точке пе-

ресечения диагоналей ромба. Прямая, 

 
Рис. 117 

A

CB

DM

O1

K N

r

r

b

a

 
Рис. 118 

A

C

O

D

B

H

E

1

2



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

81 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

проходящая через вершину B касается 
этой окружности и пересекает прямую 
CD в точке M. Найдите CM. 

Ответ: 91
17

 или 221
7

. Указание. 1-й случай: 

пусть точка М лежит на отрезке CD (рис. 
119а). Из прямоугольного треугольника CОD 

находим 2 212 5 13CD    . Пусть 
OBM   и BDC  . Получим 

2sin
2

OP
OB

   , 45  , 5cos ,
13

OD
CD

    

12sin
13

  . Используем теорему синусов в 

треугольнике BMD  

,
sin 45 sin(180 45 )

DM BD


    
 

5 2 130
sin(45 ) 17

DM  


. 

Значит, 130 9113
17 17

CM    . 

2-й случай, когда точка М лежит на про-
должении отрезка CD (рис. 119б), рассмотри-
те самостоятельно. 

247. Окружность касается двух сосед-
них сторон ромба со стороной 10 и 
меньшей диагональю 12. Вершина ромба 
лежит на прямой, проходящей через 
центр окружности и точку касания. Най-
дите радиус окружности. 

Ответ: 9,6 или 2,1. Указание. 1-й случай: 
пусть окружность с центром М и радиуса МН 
касается сторон АВ и AD (рис. 120).  

Из подобия треугольников DHB и AOB 

имеем HB DB
OB AB

 . Отсюда 6 12 7,2
10

HB 
  ,

10 7,2 2,8AH    . Из подобия треуголь-

ников АНМ и AOB имеем HM AH
OB AO

 . Отсюда 

6 2,8 2,1
8

HM 
  . 

2-й случай, когда окружность касается 
сторон АВ и ВС, рассмотрите самостоятель-
но. 

248. Две стороны треугольника равны 
7 и 8, угол между ними равен 120 . В 
треугольник вписан ромб, имеющий с 
треугольником общий острый угол (вер-
шина ромба, противоположная вершина 
этого угла, лежит на третьей стороне тре-
угольника). Найдите радиус окружности, 
вписанной в ромб.  

Ответ: 2 3
3

 или 7 3
10

. Указание. Ис-

пользуя теорему косинусов, находим 
13BC   (рис. 121). Пусть ABC   и 

ACB   . Применяем теорему синусов 

sin sin120
AC BC


 

, 
sin sin120
AB BC


 

 и находим 

7 3sin
26

  , 4 3sin
13

  . 

1-й случай: пусть треугольник и ромб 
имеют общий угол при вершине В. Треуголь-
ники LMC и ABC подобны, поэтому 
LM CM
AB CB

 , 13
8 13
x x
 . Находим сторону 
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ромба 104
21

x  . Радиус окружности, вписан-

ной в ромб, равен 
sin 2 3

3
S BK BM
p p

 
  . 

2-й случай, когда треугольник и ромб 
имеют общий угол при вершине С, рассмот-
рите самостоятельно. 

Прямоугольник и окружность 
249. Окружность с диаметром, равным 

10 проходит через соседние вершины A и 
B прямоугольника ABCD. Длина каса-
тельной, проведенной к окружности из 
точки C, равна 3. Найдите длину стороны 

,BC  если известно, что .1AB  

Ответ. 3( 15 11)
2
 . Указание. См. «Ре-

шебник», Глава 2, задача 7. 

250. Окружность проходит через со-
седние вершины М и N прямоугольника 
MNPQ. Длина касательной, проведенной 
из точки Q к окружности, равна 1, 

2PQ  . Найдите площадь прямоуголь-
ника MNPQ, если диаметр окружности 
равен 5.  

Ответ. 5 1 . Указание. См. предыду-
щую задачу. 

251. (Тренировочная работа МИОО, 
22.11.2012). Дан прямоугольник KLMN со 
сторонами 11KN  , 8MN  . Прямая, 
проходящая через вершину М, касается 
окружности с центром K радиуса 4 и пе-
ресекается с прямой KN в точке Q. Най-
дите QK. 

Ответ: 5 или 37
3

. Указание. 1-й случай: 

пусть точка Q лежит между K и N (рис. 122а). 
Пусть KQ x . Из прямоугольного тре-

угольника QPK получим 2 16PQ x  . Из 
подобия треугольников QPK и QNM имеем 

пропорцию PK MN
PQ QN

 , 
2

4 8
1116 xx




.  

Уравнение 23 22 185 0x x    имеет по-
ложительный корень 5x  . 

2-й случай, когда точка Q лежит на про-
должении стороны NK за точку K (рис. 122б), 
рассмотрите самостоятельно. 

252. Дан прямоугольник ABCD со сто-
ронами AB = 9, BC = 12 и окружность S 
радиуса 2 с центром O на стороне AB,  
проходящая через вершину A. Найдите 
радиус окружности, касающейся внеш-
ним образом окружности S, содержащей-
ся внутри прямоугольника и касающейся 
двух его соседних сторон. 

Ответ: 3. Указание. Пусть искомая ок-
ружность касается сторон АВ и ВС (рис. 123). 
Обозначим ее радиус через x . Использовать 
теорему Пифагора для треугольника 1OO M : 

2 2 2
1 1MO MO OO  , 2 2 2(7 ) ( 2)x x x    . 

Отсюда 3x   или 15x  . Второй корень не 
удовлетворяет условию задачи, так как ради-
ус окружности больше стороны АВ. 
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Рассмотрите самостоятельно случаи:  
– окружность касается сторон ВС и CD;  
– окружность касается сторон AD и CD;  
– окружность касается сторон AB и AD. 

253. В окружность вписан прямо-
угольник ABCD, сторона AB которого 
равна a . Из конца K диаметра KР, парал-
лельного стороне АВ, сторона ВС видна 
под углом  . Найдите радиус окружно-
сти. 

Ответ. 
2 | cos |

a


. Указание. Рассмотрите 

два случая (рис. 124а,б). 

Квадрат и окружность 
254. Площадь квадрата ABCD равна 

16. Окружность проходит через вершину 
А и касается прямых ВС и CD. Найдите 
радиус этой окружности. 

Ответ: 4 2( 2 1)  или 4 2( 2 1) . 
Указание. Для диагонали AC AO OC   или 
4 2 2R R   (рис. 125а). Отсюда искомый 
радиус окружности равен 4 2( 2 1) . 

Второй случай рассмотрите самостоя-
тельно (рис. 125б). 

255. На окружности радиуса 5 распо-
ложены две смежные вершины квадрата. 
Расстояние между центрами квадрата и 
окружности равно 7. Вычислите сторону 
квадрата. 

Ответ: 6 или 8. Указание. Пусть сторона 
квадрата равна 2x . По 
условию (рис. 126) 

7 2EF FO   , 
FM EM EF    

2x  .  
По теореме о хордах  

AM MD FM MN   , 
где MN FN FM    

12 x  . Отсюда полу-
чаем уравнение  

2 ( 2)(12 )x x x    
или  

2 7 12 0x x   . 

256. На окружности радиуса R распо-
ложены две смежные вершины квадрата. 
Расстояние между центрами квадрата и 
окружности равно d. Вычислите сторону 
квадрата. 

Ответ: 
2 22

2
d R d  . Указание. См. . 

упражнение 255. 

257. Сторона квадрата ABCD равна 20. 
Проведена окружность с центром D ра-
диуса 4. Касательная, проведенная к этой 
окружности из вершины В, пересекает 
прямую CD в точке N. Найдите DN. 

Ответ: 5 или 20
3

. Указание. 1-й случай: 

пусть точка N лежит между С и D (рис. 127). 
Пусть DN x . Из прямоугольного треуголь-

ника DPN получаем 2 16PN x  . Из подо-
бия треугольников DPN и BCN имеем 
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DP PN
BC CN

  или 
24 16

20 20
x

x





. Полученное 

уравнение 23 5 100 0x x    имеет один по-
ложительный корень 5x  . 

2-й случай, когда точка N лежит на про-
должении СD за точку D, рассмотрите само-
стоятельно. 

258. Дан квадрат ABCD со стороной 7 
и окружность S с центром в точке А ра-
диуса 2. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся внешним образом окружности 
S, содержащейся внутри квадрата и ка-
сающейся двух его соседних сторон. 

Ответ: 3 или 16 9 2 . Указание. См. уп-
ражнение 252. 

259. (МИЭТ, 2000). Сторона квадрата 
равна a. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся стороны квадрата и окружно-
стей радиуса a с центрами в вершинах 
квадрата, принадлежащих одной из его 
сторон.  

Ответ: 
16
a  или 3

8
a , или 

6
a , или 

2
a . Ука-

зание. Использовать теорему: точка касания 
окружностей лежит на линии центров и 
расстояние между их центрами равно сумме 
радиусов при внешнем касании и разности – 
при внутреннем. Тогда, например, для пря-
моугольного треугольника AOE  (рис. 128) 

получаем уравнение 
2

2 2( )
2
aa r r      

 
, 

3
8
ar  . 

260. На двух смежных сторонах квад-
рата построены во внешнюю часть две 
полуокружности и к ним проведены каса-
тельные, параллельные диаметрам. Най-
дите радиус окружности, касающейся 
этих полуокружностей и указанных каса-
тельных, если сторона квадрата равна 2а. 

Ответ: 2(2 3)a  или 2а.  
Указание. В прямоугольном треугольнике 

1O KE  2 2 2(2 ) ( ) ( )a r a r a r      (рис. 129). 
Больший корень является посторонним. 

Трапеция и окружность 
261. Трапеция с основаниями 10 и 24 

вписана в окружность радиуса 13. Найди-
те высоту трапеции. 

Ответ: 7 или 17. Указание. См. «Посо-
бие», пример 18. 

262. В окружность радиуса 2 5  впи-
сана трапеция с основаниями 8 и 2 11.  
Найдите длину диагонали трапеции.  
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Ответ: 2 7 2 11  или 2 13 2 11 . 
Указание. Использовать теорему Пифагора в 
треугольниках ОСЕ, OFD, ACK (рис. 130а, б). 

1-й случай: центр окружности нахо-
дится внутри трапеции (рис. 130а).  

2-й случай: центр окружности нахо-
дится вне трапеции (рис. 130б).  

263. Трапеция ABCD с основаниями 
AD и ВС вписана в окружность с центром 
О. Найдите высоту трапеции, если ее 

средняя линия равна 5 и 
5sin .

13
AOB    

Ответ: 1 или 25. Указание. См. «Посо-
бие», пример 40. 

264. (ЕГЭ, 2010). В окружность радиу-

са 
2

53  вписана трапеция с основаниями 

3 и 4. Найдите расстояние от центра ок-
ружности до точки пересечения диагона-
лей трапеции. 

Ответ: 
14

29324  . Указание. 1-й случай: 

центр описанной окружности лежит внутри 
трапеции (рис. 131а).  

Расстояние от центра окружности до 
верхнего основания вписанной трапеции 

2 2

1
3 5 3 3

2 2
l

            
, расстояние от цен-

тра окружности до нижнего основания впи-

санной трапеции 
2

2
2

3 5 292
2 2

l
 

    
 

.  

Тогда высота трапеции 1 2
6 29

2
h l l 
    

и искомое расстояние равно 

1
3 3(6 29) 24 3 293
7 14 14

l h  
    . 

Второй случай, когда центр описанной 
окружности лежит вне трапеции (рис. 131б), 
рассмотрите самостоятельно. 

265. В окружность радиуса R вписана 
трапеция так, что расстояние от центра 
окружности до одного из ее оснований 
вдвое меньше соответствующего рас-
стояния до другого основания. Найдите 
периметр трапеции, если известно, что 
один из ее углов равен 60 . 

Ответ: 
11 7

7
R

. Указание. Из условия за-

дачи следует, что 30ABP    (рис. 132а). 
Обозначим OM x , тогда 2NO x , 3BP x , 
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3AP x . Из теоремы Пифагора для тре-

угольника OBN имеем 2 24BN R x  , из 

треугольника АОМ имеем 2 2AM R x  .  

Пусть центр описанной окружности лежит 
внутри трапеции. Используя равенство 
AP BN AM  , составим уравнение 

2 2 2 23 4x R x R x    . 

Отсюда 
2
Rx   и NO R  (противоречие). 

Аналогично не реализуется случай, когда 
2OM NO .  

Для случая, когда центр описанной ок-
ружности лежит вне трапеции (рис. 132б), 

получаем 3
2 7
Rx   и искомый периметр ра-

вен 
11 7

7
R

. 

266. Трапеция, боковые стороны кото-
рой равны 13 и 15, описана около окруж-
ности. Радиус окружности равен 6. Най-
дите основания трапеции. 

Ответ: 7; 21 или 12; 16. Указание. Ис-
пользовать свойство трапеции, описанной 
около окружности, и применить теорему Пи-
фагора (рис. 133).  

 

267. В описанной около окружности 
равнобокой трапеции основания относят-
ся как 3:5. Из вершины меньшего осно-
вания опущена высота на большее осно-
вание; точка H – основание высоты. Из 
точки H опущен перпендикуляр HE на бо-
ковую сторону трапеции. В каком отноше-
нии точка E делит боковую сторону? 

Ответ: 1:15 или 1:3. Указание. Пусть ос-
нования 5AD x  и 3BC x , тогда отрезки 

5 3
2

x xAH x
  , 

5 3 4
2

x xDH x
   (рис. 

134). Так как в трапецию вписана окруж-

ность, то 
5 3 4 .

2
x xAB x

    

Пусть точка Е лежит на стороне АВ. Из 

равенства 2AH AE AB  , получим 
4
xAE  , 

154
4 4
x xBE x   . Отсюда 

15 1:
4 4 15

AE x x
BE

  . 

Второй случай, когда точка Е лежит на 
стороне CD, рассмотрите самостоятельно. 

268. Периметр трапеции равен 112. 
Точка касания вписанной в трапецию ок-
ружности делит одну из боковых сторон 
на отрезки, равные 8 и 18. Найдите осно-
вания трапеции. 

Ответ: 14; 42 или 24; 32. Указание. Пусть 
BAD  – острый и ADC  – острый (рис. 
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135а). В этом случае 18AM   и 8BM  . Так 
как отрезки касательных 18AM AK  , 

8BM BN  , CN CT , DK DT , то 
112 16 36

2
CD  

   30 .  

Центр вписанной окружности лежит 
на пересечении биссектрис углов АВС и 
BAD, поэтому 90ABO OAB     и 

90AOB   .  

Пусть CT x , тогда 30DT x  . Из пря-
моугольного треугольника COD имеем 

2OT CT TD   или 212 (30 )x x  . Отсюда 
6x   или 24x   (не удовлетворяет условию, 

что ADC  – острый). Тогда 8 6 14BC    , 
18 (30 6) 42AD     . 

Пусть BAD  – тупой и ADC  – острый 
(рис. 135б). В этом случае 8AM   и 18BM  . 
Тогда 18 6 24BC    , 8 (30 6) 32AD     . 

269. (ЕГЭ, 2011). Периметр равнобед-
ренной трапеции равен 52. В трапецию 
вписана окружность радиуса 6. Прямая, 
проходящая через центр окружности и 
вершину трапеции, отсекает от трапеции 
треугольник. Найдите отношение площа-
ди этого треугольника к площади трапе-
ции. 

Ответ: 1
2

 или 162
299

. Указание. См. «По-

собие», пример 9. 

270. В равнобедренную трапецию с 
периметром 20 вписана окружность. Точ-
ка касания делит боковую сторону в от-
ношении 1:4. Прямая, проходящая через 
центр окружности и вершину трапеции, 
отсекает от трапеции треугольник. Най-
дите его площадь. 

Ответ: 10 или 128
11

. Указание. См. «По-

собие», пример 9. 

271. (ЕГЭ, 2012). Боковые стороны 
AB  и CD  трапеции ABCD  равны 7 и 24 
соответственно. Отрезок, соединяющий 
середины диагоналей, равен 12,5, средняя 
линия трапеции равна 27,5. Прямые AB  
и CD  пересекаются в точке M . Найдите 
радиус окружности, вписанной в тре-
угольник BMC . 

Ответ: 1,8 или 4,8. Указание. См. «Ре-
шебник», Глава 2, задача 12. 

272. В трапеции ABCD с основаниями 
10 и 30 боковые стороны АВ и CD равны 
20 и 24 соответственно. Прямые АВ и CD 
пересекаются в точке О. Найдите радиус 
окружности, описанной около треуголь-
ника ОВС. 

Ответ: 25
4

 или 75
4

. Указание. Использо-

вать подобие треугольников АОD и ВОС 
(рис. 136а), и формулу для радиуса описан-

ной окружности 
4
abcR

S
 .  

 
Для второго случая (рис. 136б) искомый 

радиус будет в три раза больше, чем в первом 
случае (см. подобие треугольников). 
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273. В трапеции длины боковых сторон 
равны 20 и 24, а длины оснований 30 и 10. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
меньшего основания трапеции и прямых, 
содержащих ее боковые стороны. 

Ответ: 3 или 8. Указание. См. предыду-
щую задачу. Использовать формулы для ра-

диуса вписанной окружности 
Sr
p

  и вне-

вписанной окружности a
Sr

p a



. 

274. В трапеции ABCD с основаниями 
AD и ВС известны длины сторон: 

13AB  , 4BC  , 13CD  , 14AD  . 
Найдите радиус окружности, касающейся 

двух сторон этой трапеции и диагонали. 

Ответ: 4 или 
3
2

. Указание. Длины отрез-

ков 9AH  , 5HD , 2 213 5 12CH    , 
2 29 12 15AC    (рис. 137). Радиус окруж-

ности, вписанной в треугольник АВС, равен 
0,5 4 12 3

16 2
ABC

ABC

S
p

 
  . 

Второй случай, когда окружность вписана 
в треугольник AСD, рассмотрите самостоя-
тельно. 

275. В прямоугольной трапеции с ос-
нованиями 18 и 32 тангенс острого угла 

равен 
12
7

. Найдите радиус окружности, 

которая касается одного из оснований, 
меньшей боковой стороны и диагонали 
трапеции. 

Ответ: 6 или 8. Указание. Длины отрез-
ков (рис. 138) 18AH BC  , 32 18 14HD   , 

1214 24
7

AB CH    , 2 224 18 30AC    . 

Радиус окружности, вписанной в прямо-
угольный треугольник АВС, равен 
24 18 30 6

2
 

 . 

2-й случай, когда окружность вписана в 
треугольник ABD, рассмотрите самостоя-
тельно. 

276. (МИОО, 2009). Дана трапеция 
ABCD, основания которой 44BC  , 

100AD  , а боковые стороны 
35AB CD  . Окружность, касающаяся 

прямых AD и АС, касается стороны CD в 
точке K. Найдите длину отрезка СK. 

Ответ: 5 или 30. 

 
Рис. 139а 

H

K

N D

CB

A

 
Рис. 136б 

A

CB

D

30

O

24

10

20

 
Рис. 137 

A

CB

D

4

59

1215
1313

H

 
Рис. 138 

A

CB

D

30

18

14

24

18

24

H



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

89 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

Указание. Найдем (100 44) :2 28AN    , 

44 28 72CH    , 2 235 28 21AH    , 
2 221 72 75AC    . 

1-й случай: окружность вписана в тре-
угольник АCD (рис. 139а). Искомый отрезок 
касательной 105 100 5ACDCK p AD     . 

2-й случай: для треугольника АCD окруж-
ность является вневписанной (рис. 139б). Ис-
комый отрезок касательной CK   

105 75 30ACDp AC     . 

277. (МИОО, 2010). Окружность S ра-
диуса 12 вписана в прямоугольную тра-
пецию с основаниями 28 и 21. Найдите 
радиус окружности, которая касается ос-
нования, большей боковой стороны и ок-
ружности S. 

Ответ: 3 или 4
3

. Указание. Из подобия 

треугольников 1 1H O D  и HOD  следует 

1 1 1H O O D
HO OD

  или 1 18
12 20
r r
  (рис. 140). От-

сюда 1 3r  . Из подобия треугольников 

2 1O CE  и OCE  следует 2 2O E O C
OE OC

  или 

2 23
12 15
r r
 .  

Отсюда 2
4
3

r  .  

278. Окружность S радиуса 24 вписана 
в равнобедренную трапецию с основа-
ниями 36 и 64. Найдите радиус окружно-
сти, которая касается основания, боковой 
стороны и окружности S. 

Ответ: 4 или 6. Указание. Найти 

64:2 32KD   , 2 224 32 40OD     (рис. 
141). Рассмотреть случай, когда окружность 
касается большего основания. Из подобия 
треугольников OMD и 1ONO  имеем пропор-

цию 
1

OM OD
ON OO

  или 24 40
24 24x x


 

. Отсюда 

искомый радиус 6x  . 

Второй случай, когда окружность касается 
меньшего основания, рассмотрите самостоя-
тельно. 

279. Площадь равнобедренной трапе-
ции, меньшее основание и высота равны 
120, 9 и 8 соответственно. Прямая, па-
раллельная ее основаниям, делит боко-
вую сторону в отношении 5:3, считая от 
большего основания. Найдите длину от-
резка, отсекаемого на этой прямой ок-
ружностью, вписанной в треугольник, 
образованный диагональю трапеции, ее 
основанием и боковой стороной. 

Ответ: 2 10  или 2 3 . Указание. Ис-
пользуя формулу площади трапеции, нахо-
дим большее основание трапеции, которое 
равно 21. Диагональ трапеции равна 17, бо-
ковая сторона – 10.  

Радиус окружности, вписанной в тре-

угольник АCD, равен 0,5 21 8 7
24 2

S
p

 
   (рис. 

142). Отрезок РН равен 5 5
8

FH  , тогда от-
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резок PQ равен 72 5 2
2
   . Пусть искомый 

отрезок 2MN x , тогда по свойству пересе-
кающихся хорд имеем 2PH PQ MP   или 

25 2 x  . Отсюда 10x   и 2 10MN  . 

Второй случай, когда окружность вписана 
в треугольник АВС, рассмотрите самостоя-
тельно. 

280. (Санкт-Петербургский ун-т, 
1980). Основания равнобедренной трапе-
ции равны а и b ( )b a , острый угол при 
вершине равен  . Найдите радиус ок-
ружности, проходящей через две верши-
ны трапеции и касающейся ее оси сим-
метрии. 

Ответ: 2

2 sin
4cos

a b ab  


. Указание. Ось 

симметрии равнобедренной трапеции – пря-
мая KN , проходящая через середины осно-
ваний. Тогда окружность проходит через 
вершины, лежащие на одной боковой сторо-
не. Центр окружности находится на середин-
ном перпендикуляре боковой стороны. Пусть 

это будет сторона cos
2

b aCD 
    (рис. 

143).  
Продолжим CD  до пересечения с осью 

симметрии в точке F :  

tg
2
aFN   , 

2cos
aFC 


, 
2cos

bFD 


. 

1-й случай: пусть точка касания E  лежит 
на оси симметрии выше точки F . Тогда по 
теореме о секущей и касательной 

2EF FC FD  . Отсюда 
2cos

abEF 


. 

tg
2cos 2

ab aEN EF FN    


. 

Пусть искомый радиус равен r , центр ок-
ружности находится в точке O . 

В прямоугольном треугольнике CHO : 

tg
2cos 2

ab aCH EN   


, OH OE EH  

2
ar  , CO r , 2 2 2CO CH HO  : 

2 2
2 tg

2cos 2 2
ab a ar r

              
. 

Отсюда 2

2 sin
4cos

a b abr   



. 

Второй случай рассмотрите самостоя-
тельно. 

281. Около окружности радиуса r  
описана равнобочная трапеция, периметр 
которой равен p2 . Найдите большее ос-
нование трапеции. 

Ответ. 
2 216
2

p p r   при rp 4 ; при 

rp 4  трапеция превращается в квадрат. 
Указание. Свойство описанного четырех-
угольника: суммы противоположных сторон 
равны, т.е. сумма оснований и сумма боко-
вых сторон равны p . Высота трапеции равна 

2r , 
2

24
2 4

b a p r
   и a b p  . 

282. В окружность радиуса R вписана 
трапеция. Прямые, проходящие через 
концы одного основания параллельно бо-
ковым сторонам, пересекаются в центре 
окружности. Боковая сторона видна из 
центра под углом  . Найдите площадь 
трапеции.  
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Ответ: Если 
3


 , то два решения 

2 sin 1 sin
2

R    
 

; если 

3

, то одно 







 


2
sin1sin2R . Указание. Отрезки, от-

секаемые окружностью на прямых, проходя-
щих через концы одного основания парал-
лельно боковым сторонам и пересекающихся 
в центре окружности, – диаметры. 

Шестиугольник и окружность 
283. (ЕГЭ, 2012). Точка О – центр пра-

вильного шестиугольника ABCDEF, в ко-
тором 10,5АС  . Найдите радиус ок-
ружности, касающейся окружностей, 
описанных около треугольников АОВ, 
COD и EOF. 

Ответ: 7 или 3. Указание. Меньшая диа-
гональ правильного шестиугольника равна 

3АС AB . Отсюда сторона данного шес-
тиугольника (данных равносторонних тре-

угольников) равна 
7 3

2
АB  .  

Радиусы окружностей, описанных около 

этих треугольников, равны 
7 3 3 7

2 3 2
  . 

1-й случай: искомая окружность касается 
всех трех данных окружностей внутренним 
образом (рис. 144а). Если OK, OL и OM – 
диаметры данных окружностей, перпендику-
лярных сторонам АВ, CD и FE соответствен-
но, то искомая окружность с центром О и 
радиусом 7 касается данных окружностей в 
точках K, L, M. 

2-й случай: искомая окружность с центром 
Q радиуса х касается внутренним образом 
описанной окружности треугольника COD и 
внешним образом описанных окружностей 

треугольников АОВ и EOF (рис. 144б). Пусть 
точка Р – основание перпендикуляра, опу-
щенного из центра N описанной окружности 
треугольника АОВ на прямую OL. Тогда 

7 3
2 4

OBNP   ,  

7 7sin sin30
2 4

OP ON ONP       , 

7OQ OL QL x    , 
7 357
4 4

PQ OP OQ x x       , 

7
2

QN x  . 

Используя теорему Пифагора в треуголь-
нике PQN, составим уравнение 

22 27 35 7 3
2 4 4

x x
                   

. Отсюда 3x  . 

284. Точка О – центр правильного 
шестиугольника ABCDEF со стороной 4. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
окружностей, вписанных в четырех-
угольники АВOF, CDOB и EFOD. 

Ответ: 2 3 . Указание. Рассмотреть 
два случая касания: внешним образом, внут-
ренним образом (рис. 145). 
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Касающиеся окружности 

285. Окружность S  с центром в вер-
шине прямого угла прямоугольного тре-
угольника касается окружности, вписан-
ной в этот треугольник. Найдите радиус 
окружности S , если известно, что катеты 
треугольника равны 5 и 12. 

Ответ: 2( 2 1) . Указание. Использо-
вать теорему: точка касания окружностей 
лежит на линии центров и расстояние меж-
ду их центрами равно сумме радиусов при 
внешнем касании и разности – при внутрен-
нем. Радиус окружности, вписанной в прямо-

угольный треугольник, равен 5 12 13 2
2

 
 .  

1-й случай: пусть окружность S  касается 
вписанной окружности внешним образом 
(рис. 146). Из прямоугольного треугольника 

СОМ имеем 2 2
cos 45

COOM  


. Значит, 

2 2 2CK CO OK    . 

2-й случай, когда окружность S  касается 
вписанной окружности внутренним образом, 
рассмотрите самостоятельно. 

286. (МИОО, 2010). Дана окружность 
радиуса 4 с центром в точке O, располо-
женной на биссектрисе угла, равного 60°. 
Найдите радиус окружности, вписанной в 
данный угол и касающейся данной ок-
ружности, если известно, что расстояние 
от точки O до вершины угла равно 10. 

Ответ: 2 или 14, или 6, или 
14
3

. Указа-

ние. 1-й случай: пусть искомая окружность с 
центром 1O  радиуса х касается внешним об-
разом данной окружности, причем точка 1O  
лежит между А (вершина угла) и О (рис. 147). 
Так как 1 30BAO   , то 1 2AO x . Исполь-

зуя равенство 1 1AO AO O O  , составим 
уравнение 10 2 ( 4)x x   , 2x  . 

Остальные случаи рассмотрите самостоя-
тельно. 

287. (ЕГЭ, 2011). Дана окружность ра-
диуса 4 с центром в точке O, располо-
женной на биссектрисе угла, равного 60°. 
Найдите радиус окружности, вписанной в 
данный угол и касающейся данной ок-
ружности внешним образом, если извест-
но, что расстояние от точки O до верши-
ны угла равно 10. 

Ответ: 2 или 14. Указание. См. . упраж-
нение 286. 

288. Окружности радиусов R и r 
)( rR   касаются внешним образом. К 

ним проведена общая внешняя касатель-
ная; А и В – точки касания. Найдите ра-
диус окружности, касающейся внешним 
образом данных окружностей и касаю-
щейся прямой АВ. 

Ответ: 2( )
R r

R r
. Указание. Использо-

вать опорную задачу: отрезок общей внеш-
ней касательной к двум касающимся окруж-
ностям радиусов 1r  и 2r  равен 1 22 r r . См. 
«Решебник», Глава 3, задача 9. 

289. Две окружности радиусов R  и r  
( )R r  касаются в точке А. Определите 
сторону равностороннего треугольника, 
одна из вершин которого находится в 
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точке А, а две другие лежат на разных 
окружностях. 

Ответ: 
2 2

3Rr
R Rr r 

 или 
2 2

3Rr
R Rr r 

. 

Указание. См. предыдущую задачу. 

290. Две окружности радиусов R и r 
)( rR   касаются. Найдите радиус треть-

ей окружности, касающейся первых двух 
окружностей и прямой, проходящей че-
рез центры данных. 

Ответ: 2

4 ( )
( )
R r R r

R r



 или 2

4 ( )
( )
R r R r
R r




.  

Указание. Выразить площадь треугольни-
ка 1 2O O O  двумя способами:  

по формуле 
1 2 1 2

1
2O O OS O O x    

и 
по формуле Герона (полупериметр равен 

R r x   в случае рис. 148а и R  в случае рис. 
148б). 

291. Окружности радиусов 3 и 8 каса-
ются друг друга. Через центр одной из 
них проведены две прямые, каждая из 
которых касается другой окружности 
(точки  A и B – точки касания). Найдите 
расстояние между точками A и B. 

Ответ: 24 7
11

 или 16 57
11

, или 4,8.  

Указание. 1-й случай: пусть окружности 
касаются внешним образом, касательные 
проведены из центра большей окружности 
(рис. 149а). Проведем радиусы из центра 1O  
в точки касания. В прямоугольном треуголь-
нике 1 2O AO  находим катет 

2 2
2 (3 8) 3 4 7AO     . Высота АС, опу-

щенная на гипотенузу 1 2OO , равна 

3 4 7 12 7
11 11


 . Тогда 24 7
11

AB  . 

Второй случай, когда окружности касают-
ся внешним образом и касательные проведе-
ны из центра меньшей окружности (рис. 
149б), рассмотрите самостоятельно. 

Третий случай, когда окружности касают-
ся внутренним образом и касательные прове-
дены из центра большей окружности (рис. 
149в), рассмотрите самостоятельно. 
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292. Две окружности радиусов R  и r  
касаются внешним образом в точке A. На 
окружности радиуса r  взята точка В, 
диаметрально противоположная точке А, 
и в этой точке проведена касательная l. 
Найдите радиус окружности, касающейся 
двух данных окружностей и прямой l. 

Ответ: R r  или ( )r R r
R
 . Указание. 1-й 

случай: пусть искомая окружность касается 
прямой l в точке В (рис. 150а). Поэтому ее 
радиус равен R r .  

2-й случай: пусть искомая окружность с  
центром 3O  радиуса x  касается прямой l 
в точке C B  (рис. 150б). Стороны тре-
угольника 1 2 3O O O  равны 1 2O O R r  , 

1 3O O r x  , 2 3O O R x  . Высота тре-
угольника 1 2 3O O O  равна 3 2O H CB rx  , 

а площадь 1 2 3
1 ( )
2

S O O O H R r rx    .  

С другой стороны по формуле Герона 
площадь треугольника 1 2 3O O O  равна 

( )R r x R r x     . Приравнивая площа-
ди, получаем уравнение с решением 

( )r R rx
R


 . 

293. Через центры двух равных ка-
сающихся окружностей радиуса r  прове-
дена окружность радиуса 2r . Из некото-
рой точки, находящейся на последней 
окружности, описана окружность, каса-
тельная к первым двум. Найдите ее ради-
ус. 

Ответ: ( 6 2 1)r   . Указание. На ри-
сунке 151 представлены четыре возможные 
окружности – с центрами в точках А (две 
концентрические) и D (две концентриче-
ские).  

Рассмотрим одну окружность с центром в 
точке А и радиуса AK x . Из прямоуголь-
ных треугольников АСЕ и FCE получим  

2 2 2 2 2( )AC AE EC AF FE EC     . 

Так как AC AK KC x r    , 2 ,AF r  
2 2 2 24 3,EF FC EC r r r      то  

2 2 2( ) (2 3)x r r r r    . 

Отсюда 2 2( ) (8 4 3)x r r   ,  
2 2 2( ) ( 6 2)x r r   , ( 6 2),x r r    

( 6 2 1)x r   . 
Остальные случаи рассмотрите самостоя-

тельно. 

294. В окружности, радиус которой 
равен 10, проведена хорда 12.AB   Точ-
ка С лежит на хорде АВ так, что 

: 1:3.AC BC   Найдите радиус окружно-
сти, касающейся данной окружности и 
касающейся хорды АВ в точке С. 

Ответ: 0,75 или 6,75. Указание. См. «Ре-
шебник», Глава 3, задача 8. 
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295. (МИЭТ, 2003). Две окружности 
касаются внешним образом. Прямая ка-
сается первой окружности в точке M и 
пересекает вторую окружность в точках 
A и B. Найдите радиус первой окружно-
сти, если известно, что 12AB , 6MB , 
а радиус второй окружности равен 10.  

Ответ: 3 или 27. Указание. Условию за-
дачи удовлетворяют два случая: центры ок-
ружностей расположены по одну сторону от 
прямой или – по разные. Задача сводится к 
составлению и решению уравнения

2 2 2( 10) (8 ) 12r r     (рис. 152а,б). 

296. (МИЭТ, 2003). Две окружности 
касаются внутренним образом. Хорда AB 
большей окружности касается меньшей 
окружности в точке M. Найдите радиус 
меньшей окружности, если известно, что 
длины отрезков 28AM , 4MB , а ра-
диус большей окружности равен 20.  

Ответ: 7 или 1,75. Указание. См. . уп-
ражнение 295. 

297. Окружности 1S  и 2S  радиусов 16 
и 9 соответственно касаются в точке A . 
Через точку B, лежащую на окружности 

1S , проведена прямая, касающаяся ок-
ружности 2S  в точке M. Найдите BM, ес-
ли известно, что 4AB  . 

Ответ: 5 или 7 . Указание. См. «Пособие», 
пример 31. 

298. Отношение радиусов окружно-
стей 1S  и 2S , касающихся в точке В, рав-
но k ( 1)k  . Из точки А, лежащей на ок-
ружности 1S , проведена прямая, касаю-
щаяся окружности 2S  в точке С. Найдите 
АС, если известно, что хорда, высекаемая 
окружностью 2S  на прямой АВ, равна b. 

Ответ: 2b k k . Указание. См. «Пособие», 
пример 31. 

299. (МИОО, 2010). На стороне пря-
мого угла с вершиной A  взята точка О, 
причем 7AO . С центром в точке О 
проведена окружность S радиуса 1. Най-
дите радиус окружности, вписанной в 
данный угол и касающейся окружности S. 

Ответ: 4 или 12. Указание. Использовать 
теорему: точка касания окружностей ле-
жит на линии центров и расстояние между 
их центрами равно сумме радиусов при 
внешнем касании и разности – при внутрен-
нем.  

Тогда, искомые радиусы находятся из 
уравнения 2 2 2( (7 )) ( 1)r r r      (рис. 153). 

300. Окружность S проходит через 
вершину C прямого угла и пресекает его 
стороны в точках, удаленных от вершины 
C на расстояния 6 и 8. Найдите радиус 
окружности, вписанной в данный угол и 
касающийся окружности S. 

Ответ: 4 или 24. Указание. Пусть окруж-
ность S с центром О и радиуса R пересекает 
стороны данного прямого угла в точках А и 
В, 8AC  , 6BC  , искомая окружность с 
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центром Q радиуса r касается сторон данного 
угла АС и ВС в точках N и K соответственно, 
а окружность S – в точке М (рис. 154а,б).  

Радиус окружности S, описанной около 

треугольника АВС, равен 1 5
2

R AB  . Пусть 

ОН – перпендикуляр, опущенный на прямую 
ВС, тогда  

1 4
2

OH AC   и 1 3
2

CH BC  . 

Так как 45QCK   , то CK QK r  . 
Пусть QF OH , тогда | 3|QF KH r   , 

| | | | | 4 |OF OH FH OH QK r      . 

Если окружности касаются внутренним 
образом, то 5OQ OM QM r    . 
Для прямоугольного треугольника OFQ, 
используя теорему Пифагора, имеем 
уравнение 

2 2 2(5 ) (4 ) ( 3)r r r     , 4r  . 

Случай внешнего касания рассмотрите 
самостоятельно. 

301. Окружности радиусов 2 и 1 каса-
ются в точке А. Найдите сторону равно-
стороннего треугольника, одна из вершин 
которого находится в точке А, а две дру-
гие лежат на разных окружностях. 

Ответ: 2 или 2 21
7

. Указание. 1-й слу-

чай: пусть окружности касаются внешним 
образом (рис. 155а). Обозначим искомую 
сторону равностороннего треугольника через 
а. Пусть 1O AB   , 0 90     , тогда 

2 120O AC     . Из равнобедренного тре-
угольника 1O AB  по теореме синусов нахо-
дим 12 cos 4cosa O B    . Аналогично из 
треугольника 2O AC  получаем  

22 cos(120 ) 2cos(120 )a O C        

cos 3sin cos        
2

23 1 cos 3 1
4 16
a a

         . 

Отсюда 25 3 16a a   , 2 225 3(16 )a a  , 

2 21
7

a  . 

Второй случай, когда окружности касают- 
ся внутренним образом (рис. 155б), рассмот-
рите самостоятельно. 
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302. В прямоугольном секторе АОВ из 
точки В как из центра проведена дуга ОС 
(С – точка пересечения этой дуги с дугой 
АВ) радиуса ВО. Окружность 1S  касается 
дуги АВ, дуги ОС и прямой ОА, причем 
точки касания различны, а окружность 

2S  касается дуги АВ, прямой ОА и ок-
ружности 1S  (точки касания также по-
парно различны). Найдите отношение ра-
диуса окружности 1S  к радиусу окруж-
ности 2S . 

Ответ: 
4(2 3) .

3


 Указание. См. «Пособие», 

пример 25, или «Решебник», Глава 4, задача 8.  

303. Угол ABC равен 60 , причем 
aBCAB  . Окружность 1S  касается 

AB в точке A, а окружность 2S  касается 
BC в точке C, кроме того, эти окружности 
касаются внешним образом. Найдите ра-
диусы этих окружностей, если известно, 
что их отношение равно двум. 

Ответ: 35 3 3
4

a  и 35 3 3
2

a , или 

3
6

a  и 3
3

a , или 3
3

a  и 2 3
3

a , или 

35 3 3
4

a  и 35 3 3
2

a .  

Указание. 1-й случай: пусть центры обеих 
окружностей лежат внутри угла (рис. 156а). 
Пусть 1O A AB , 2O C BC , 1 2O A O C K  . 
Так как ABK CBK   , то  

30ABK CBK     и 3
3

aAK CK  . 

Пусть 2O C r , тогда 1 2O A r , 

1
3 2

3
aO K r  , 2

3
3

aO K r  . Используем 

теорему косинусов в треугольнике 1 2O O K : 

2 2

2 3 39 2
3 3

a ar r r
   

          
   

3 32 2 cos120 .
3 3

a ar r
  

       
  

 

Отсюда 35 3 3
4

a . 

Остальные три случая расположения цен-
тров окружностей относительно сторон дан-
ного угла (рис. 156б, 156в, 156г) рассмотрите 
самостоятельно. 
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Пересекающиеся окружности 
304. Две окружности пересекаются в 

точках А и В. Через точку А проведены 
диаметры АС и AD этих окружностей. 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, если 6BD  , 14BС  . 

Ответ: 4 или 10. Указание. См. «Посо-
бие», пример 6. 

305. Окружности радиусов 25 и 30 пе-
ресекаются в точках А и В. Найдите рас-
стояние между центрами окружностей, 
если 48AB  . 
Ответ: 25 или 11. Указание. См. «Пособие», 
пример 33. 

306. (МИОО, 2012). Две окружности 
пересекаются в точках A и B. Через точку A 
проведены диаметры AC и AD этих окруж-
ностей. Найдите расстояние между цен-
трами окружностей, если 3BD  , 7BC  . 

Ответ: 2 или 5. Указание. См. «Пособие», 
пример 6. 

307. Две окружности пересекаются в 
точках A и B. Через точку A проведены 
диаметры AC и AD этих окружностей. 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей, если BC a , BD b . 

Ответ: 
2

a b  или | |
2

a b . Указание. См. 

упражнение 306. 

308. Расстояние между центрами двух 
окружностей равно 20, длина радиуса одной 
из них равна 10. Окружности пересекаются 
в точках А и В, причем 12AB  . Найдите 
длину радиуса второй окружности. 

Ответ: 6 5  или 2 205 . Указание. Рас-
смотреть два случая расположения центров 
окружностей относительно AB (рис. 157а,б). 

309. (МИОО, 2010). Расстояния от 
общей хорды двух пересекающихся ок-
ружностей до их центров относятся как 
2:5. Общая хорда имеет длину 2 3 , а ра-
диус одной из окружностей в два раза 
больше радиуса другой окружности. 
Найдите расстояние между центрами ок-
ружностей. 

Ответ: 3 или 7. Указание. См. предыду-
щие упражнения. 

310. Окружности с центрами О1 и О2 
пересекаются в точках А и В. Известно, 
что 1 90АО В   , 2 60АО В   , 

1 2 3 1О О   . Найдите длины радиусов 
окружностей. 

Ответ: 2 ; 2 или 2(2 3) ; 2(2 3) . 
Указание. См. «Пособие», пример 34. 

311. Общая хорда двух окружностей 
служит для одной из них стороной впи-
санного квадрата, а для другой – сторо-
ной правильного вписанного шести-
угольника. Найдите расстояние между 
центрами окружностей, если радиус 
меньшей из них равен r. 

Ответ: ( 3 1)
2

r   или ( 3 1)
2

r  . Указа-

ние. См. предыдущие упражнения. 

312. (МИОО, 2010). Две окружности, 
касающиеся прямой в точках A  и В, пе-
ресекаются в точках C и D, причем 

8AB , 15CD . Найдите медиану СЕ 
треугольника АВС. 

Ответ: 16 или 1. Указание. Продолжить 
хорду CD  до пересечения с данной прямой и 
применить теорему о секущей и касательной. 
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Рис. 159 

O
3

2
3

313. (ЕГЭ, 2013). Окружность радиуса 
6 2  вписана в прямой угол. Вторая ок-
ружность также вписана в этот угол и пе-
ресекается с первой в точках M и N. Из-
вестно, что расстояние между центрами 
окружностей равно 8. Найдите MN. 

Ответ: 4 2  или 4 14 . Указание. Найти 
радиус второй окружности ( 2 2 или 10 2 ), 
учитывая, что центры окружностей лежат на 
биссектрисе прямого угла. Зная стороны тре-
угольника, образованного радиусами окруж-
ностей и отрезком между центрами, найти 
его высоту (половину искомой хорды). 

314. (ЕГЭ, 2012). Угол С треугольника 
АВС равен 60 , D – отличная от А точка 
пересечения окружностей, построенных 
на сторонах АВ и АС как на диаметрах. 
Известно, что : 2 :3DB DC  . Найдите 
угол А. 

Ответ. 5 93arcsin
62  или 93arcsin

62
. Ука-

зание. См. «Решебник», Глава 2, задача 5. 

315. (ЕГЭ, 2012). Угол С треугольника 
АВС равен 30 , D – отличная от А точка 
пересечения окружностей, построенных 
на сторонах АВ и АС как на диаметрах. 
Известно, что : 2 :5DB DC  . Найдите 
синус угол А. 

Ответ. 3 111
74

 или 7 111
74

. Указание. 

См. «Решебник», Глава 2, задача 5. 

316. (МГУ, 1984, аналог). Две окруж-
ности радиусов 8 и 6 пересекаются в точ-
ках A  и В. Через центры 1O  и 2O  окруж-
ностей проведена прямая; 1C  и 2C  – две 
из четырех точек пересечения этой пря-
мой с окружностями, причем точка 1C  
лежит на окружности с центром 1O , а 
длина отрезка 21CC  больше 16. Найдите 
расстояние между точками 1O  и 2O , если 
произведение площадей треугольников 

AOC 11  и BOC 22  равно 336. 

Ответ: 6 2 2 . Указание. Общая хорда 
двух окружностей перпендикулярна линии 
центров и делится ею пополам. Пусть 

2AB h  (рис. 158а,б). Тогда 
1 1C O AS   

1 1
1 4
2

AF C O h     и 
2 2 2 2

1
2C O BS BF C O     

3h . Отсюда 212 336h  , 2 28h   и  

2 2
1 1 6O F O A h   , 

2 2
2 2 8FO O A h   . 

Тогда 1 2 1 2O O O F O F   (рис. 158а и 158б). 

317. (ФЦТ, 2012). Радиусы окружно-
стей 1S  и 2S  с центрами 1O  и 2O  равны 1 
и 7 соответственно, расстояние между 
точками 1O  и 2O  равно 5. Хорда АВ ок-
ружности 2S  касается окружности 1S  в 
точке М, причем точки 1O  и 2O  лежат по 
одну сторону от прямой АВ. Найдите 
длину отрезка АВ, если известно, что 

: 1:6AM MB  . 

Ответ: 7 3,  или 7 143
6

. Указание. См. 

«Решебник», Глава 3, задача 5. 

Непересекающиеся окружности 
318. Найдите радиус 

окружности, касающейся 
двух концентрических 
окружностей радиусов 3 
и 5. 

Ответ: 1 или 4. Указа-
ние. См. рис. 159. 

319. (МИОО, 2010). Найдите длину 
отрезка общей касательной к двум 
окружностям, заключенного между 
точками касания, если радиусы 
окружностей равны 23 и 7, а расстояние 
между центрами окружностей равно 34. 
Ответ: 16 или 30. Указание. См. «Пособие», 
пример 29. 

320. (МИОО, 2010). Расстояние между 
центрами окружностей радиусов 1 и 9 

 
 а б 

Рис. 158 

B

A
O2

O1

C2

C1 F8
6

B

A

O2O1

C2

C1

F



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Планиметрические задачи с неоднозначностью в условии (многовариантные задачи) 

100 
23.05.2013. http://www.alexlarin.net/ 

равно 17. Третья окружность касается 
обеих окружностей и их общей внешней 
касательной. Найдите радиус третьей ок-
ружности. 

Ответ: 
225
64

 или 
225
16

, или 
225
4

, или 
25
4

. 

Указание. Использовать опорную задачу: 
отрезок общей внешней касательной к двум 
касающимся окружностям радиусов 1r  и 2r  

равен 1 22 r r . 
Длина общей внешней касательной дан-

ных окружностей равна 

2 2 2 2( ) 17 (9 1) 15AB a R r       . 

Пусть x  – радиус искомой окружности, С, 
А, В – точки касания искомой окружности, 
данных окружностей с данной общей внеш-
ней касательной соответственно (рис. 
160а,б). Тогда для касающихся окружностей 
длины общих внешних касательных равны  

2 2AC rx x  ,  
2 6BC Rx x  . 

1-й и 2-й случаи (рис. 160а): пусть искомая 
окружность касается данных окружностей 
внешним образом и точка С лежит между А и 
В, тогда AC CB AB   или 2 6 15x x  . 

Отсюда 
225
64

x  .  

Если точка А лежит между С и В, то 
CB AC AB   или 6 2 15x x  . Отсюда 

225
16

x  .  

3-й и 4-й случаи (рис. 160б). При внутрен-
нем касании искомой окружности с одной из 

данных окружностей получаем 
25
4

x   или 

225
4

x  . 

321. (МИОО, 2010). Расстояние между 
центрами окружностей радиусов 1 и 9 
равно 17. Третья окружность касается 
обеих окружностей и их общей внутрен-
ней касательной. Найдите радиус третьей 
окружности. 

Ответ: 
189

4
 или 

21
4

.  

Указание. Использовать формулу длины 
общей внутренней касательной 

2 2( )AB a R r   , 
где a   расстояние между центрами, а ,R r   
радиусы окружностей, и рассмотреть два 
случая расположения искомой окружности 
относительно касательной (рис. 161а,б). 
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Рис. 162а 
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322. Даны две окружности радиусов 3 
и 4. Расстояние между их центрами равно 
25. К этим окружностям проведена общая 
внутренняя касательная. Найдите радиус 
окружности, касающейся общей внут-
ренней касательной и обеих данных ок-
ружностей. 
   Ответ: 36 или 48. Указание. См. «Посо-
бие», пример 5. 

Три окружности 
323. Найдите радиусы трех попарно ка-

сающихся окружностей с центрами в вер-
шинах треугольника со сторонами 8, 9 и 10. 

Ответ: (4,5; 3,5; 5,5), (13,5; 5,5; 3,5),  
(5,5; 13,5; 4,5), (3,5; 4,5; 13,5). Указание. 
Пусть 8AB  , 9BC   и 10AC  .  

1-й случай: пусть окружности касаются 
внешним образом (рис. 162а). Если окруж-
ность с центром С имеет радиус х, то после-
довательно получаем окружность с центром  
В радиуса 9 x , окружность с центром А ра-
диуса 1x . 

Так как AC AE EC  , то получаем 
уравнение 1 10x x   . Отсюда 5,5x  . 
Следовательно, находим радиусы окружно-
стей (3,5; 4,5; 5,5).  

2-й случай: окружность с центром А каса-
ется окружностей с центрами В и С внутрен-
ним образом, окружности с центрами В и С 
касаются внешним образом (рис. 162б).  

Если радиус окружности с центром А ра-
вен х, то радиусы окружностей с центрами В 
и С будут соответственно равны 8x   и 

10x . Так как 9BC  , то 
( 8) ( 10) 9x x    . Отсюда 13,5x  . Радиу-
сы окружностей равны (3,5; 5,5; 13,5). Ос-
тальные случаи рассмотрите самостоятельно. 

324. Точка В – середина отрезка АС, 
причем 6AC . Проведены три окруж-
ности радиуса 5 с центрами А, В и С. 
Найдите радиус четвертой окружности, 
касающейся всех трех данных. 

Ответ: 
20
9

 или 
10
9

. Указание. См. рис. 

163. Использовать теорему: точка касания 
окружностей лежит на линии центров и 
расстояние между их центрами равно сумме 
радиусов при внешнем касании и разности – 
при внутреннем.  

Тогда, например, для треугольника AOC  
медиана 5OB r  , стороны 5AO r  , 

5OC r   и 6AC  . Из формулы для ме-
дианы получаем уравнение  

2 2 2 24(5 ) 2(5 ) 2(5 ) 6r r r      . 

Отсюда 
9

10
r  . 

325. Дан отрезок длины 20. Три ок-
ружности радиуса 4 имеют центры в кон-
цах отрезка и в его середине. Найдите 
радиус четвертой окружности, касаю-
щейся трех данных. 

 
Рис. 163 
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Ответ: 6,25 или 12,5. Указание. Пусть х – 
радиус искомой окружности, тогда 

1 4 4O O x  , 4 2 4O O x   (рис. 164а). В 
прямоугольном треугольнике 1 4 2O O O  имеем 

2 2 2( 4) ( 4) 10x x    . Отсюда 6,25x  . 

Второй случай (рис. 164б) рассмотрите 
самостоятельно. 

Другие симметричные расположения ис-
комой окружности приводят к тем же резуль-
татам. 

326. Три окружности радиуса r попар-
но касаются друг друга. Найдите радиус 
окружности, касающейся всех этих ок-
ружностей. 

Ответ: 2 1
3

r  
  
 

. Указание. Использо-

вать теорему: точка касания окружностей 
лежит на линии центров и расстояние меж-
ду их центрами равно сумме радиусов при 
внешнем касании и разности – при 
внутреннем (рис. 165). 

327. Дан отрезок а. Три окружности 
радиуса R имеют центры в концах отрез-
ка и в его середине. Найдите радиус чет-
вертой окружности, касающейся трех 
данных. 

Ответ: Если 
4 2
a aR  , то одно решение 

2

16
a

R
; если 

4
0 aR   или 

2
aR  , то два 

R
a

16

2

 

или 
R

a
8

2

. Указание. Пусть О и r – центр и 

радиус четвертой окружности соответствен-
но. Расстояния от О до А, В и С равно R x  
или || xR  . Рассмотрите случаи: 1) два рас-
стояния равны R x , одно равно || xR  ; 2) 
два расстояния равны || xR  , одно R x . 

328. В полукруг радиуса R  вписаны 
два круга, касающиеся друг друга, полу-
круга и его диаметра. Радиус одного из 
кругов равен r . Найдите радиус другого 
круга. 

Ответ:  2
2 3 2 8( 2 )

( 2 )
Rr R r R Rr

R r
  


. 

Указание. Рассмотреть два случая (рис. 166). 
В первом случае из прямоугольных 
треугольников 1OMO  и 2ONO  найти ОМ и 
ON, где 1MO r , 2NO x , 1OO R r  , 

2OO R x  , 2MN rx .  
Для составления уравнения использовать 

равенство MO ON MN  . 

329. В квадрате АВСD, сторона кото-
рого равна а, из точки А как из центра 
проведена внутри квадрата дуга через 
вершины В и D. На стороне DС как на 
диаметре построена внутри квадрата по-
луокружность. Найдите радиус окружно-
сти, касающейся проведенной дуги, полу-
окружности и одной из сторон квадрата. 

 
Рис. 165 
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Ответ. 
(9 6)

25
a 

, 
(3 2 2)

2
a 

, 
4 .
25
a

  

Решение. 1-й случай: искомая окружность 
касается стороны АВ квадрата АВСD (рис. 
167а). Обозначим радиус этой окружности 
через х. Из прямоугольного треугольника 
АМО получаем 

2 2 2 2 2( ) 2 .AM AO MO a x x a ax        

Так как 1 1 1 1 2
aOO OK K O x    ,  

ON MN OM a x    , 
2

1 1 2
2
aO N DN DO a ax     , 

то из прямоугольного треугольника 1ONO  

имеем 2 2 2
1 1OO ON O N   или 

2 2
2 2( ) 2

2 2
a ax a x a ax           

   
. 

После преобразований 2 2 2 5a ax a x    

или 2 225 18 3 0x ax a    при условии 2
5
ax . 

Получаем один корень 
(9 6)

25
ax 

 . 

2-й случай: искомая окружность каса-
ется стороны ВС квадрата АВСD (рис. 
167б). Обозначим радиус этой окружно-
сти через у. Из прямоугольного треуголь-
ника АМО получаем 

2 2

2 2( ) ( ) 2 .

OM AO AM

a y a y ay

  

    
 

Из прямоугольного треугольника 
1ONO  получаем 

2 2
1 1

2 2

2 .
2 2

ON O O O N

a ay y ay

  

             

 

Используя равенство MN OM ON  , 
составим уравнение 2 2a ay ay  . Отсю-

да находим 
(3 2 2)

2
ay 

 . 

3-й случай: пусть искомая окружность 
касается стороны СD квадрата АВСD 
(рис. 167в).  

Обозначим радиус этой окружности 
через z. Из прямоугольного треугольника 

1ONO  получаем  
2 2

1 1O N O O ON  

2 2
2 4 .

2 2
a a azz z      

 
 

Тогда 
2 4

2
a az aAM  

 . Из прямоуголь-

ного треугольника AMO  имеем 
2 2 2AO AM OM   или  

2
2

2 24( ) ( )
2

a az aa z a z
      
 
 

. 

После преобразований 2 4 10a az z a    

или 
4 .
25
az   

 
Рис. 167а 
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330. В квадрате АВСD из точки А  как 
из центра проведена внутри квадрата ду-
га, проходящая через вершины В и D. На 
сторонах ВС и СD как на диаметрах по-
строены внутри квадрата полуокружно-
сти. Найдите радиус окружности, касаю-
щейся построенных полуокружностей и 
дуги ВD, если стороны квадрата равны а. 

Ответ. 
(5 3 2)

7
a 

, 
( 2 1)

3
a 

, 
(3 2 1) .

17
a 

 

Указание. Рассмотреть отдельно три случая 
(рис. 168).  

331. Окружность вписана в квадрат со 
стороной 1. Из одной его вершины про-
ведена дуга окружности радиуса 1 до пе-
ресечения с другими двумя противопо-
ложными вершинами. Проведена окруж-
ность, которая касается вписанной ок-
ружности и проведенной дуги. Найдите 
радиус окружности, касающейся этой ок-
ружности, вписанной окружности и дуги. 

Ответ. 
5 2 1

84


, 
7(4 2 5)

4(37 17 2)



.  

Указание. Рассмотреть отдельно два слу-
чая (рис. 169). 

332. Около окружности описан квад-
рат со стороной а. На двух смежных сто-
ронах этого квадрата построены полуок-
ружности, расположенные внутри квад-
рата. Найдите радиус окружности, ка-
сающейся этих двух полуокружностей и 
окружности. 

Ответ: 
( 2 1)

2(4 2)
a 


, 

(2 2)
4

a 
, 

2 6
a

, 

( 2 1) .
2( 2 4)
a 


 Указание. Рассмотреть отдельно 

четыре случая (рис. 170). 
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