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Предисловие 
Настоящее пособие предназначено для слушателей подготовитель-

ных курсов, а также для школьников, готовящихся к поступлению в 
высшие учебные заведения, и призвано в интенсивной форме организо-
вать повторение стереометрии, сосредоточить главные усилия учащихся 
на узловых вопросах программы, познакомить с характером и уровнем 
требований, предъявляемых к поступающим в Вузы.  

Пособие написано в соответствии с программой по геометрии для 
поступающих в Вузы. В теоретической части определяются понятия, 
формулируются основные факты и теоремы, которые выпускник дол-
жен знать по этому разделу, а также даются примеры основных приемов 
решения задач. Во второй части содержится большое количество задач 
для аудиторной и самостоятельной работы. Вторая часть пособия со-
держит 10 параграфов. Внутри каждого параграфа задачи близкие по 
теме объединяются общим заголовком, а задачи близкие по содержанию 
или методу решения объединены одним номером. Задачи, собранные 
под одним заголовком, как правило, расположены в порядке возрас-
тающей трудности, причем основные типовые и опорные задачи распо-
ложены в начале каждого пункта. 

Читателю рекомендуются уделить внимание задачам на построение, 
поскольку задачи этого типа в большей мере способствуют развитию 
пространственного воображения и усвоению большинства идей и мето-
дов геометрии в пространстве. Задач на доказательство в пособии суще-
ственно меньше, чем задач на вычисление, но их выполнение также 
очень полезно, поскольку они отражают те или иные основные свойства 
фигур, знание которых будет полезно при решении задач на вычисле-
ние. 

Ко всем задачам пособия даны ответы, а к некоторым еще и указа-
ния. В теоретической части при решении задач и проведении доказа-
тельств использованы значки: 

□ – указывает на начало решения или доказательства; 
– указывает на завершение решения или доказательства.  

Автор выражает благодарность Кожухову И.Б. и Фадеичевой Т.П. за 
то, что они взяли на себя труд по прочтению рукописи, и полученные от 
них ценные советы. 

Автор надеется, что данное пособие окажет существенную помощь 
абитуриентам при подготовке к вступительным экзаменам. 

Желаю успеха! 
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ГЛАВА 1. Введение в стереометрию 
§1.1. Основные понятия 

Стереометрия – раздел геометрии, изучающий свойства тел и фи-
гур, взаимное положение линий, плоскостей, поверхностей и тел в 
трехмерном пространстве. 

Основными неопределяемыми понятиями в стереометрии являются: 
точка, прямая и плоскость. Точки обозначают прописными буквами 
латинского алфавита ; прямые – либо двумя прописными 
буквами латинского алфавита  либо строчными буквами 

; плоскости – либо тремя прописными буквами латинского 
алфавита  

…,,, CBA
…,, MNAB

…,,, cba
,ABC ,MNP   либо буквами греческого алфавита …

, , ,α β γ …  .  
Плоскости на рисунках изображают в виде параллелограмма или в 

виде произвольной области (см. рис. 1а и 1б), прямые изображаются так 
же, как в планиметрии. 
A
C

Ba

α

  

A
C

Ba α

Рис. 1а Рис. 1б
Фигурой называется всякое множество точек, прямых и плоскостей 
в пространстве. В свою очередь, прямая, плоскость – множества точек. 
Пространство – множество всех точек.  

Геометрическая фигура называется пространственной, если не все 
точки ее лежат в одной плоскости. Примером пространственной фигуры 
может служить геометрическое тело – часть пространства, занимаемая 
предметом. Геометрическое тело отделяется от окружающего простран-
ства поверхностью. 

Две геометрические фигуры называются равными, если их можно 
совместить так, чтобы они совпали всеми своими частями. Предполага-
ется, что при перемещении в пространстве геометрические фигуры не 
изменяются. 
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В геометрических предложениях такие слова, как «лежать»,  
«принадлежать», «совпадать», «проходить», «пересекать», «парал-
лельны», «перпендикулярны» выражают отношения между точками, 
прямыми и плоскостями. Обычно используют обозначения: 

∈ – знак принадлежности. Так, запись aA∈  (или α∈A ) оз-
начает, что точка  принадлежит прямой  (или плоскости A a α ). 

⊂  – знак включения. Так, запись a α⊂  означает, что множест-
во точек прямой  включается во множество точек плоскости a α . 

∩  – знак пересечения. Например, запись α β∩  означает пере-
сечение плоскостей α и β . Оно может равняться пустому множест-
ву, если плоскости α и β  не пересекаются. 

−≡  знак совпадения (тождества). Например, запись ba ≡  озна-
чает, что прямые  и  совпадают, а запись a b Aba ≡∩  означает, 
что прямые a  и  пересекаются в точке .  b A

§1.2. Аксиомы стереометрии. Следствия из аксиом 
В стереометрии, так же, как и в планиметрии, свойства геометриче-

ских фигур устанавливаются путем доказательства соответствующих 
теорем. Некоторые свойства фигур не подлежат доказательству и при-
нимаются в качестве исходных. Этого требует введение нового геомет-
рического объекта – плоскости. Так как в разных школах при изучении 
геометрии в основном используются учебники А. В. Погорелова «Гео-
метрия 7 - 11» или Л. С. Атанасяна «Геометрия 10 - 11», приведем фор-
мулировку аксиом, используемых названными авторами. 

Аксиоматика А. В. Погорелова 
Основные свойства плоскостей выражаются аксиомами: 
1. Какова бы ни была плоскость, существуют точки, 

принадлежащие этой плоскости, и точки, не принадлежащие ей. 
2. Если две различные плоскости имеют общую точку, то они 

пересекаются по прямой, проходящей через эту точку. 
3. Если две различные прямые имеют общую точку, то через них 

можно провести плоскость, и притом только одну. 
Замечание. В приведенных аксиомах, выражающих свойства плос-

костей, ничего не говорится о существовании плоскостей. Предполага-
ется, что в пространстве бесконечно много различных плоскостей, и в 
любой плоскости выполнены все аксиомы планиметрии. Однако, пла-
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ниметрические аксиомы (1′  и 2′ ) о прямых в стереометрии имеют бо-
лее широкий смысл – в них говорится о прямых и точках пространства. 

1′ . Какова бы ни была прямая, существуют точки, принадле-
жащие этой прямой, и точки, не принадлежащие ей. 

2′ . Через любые две точки можно провести прямую, и только 
одну. 

Из этих аксиом вытекают следствия: 
1. Через прямую и не лежащую на ней точку можно провести 

плоскость, и притом только одну. 
2. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то вся пря-

мая принадлежит этой плоскости.  
В этом случае говорят, что прямая лежит в плоскости или плос-

кость проходит через прямую. Из этой аксиомы следует, что плос-
кость и не лежащая на ней прямая либо не пересекаются, либо пересе-
каются в одной точке.  

3. Через любые три точки пространства, не лежащие на одной 
прямой, можно провести плоскость и притом только одну. 

4. Плоскость разбивает пространство на два полупространст-
ва. Если точки X  и Y  принадлежат одному полупространству, то 
отрезок XY  не пересекает плоскость. Если же точки X  и  при-
надлежат разным полупространствам, то отрезок 

Y
XY  пересекает 

плоскость.  
Задача 1. Даны три различные попарно пересекающиеся плоскости 
γβα ,, . Докажите, если две из прямых пересечения этих плоскостей 

пересекаются, то третья прямая проходит через точку их пересечения. 
Доказательство. □  Пусть (см. рис. 2) a≡∩ βα , b≡∩γβ , 

c≡∩γα  и Aba ≡∩ . До-
кажем, что cA∈ .  

Поскольку aA∈  и 
bA∈ , то точка  принад-

лежит всем трем плоскостям 
A

γβα ,, . Тогда по аксиоме 2 
плоскости α  и γ  имеют 
общую точку, следовательно, 
они пересекаются по прямой, 
проходящей через эту точку. 
Aa

α

β

γ

b

c

Рис. 2
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Но по условию c≡∩γα . Значит, cA∈ .  

Аксиоматика Л. С. Атанасяна 
Основные свойства плоскостей выражаются следующими аксиома-

ми: 
1. Через любые три точки пространства, не лежащие на одной 

прямой, можно провести плоскость и притом только одну. 
2. Если две различные плоскости имеют общую точку, то они 

пересекаются по прямой, проходящей через эту точку. 
В этом случае говорят, что плоскости пересекаются по прямой. 
3. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то вся пря-

мая принадлежит этой плоскости. 

Из этих аксиом вытекают следствия: 
1. Через прямую и точку, лежащую вне этой прямой, можно 

провести плоскость и притом только одну. 
2. Через две пересекающиеся прямые можно провести плоскость 

и притом только одну. 
3. Через две параллельные прямые можно провести плоскость и 

притом только одну. 
4. Через любую прямую в пространстве можно провести бесчис-

ленное множество плоскостей. 

Как видно из двух приведенных аксиоматик и следствий из аксиом, 
плоскость задается однозначно следующим набором элементов: 

а) даны три точки, не лежащие на одной прямой (см. рис. 3а); 
б) дана прямая и не принадлежащая ей точка (см. рис. 3б); 
в) даны две пересекающиеся прямые (см. рис. 3в). 
Кроме этого, как будет видно из дальнейшего, две параллельные 

прямые в пространстве однозначно задают плоскость (см. рис. 3г). 

A
α

b

a

A
ba

A
a

C

B

α αα  

           Рис. 3а                     Рис. 3б                        Рис. 3в                        Рис. 3г        
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ГЛАВА 2. Взаимное расположение прямых и 
плоскостей в пространстве 

§2.1. Взаимное расположение двух прямых в 
пространстве 

Две прямые в пространстве либо лежат в одной плоскости, либо нет. 
Прямые, лежащие в одной плоскости и имеющие общую точку, назы-
ваются пересекающимися. 

Две прямые в пространстве называются параллельными, если они 
лежат в одной плоскости и не пересекаются. 

Теорема 1. (Пространственная теорема о параллельных прямых). 
Через точку вне данной прямой можно провести прямую, парал-
лельную данной, и притом только одну. 

Теорема 2. (Признак параллельности прямых). Две прямые, па-
раллельные третьей, параллельны друг другу или совпадают. 

Доказательство. □ Пусть прямые  и  такие, что   
(см. рис. 1). Докажем, что . 

b c || ,b a ||c a
cb ||

Случай, когда прямые 
,  и  лежат в одной 

плоскости, рассматривал-
ся в планиметрии. Поэто-
му рассмотрим случай, 
когда они не лежат в од-
ной плоскости. Будем 
считать также, что пря-
мые ,  и c  различны. 

a b c

a b
Пусть плоскости α  и 

β  таковы, что α⊂b , 
α⊂a , а β⊂с , β⊂a . Плоскости α  и β  различны. Выберем на 

прямой  точку b B  и проведем плоскость γ  через прямую  и точку c
B . Она пересечет плоскость α  по прямой . Допустим, что  пере-
секает прямую  в точке . В этом случае 

1b 1b
a A 1b≡∩ γα , a≡∩ βα , 

c≡∩γβ  и Aba ≡∩ 1 , следовательно  (см. задачу 1 главы 1), т. 
е. прямая  не параллельна прямой , что противоречит условию тео-
ремы. Значит,  не пересекает , но тогда  и, следовательно, 

cA∈
с a

1b a ab ||1

a

c

b1

b
γ

A

B

β

α

 
Рис. 1 
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bb ≡1  (по предыдущей теореме). Получаем, что прямая  лежит в од-

ной плоскости 
b

γ  с прямой с  и не пересекает ее, значит .  cb ||
Пусть точки  (см. 

рис. 2) не лежат в одной плоско-
сти. Фигура, образованная отрез-
ками 

DCBA ,,,

,AB  BC ,  и DC ,AD  на-
зывается пространственным 
четырехугольником. 

Замечание. Точки  и CBA ,,
D , в общем случае, задают не-
сколько различных пространст-
A D

B

C

α

Рис. 2
 венных четырехугольников. По-
этому кроме вершин необходимо указывать и отрезки, являющиеся сто-
ронами пространственного четырехугольника. 
    Справедливы следующие утверждения (докажите их самостоятельно): 

1. Середины сторон пространственного четырехугольника яв-
ляются вершинами параллелограмма. 

2. Два отрезка, соединяющие середины противоположных сто-
рон пространственного четырехугольника, и отрезок, соединяющий 
середины его диагоналей, пересекаются в одной точке и точкой пе-
ресечения делятся пополам. 

Две прямые в пространстве, не лежащие в одной плоскости, назы-
ваются скрещивающимися (см. 
рис. 3). 

Теорема 3 (признак скрещи-
вающихся прямых). Если одна из 
двух прямых лежит в некоторой 
плоскости, а другая прямая пе-
ресекает эту плоскость в точке, 
не лежащей на первой прямой, 
то эти прямые скрещиваются. 
a

b

B

Рис. 3

Две скрещивающиеся прямые 

не образуют угол в обычном смысле, так как у них нет общей точки. 
Углом между скрещивающимися прямыми называется угол между 
пересекающимися прямыми, параллельными данным скрещивающимся 
прямым. Этот угол не зависит от выбора точки, через которую проходят 
пересекающиеся прямые (докажите самостоятельно это утверждение). 
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§2.2. Взаимное расположение прямой и плоскости 
Возможны следующие случаи расположения в пространстве прямой 

линии и плоскости: 
    а) прямая лежит в плоскости (или плоскость проходит через прямую); 
    б) прямая и плоскость имеют одну общую точку, т. е. прямая пересе-
кает плоскость. Точку их пересечения называют следом прямой на 
данной плоскости; 
    в) прямая не имеет общих точек с плоскостью, т. е. прямая парал-
лельна плоскости. 

Параллельность прямой и плоскости  
Теорема 4. (Признак параллельно-

сти прямой и плоскости.) Если прямая 
 не лежит в плоскости a α  и парал-

лельна прямой , лежащей в плоско-
сти 

1a
α  (см. рис. 4), то она параллельна 

плоскости α . α

a1

a

 
Рис. 4 Теорема 5. Если две плоскости α  

и β , проходящие соответственно че-
рез параллельные прямые  и , пере-
секаются, то прямая их пересечения  
параллельна обеим данным прямым  
и  (если, конечно, прямая  не совпа-
дает ни с , ни с ) (см. рис. 5). 

a b
c
a

b c
a b

Теорема 6. Если плоскость прохо-
дит через прямую, параллельную другой 
плоскости, и пересекает эту плос-
кость, то прямая пересечения плоскостей параллельна данной пря-
мой (см. рис. 5). 

a
c

b

βα  
Рис. 5 

Следствие: если прямая параллельна каждой из двух пересекаю-
щихся плоскостей, то она параллельна линии их пересечения. 

Теорема 7. Если одна из двух параллельных прямых параллельна 
некоторой плоскости, то и другая прямая параллельна той же 
плоскости или лежит в ней. 

Теорема 8. Через каждую из двух скрещивающихся прямых про-
ходит плоскость и притом только одна, параллельная другой пря-
мой. 
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Перпендикуляр и наклонная к плоскости 
Прямая называется перпендикулярной плоскости (или перпенди-

куляром к плоскости), если она перпендикулярна любой прямой, ле-
жащей в этой плоскости (перпендикулярность в данном случае понима-
ется в смысле «угол между скрещивающимися прямыми равен »). 
Прямая, пересекающая плоскость, но не перпендикулярная ей, называ-
ется наклонной к этой плоскости. 

90°

Теорема 9. (Признак перпендикулярности прямой и плоскости.) 
Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся прямым, ле-
жащим в данной плоскости, то она перпендикулярна любой прямой, 
лежащей в этой плоскости, т. е. она перпендикулярна плоскости. 

Прямоугольной (ортогональной) проекцией точки на плоскость 
называется след перпендикуляра, проведенного через эту точку к дан-
ной плоскости. След перпендикуляра на плоскости называется основа-
нием перпендикуляра, а след наклонной – основанием наклонной. 

Прямоугольной (ортогональной) проекцией наклонной на плос-
кость называется отрезок прямой, соединяющей основание наклонной 
с основанием перпендикуляра, опущенного из конца наклонной на эту 
плоскость. 

Теорема 10. Если из одной и той же точки вне плоскости про-
вести к плоскости перпендикуляр и наклонные, то: 

а) перпендикуляр короче всякой наклонной; 
б) наклонные, имеющие равные проекции, равны между собой; 
в) из двух наклонных, имеющих разные проекции, больше та, 

проекция которой больше. 
На рис. 7  и ACAB, AD −  наклон-

ные к плоскости α ,  – перпендику-
ляр к 

AO
α . Тогда, из равенства OCOB =  

следует ; из неравенства для 
проекций  следует неравенство 
для наклонных 

ACAB =
OCOD <

ACAD < . 
Теорема 11 (обратная теореме 10). 

Если из одной и той же точки, лежа-
щей вне плоскости, провести к этой 
плоскости перпендикуляр и наклонные, 
то: а) равные наклонные имеют равные проекции; б) из двух проек-
ций больше та, которая соответствует большей наклонной. 

α

D

A

COB

 
Рис. 7 
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Теорема 12. (Теорема о трех 
перпендикулярах). Прямая, прове-
денная на плоскости перпендику-
лярно наклонной, перпендикулярна 
проекции этой наклонной на дан-
ную плоскость.  

Теорема 13 (обратная теореме 
12). Прямая, проведенная на плос-
кости перпендикулярно проекции 
наклонной к этой плоскости, пер-
A

α
N

M BC

Рис. 8

пендикулярна самой наклонной. 

На рис. 8  – наклонная,  – перпендикуляр к плоскости AB AC α , 
прямая MN α⊂ . Тогда, если ABMN ⊥ , то BCMN ⊥ , и наоборот, 
если , то CBMN ⊥ ABMN ⊥ . 

Угол между прямой и плоскостью 
Углом между прямой и плоскостью называется острый угол меж-

ду этой прямой и проекцией на данную плоскость. На рис. 8  – на-
клонная, а  ее проекция на плоскость 

AB
CB α , тогда угол между  и 

плоскостью 
AB

α  равен ABC∠ . 
Теорема 14. Угол между прямой и плоскостью есть наимень-

ший из всех углов, образованных этой прямой с любой прямой, ле-
жащей в данной плоскости.  

Докажем факт, знание которого оказывается полезным при решении 
задач. 

Задача 1. Доказать, что если из вершины угла, лежащего на плоско-
сти, провести наклонную к плоскости так, чтобы она составляла со сто-

ронами угла равные углы, то 
проекция этой наклонной на 
плоскость будет биссектри-
сой данного угла. 

Доказательство. □ По 
условию задачи ABC∠  ле-
жит в плоскости α  (см. рис. 
9) и наклонная DB  образует 
с его сторонами  равные углы 

DBCABD ∠=∠ . Из точки 
B

D

O
Cα

AM

N

Рис. 9
 12



D  опустим перпендикуляр  на плоскостьDO α , и из точки  прове-
дем  и 

O
ABOM ⊥ BCON ⊥ . Тогда по теореме о трех перпендикулярах 

наклонные DM  и  будут перпендикулярны сторонам угла  и 
 соответственно. Прямоугольные треугольники 

DN AB
BC DBM  и  
равны по общей гипотенузе 

DBN
DB  и равным острым углам 

. Тогда наклонная , а значит, равны и их 
проекции , но тогда равны 

NBDMBD ∠=∠ DNDM =
ONOM = NOBMOB ∆=∆ , а вместе с ними 

и углы NBOMBO ∠=∠ , т. е. OB  – биссектриса угла , что и тре-
бовалось доказать.  

ABC

Связь параллельности и перпендикулярности прямой и 
плоскости 

Теорема 15. Если плоскость перпендикулярна одной из парал-
лельных прямых, то она перпендикулярна и другой. 

Теорема 16 (обратная теореме 15). Если две различные прямые 
перпендикулярны одной и той же плоскости, то они параллельны. 

Таким образом, если  и ba || α⊥a  (см. рис. 10), то и α⊥b , и, на-
оборот, если α⊥a  и α⊥b , то . ba ||

α

B

b

a

A

α

a

A

b

Рис. 10    Рис. 11 

Теорема 17. (Признак параллельности прямой и плоскости). Если 
плоскость α  и прямая  (см. рис. 11), не лежащая в плоскости b α , 
перпендикулярны одной и той же прямой a , то они параллельны. 
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Расстояния между объектами в пространстве 
Расстояние между точками  и A B  равно длине отрезка . 

Расстояние есть неотрицательное число. 
AB

Расстояние между двумя фигурами (множествами точек) равно 
нулю, если фигуры имеют общую точку, и расстоянию между ближай-
шими точками этих фигур, если такие точки существуют. 

Расстояние от точки M  до прямой , не содержащей l M , равно 
длине отрезка перпендикуляра, опущенного из точки M  на прямую . l

Расстояние от точки M  до плоскости α , не содержащей M , 
равно длине отрезка перпендикуляра, опущенного из M  на плоскость 
α . 

Расстоянием между двумя параллельными прямыми равно длине 
заключенного между ними отрезка прямой, перпендикулярной к каждой 
из этих прямых и пересекающей их.  

Расстояние между прямой и параллельной ей плоскостью равно 
расстоянию от любой точки этой прямой до плоскости. 

Расстояние между параллельными плоскостями равно расстоя-
нию от любой точки одной плоскости до другой плоскости. 

Задача 2. Доказать, что для любых двух скрещивающихся прямых 
существует и притом единственная прямая, пересекающая обе прямые и 
перпендикулярная каждой из них.  

Доказательство. □ Пусть  и  – скрещивающиеся прямые (см. 
рис. 12). Проведем через  плоскость 

a b
a bα . Пусть 1b −  прямоугольная 

проекция  на b α  и 1A b a= ∩  (  и  не параллельны). Точка 1b a A−  
прямоугольная проекция на α  некоторой точки B  прямой . Так как b

AB α⊥ , то AB a⊥  
и 1AB b⊥ . Следова-
тельно, AB b⊥  
( ). Прямая , 
пересекающая пря-
мые  и , перпен-
дикулярна им. 

1b b AB

a b

Докажем единст-
венность. Допустим, что существует другой перпендикуляр . Про-
ведем через точку  прямую . Тогда 

CD
C 1a a 1CD a⊥ . Следовательно, 

b1

b B

A

β

α aD

C γ
a1

Рис. 12 
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CD  перпендикулярна плоскости γ , образованной пересекающимися 
прямыми  и  (b 1a γ α ). В этом случае  и  параллельны (два 
перпендикуляра к одной плоскости) и лежат в одной плоскости. Полу-
чаем, что скрещивающиеся прямые 

CD AB

BC  и  лежат в одной плоско-
сти, – противоречие.  

AD

Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми есть наи-
меньшее расстояние между точками, лежащими на этих прямых, и из-
меряется длиной отрезка их общего перпендикуляра (такой отрезок 
единственный). Оно также равно расстоянию от любой точки одной из 
скрещивающихся прямых до плоскости, параллельной этой прямой и 
содержащей другую прямую, или 
расстоянию между двумя парал-
лельными плоскостями, содержа-
щими эти прямые. На рис. 13 изо-
бражены скрещивающиеся пря-
мые: , лежащая в плоскости b α , и 

, пересекающая a α . Прямая  
перпендикулярна  и ; тогда 
длина отрезка  есть расстояние 
между скрещивающимися прямыми 

AB
a b

AB
a

Полезные факты.  
1. Каждая точка прямой, прове

треугольник окружности перпендик
равноудалена от сторон треугольни

2
денн
треу
дику
равн
ника

Д
(втор

Д
,A B

уголь
окру

 1
α
B

a

b

A

C

 
Рис. 13
 и . b

денной через центр вписанной в 
улярно плоскости треугольника, 
ка. 
. Каждая точка прямой, прове-
ой через центр описанной около 
гольника окружности перпен-
лярно плоскости треугольника, 
оудалена от вершин треуголь-
. 
окажем первое утверждение 
ое доказывается аналогично).  
оказательство. □ Пусть 

,C −  точки касания сторон тре-
ника с окружностью, O −  центр 
A

C

B

S

O

Рис. 14
 жности (см. рис. 14), S −  произ-

5



вольная точка на перпендикуляре. Тогда , ,SA SB SC −  наклонные, а 
 – их проекции на плоскость треугольника (   

являются радиусами окружности, соединяющими ее центр с точками 
касания, поэтому они перпендикулярны сторонам треугольника). Сле-
довательно, (по теореме о трех перпендикулярах)  перпен-
дикулярны соответствующим сторонам и их длины – расстояния от точ-
ки  до сторон треугольника. Из равенства прямоугольных треуголь-
ников 

, ,OA OB OC , ,OA OB OC

, ,SA SB SC

S
, ,ASO BSO CSO  получаем SA SB SC= = , т. е. все расстояния от 

точки  до сторон треугольника равны.  S
Задача 3. Через одну из сторон ромба проведена плоскость на рас-

стоянии  от противолежащей стороны. Проекции диагоналей ромба 
на эту плоскость равны  и . Найти проекции сторон ромба на эту 
плоскость. 

a
b c

Решение. □ Пусть 
 – ромб, сторона 

 которого лежит в плос-
кости 

ABCD
AD

α  (см. рис. 15).  
По условию задачи пер-

пендикуляры к плоскости α  

1 1BB CC a= = ; 1AC c= , 

1B D b= . Требуется найти 
 и . Из теоремы Пифагора для прямоугольных тре-

угольников  и : 

11 ABDC = 11CB

1ACC 1DBB =+= 2
1

2
1 CCACAC 2 2c a+  и 

2 2
1 1BD BB B D= + =  

Aα

O

D

C1

O1

B

B1

C

Рис. 15 

2 2a b= + . Диагонали ромба перпендикуляр-
ны и делятся точкой пересечения пополам, поэтому:  

2 21
2

BC AC BD= + = 2 2 21 2
2

c b a+ + . 

Четырехугольник 1 1BCC B −  прямоугольник, поэтому проекция 1 1B C  
стороны BC  равна BC . Применяя теорему Пифагора для прямоуголь-
ного треугольника , находим 1ABB
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2 2 2
22

1 1
2

2
c b aAB AB BB + −

= − = .  

§2.3. Взаимное расположение двух плоскостей в 
пространстве 

Параллельные плоскости 
Две плоскости называются параллельными, если они не имеют об-

щих точек. 
Признаки параллельности плоскостей: 
Теорема 18. Если две различные плоскости перпендикулярны 

одной и той же прямой, то они параллельны (см. рис. 16). 

Теорема 19. Если две пересекающиеся прямые одной плоскости 
соответственно параллельны двум пересекающимся прямым другой 
плоскости, то такие две плоскости параллельны. (Пусть, например, 
пересекающиеся прямые ,  плоскости a b α  и  плоскости 11, ba β  (см. 
рис. 17) таковы, что , а 

, тогда 
1a||a

1|| bb βα || ). 

A

B

A

B

a

b
a

b1

a1

Рис. 16                                                   Рис. 17 

Теорема 20. Если две па-
раллельные плоскости α  и β  
пересекаются третьей плос-
костью γ , то прямые их пе-
ресечения параллельны (см. 
рис. 18). Другими словами, ес-
ли βα ||  и плоскость γ  тако-

 
17

b

a

γ

β

α

 
Рис. 18



ва, что a≡∩γα  и b≡∩γβ , то  (см. рис. 18). ba ||
Теорема 21. Две плоскости, параллельные одной и той же 

третьей плоскости, параллельны между собой или совпадают. 
Теорема 22. Плоскость, пересекающая одну из параллельных 

плоскостей, пересечет и другую плоскость. 
Теорема 23. Если прямая перпендикулярна одной из двух парал-

лельных плоскостей, то она перпендикулярна и другой плоскости. 
Теорема 24. Отрезки параллельных прямых, заключенные меж-

ду параллельными плоскостями, равны между собой. 
Теорема 25. Два угла с соответственно параллельными и оди-

наково направленными сторонами равны между собой.  

Двугранные углы и перпендикулярные плоскости 
Часть плоскости, лежащая по одну сторону какой-либо прямой, 

принадлежащей этой плоскости, называется полуплоскостью. 
Двугранным углом называется 

геометрическая фигура, образован-
ная двумя полуплоскостями, имею-
щими общую ограничивающую пря-
мую. Эта прямая  ( AB  на рис. 19) 
называется ребром, а полуплоскости 
α  и β – сторонами или гранями 
двугранного угла. Двугранный угол 
α

β

A

B
Рис. 19
обозначают или двумя буквами, 
ми, поставленными у ребра, например, , или четырьмя буквами AB

βαAB

с

, из которых две средние обозначают ребро, а крайние – грани. 
Линейным углом двугранного 

угла называется угол, образован-
ный двумя перпендикулярами, 
восставленными к ребру из произ-
вольной его точки и лежащими на 
гранях угла (см. рис. 20). На ри-
унке  лежит в плоскостиMN α , 
а MK  – в плоскости β , причем 

 и ABMN ⊥ ABMK ⊥ , поэтому 
α

β

A

B
M N

K

Рис. 20

угол KMN −  линейный угол дву-

гранного угла βαAB . 
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Два двугранных угла назы-
ваются равными, если они при 
вложении совмещаются. 

Если совместить по одной 
грани два неравных двугранных 
угла, то большим считают тот из 
них, между гранями которого 
заключена вторая грань второго 
двугранного угла. На рис. 21 
двугранный угол βαAB  больше 
двугранного угла γαAB . 

Теорема 26. Если два двугранных угла равны, то и их линейные 
углы равны. Если два двугранных угла не равны, то большему дву-
гранному углу соответствует и больший линейный угол. 

α

β

A

B

γ

Рис. 21 

Теорема 27 (обратная 26). Равным линейным углам соответст-
вуют равные двугранные углы. Если линейные углы не равны, то 
большему линейному углу соответствует больший двугранный угол. 

Двугранные углы называются смежными, если у них одна грань 
общая, а две другие составляют одну плоскость; вертикальными, если 
их грани составляют две плоскости.  

Измерение двугранных углов. Двугранный угол измеряется его 
линейным углом, т. е. за единицу измерения двугранных углов прини-
мается такой двугранный угол, линейный угол которого содержит еди-
ницу измерения линейных углов. 

Задача 4. Катеты прямоугольного треугольника равны  и . Оп-
ределить расстояние от вершины прямого угла до плоскости, которая 
проходит через гипотенузу и составляет угол в 30° с плоскостью тре-
угольника. 

a b

α

A D

O

B

C

30

 

Рис. 22 

Решение. □ Из вер-
шины  треугольника 

 опустим перпен-
дикуляры:  на гипо-
тенузу  и  на 
плоскость 

C
ABC

CD
AB CO

α  (см. рис. 
22). По теореме о трех 
перпендикулярах  
как проекция наклонной 

OD
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CD  на плоскость α  перпендикулярна . Тогда AB °=∠ 30CDO  – ли-
нейный угол двугранного угла, образованного плоскостью треугольника 

 и плоскостью ABC α . В прямоугольном треугольнике  находим 

высоту 

ABC

22 ba

abCD
+

= . Тогда отрезок  равен CO CD
2
1

, как катет 

прямоугольного треугольника , лежащий против угла в 30°, т. е. DCO

222 ba

abCO
+

= .  

Перпендикулярные плоскости  
Двугранный угол называется прямым, если его линейный угол пря-

мой. Плоскости, образующие прямой двугранный угол, называются 
взаимно перпендикулярными. 

Теорема 28. (Признак пер-
пендикулярности плоскостей). Ес-
ли плоскость β  проходит через 
перпендикуляр  к плоскости l α , 
то плоскости α  и β  взаимно 
перпендикулярны (см. рис. 23). 

α

l
β

 

Рис. 23 

Теорема 29. Если две плос-
кости взаимно перпендикулярны, 
то любая прямая, лежащая в од-
ной из них и перпендикулярная их 
линии пересечения, перпендику-
лярна другой плоскости. 

Теорема 30. Если две плоскости взаимно перпендикулярны и из 
какой-нибудь точки одной из них опущен перпендикуляр на другую, 
то этот перпендикуляр лежит в первой плоскости. 

Теорема 31. Плоскость, перпендикулярная двум пересекающим-
ся плоскостям, перпендикулярна ребру образованного ими двугранно-
го угла. 

Теорема 32. Плоскость, перпендикулярная ребру двугранного уг-
ла, перпендикулярна и его граням. 
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§ 2.3. Параллельное проектирование 
Для изображения пространственных фигур на плоскости пользуют-

ся параллельным проектированием.  
Пусть даны плоскость α  и пе-

ресекающая ее прямая  (см. рис. 
24). Возьмем в пространстве про-
извольную точку . Если 

a

A aA∉ , 
то через  проводим прямую 

. Прямая  пересекает 
плоскость 

A
1a1 ||a a

α  в некоторой точке 
. Эта точка называется проек-

цией (на плоскость 
1A

α ) точки  
при проектировании параллель-
но прямой  или, короче, парал-

лельной проекцией точки . Если точка 

A

a
A aA∈ , то ее параллельной 

проекцией  называется точка, в которой  пересекает 1A a α . Если же 
α∈A , точка  совпадает с точкой . 1A A

a
a1

A

A1

Рис. 24 

Плоскость α  называется плоскостью проекций. О прямой  гово-
рят, что она задает направление проектирования, потому что при за-
мене прямой  любой другой параллельной ей прямой результат про-
ектирования не изменится (поскольку две прямые, параллельные треть-
ей, параллельны). Все прямые, параллельные прямой , задают одно и 
то же направление проектирования и 
называются проектирующими пря-
мыми. 

a

a

a

a
a1

A

A1

F

F1

 
Рис. 25 

Проекцией фигуры F  называется 
множество 1F  проекций всех ее точек. 
Отображение, сопоставляющее каж-
дой точке фигуры F  ее параллельную 
проекцию, называется параллельным 
проектированием фигуры F  (см. 
рис. 25). Если проектирующая прямая 
перпендикулярна плоскости проекции, 
то проекцию 1F  фигуры F  называют 
ортогональной проекцией. 

 21



Основные свойства параллельного проектирования 
Теорема 34. (О параллельном проектировании). При параллель-

ном проектировании для прямых, не параллельных направлению 
проектирования, и лежащих на них отрезков выполняются следую-
щие свойства: 
      (1) Проекция прямой есть прямая, а проекция отрезка – отрезок. 
      (2) Проекции параллельных прямых параллельны или совпадают. 
      (3) Отношение длин проекций отрезков, лежащих на одной пря-
мой или на параллельных прямых, равно отношению длин самих от-
резков. 

Следствие. При параллельном проектировании середина отрезка 
проектируется в середину его проекции. 
      (4) Пусть F −  плоская фигура. Если плоскость фигуры F  парал-
лельна плоскости проекции, то параллельная проекция фигуры рав-
на самой фигуре. 

В качестве примера рассмотрим задачу. 
Задача 5. Треугольник, не имеющий общих точек с плоскостью α , 

спроектирован на эту плоскость. Расстояние от вершин треугольника до 
этой плоскости равно   и . Найти расстояние от точки пересече-
ния медиан треугольника до плоскости 

,a b c
α . 

Решение. □ Пусть точки  1,A 1,B   (см. рис. 26) – прямоугольные 
проекции вершин  

1C
,A B ,  данного треугольника  на плоскость C ABC

α . По условию 1AA a= , 1BB b= , .  1CC c=
Пусть O −  точка 

пересечения медиан 
. Медиана  

точкой  делится в 
отношении 

ABC AD
O

:AO OD =  
2 :1= . Из точки D  

опустим на плоскость 
α  перпендикуляр 

, который разделит 
сторону  пополам: 

1DD

11CB

1111 BDDС = , т. е. 
 – медиана 11DA

A1α

O

D1

C1
O1

B

B1

C

D

A
D2

O2

 
Рис. 26 
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1 1 1A B C . 1 1 1
1 ( )
2 2

a bDD CC BB +
= + =  – как средняя линия трапеции 

. В плоскости трапеции  проведем прямую 
. 

1 1CC B B 11 ADDA

112 || DAAD 1 2 1AA D D a= = , так как −121 DADA  параллелограмм. 
Из подобия  и  находим 2AOO 2ADD 2 2: :OO DD AO AD=  или 

2 1 1 2 2
b cDD DD D D +

= − = − a , 2
2:

2
b c aOO + −⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
2 :3 . Откуда по-

лучаем 2
2

3
b c aOO + −

= . Учитывая, что 2 1 1O O AA a= = , находим  

1 2 2 1 3
a b cOO OO O O + +

= + = .  

Теорема 35. Площадь ортогональной проекции плоского много-
угольника равна площади этого многоугольника, умноженной на ко-
синус угла между плоскостью многоугольника и плоскостью проек-
ции. 

'
 

Рис. 27 

Замечание. Эта теорема в об-
щем случае справедлива для произ-
вольной плоской фигуры. Так, пусть 
угол между плоскостями фигуры и 
проекции равен α . Тогда имеет ме-
сто формула: 

cosФ ФS S α′ = ⋅ , 
где  площадь фигуры, ФS − ФS ′ −  
площадь ее ортогональной проекции 
(см. рис. 27).  

Изображение различных фигур в параллельной проекции 
Рисунки фигур в пространстве делают обычно в параллельной про-

екции. За изображение фигуры принимается фигура, подобная какой-
либо ее параллельной проекции. Выполнять рисунки (чертежи) следует 
в соответствии с законами параллельного проектирования, т. е. сохраняя 
аффинные свойствами оригинала.  

Пусть есть две плоскости α  и β , и α  проектируется на β . Аф-
финные свойства фигуры – свойства, сохраняющиеся при параллель-
ном проектировании. Напомним некоторые из них. 
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Аффинные свойства фигур: 
а) свойство фигуры быть точкой, прямой, плоскостью; 
б) свойство фигур иметь пересечение; 
в) деление отрезка в данном отношении; 
г) свойство фигуры быть треугольником, параллелограммом, трапе-

цией; 
д) отношение длин параллельных отрезков; 
е) отношение площадей двух фигур и др. 
Метрические свойства фигур (не сохраняющиеся при параллель-

ном проектировании, но сохраняющиеся при преобразованиях подо-
бия): 

а) свойство прямых (плоскостей, прямой и плоскости) образовывать 
между собой  определенный угол (в частности, быть перпендикулярны-
ми); 

б) отношение длин непараллельных отрезков; 
в) отношение величин углов между прямыми (в частности, свойство 

прямой быть биссектрисой угла); между прямыми и плоскостями; от-
ношение величин двугранных углов и др. 

Рассмотрим изображение некоторых фигур.  
Треугольник. Каждый треугольник можно параллельно спроекти-

ровать так, что в проекции по-
лучится треугольник любого 
вида, т. е. подобный любому 
заданному треугольнику. 

Действительно, пусть даны 
два треугольника  и 

. Проведем через пря-
мую  плоскость 

ABC
111 CBA

AB α , пере-
секающую плоскость тре-
угольника . На ней по-
строим треугольник , 
подобный треугольнику 

 и прилегающий к тре-
угольнику  по стороне  (см. рис. 28). Тогда при проектирова-
нии на плоскость 

ABC
2ABC

111 CBA
ABC AB

α  параллельно прямой  проекцией треугольника 
 служит треугольник , подобный треугольнику . В 

2СС
ABC 2ABC 111 CBA

A1

α

C2

C

B
A

B1

C1

 

Рис. 28 
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частности, всякий треугольник можно спроектировать так, чтобы в про-
екции получился равносторонний треугольник. 

При параллельном проектировании медианы треугольника проекти-
руются в медианы проекции. 

Параллелограмм. Изображением параллелограмма может служить 
любой параллелограмм, так как при проектировании сохраняется па-
раллельность прямых. При этом квадрат и ромб, вообще говоря проек-
тируются в произвольный параллелограмм. Изображением прямо-
угольника может служить любой параллелограмм, так как углы при 
проектировании не сохраняются.  

Трапеция. Изображением трапеции при параллельном проектиро-
вании служит трапеция (сохраняется параллельность соответствующих 
сторон). 

Правильный шестиугольник. Изображением правильного шести-
угольника служит шестиугольник, в котором сохраняется параллель-
ность соответствующих сторон. 

Окружность. Окружность проектируется в эллипс. 
Изображение плоской фигуры. Для изображения плоской фигуры 

можно в данной фигуре выделить 
какие-нибудь три точки, не лежа-
щие на одной прямой, и построить 
треугольник с вершинами в этих 
точках; обозначим их  
(см. рис. 29). Изображением тре-
угольника  может  быть 
произвольный треугольник 

. После того, как построе-
но это изображение, никакого 
произвола в изображении фигуры 
быть не может. Покажем это. 

CBA ,,

ABC

1 1 1A B C

□ Пусть изображением тре-
угольника  служит тре-

угольник  (см. рис. 29). Пусть точка 
ABC

1 1 1A B C X  лежит в плоскости 
 и луч  пересекает отрезок  во внутренней его точке ABC CX AB D . 

a
D

D1

X

X1

C

A

B

B1C1

A1

F

Рис. 29 
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Проекция точки D  – точка , лежащая на отрезке  (пункты 1 и 3 

теоремы о свойствах параллельной проекции), и 

1D 1 1A B

1 1

1 1

A D AD
D B DB

= . 

Следовательно, точку  на отрезке  можно построить на ри-
сунке. Далее проводим луч  и на нем отмечаем такую точку 

1D 1 1A B

1 1C D 1X , 

что 1 1

1 1

C X CX
C D CD

= . Таким образом, на рисунке построена проекция вы-

бранной точки фигуры X  на плоскости .  ABC
Изображение пространственной фигуры. Рассмотрим изображе-

ние на плоскости некоторых многогранников при условии, что ни одна 
из плоскостей граней не параллельна направлению проектирования. 

Тетраэдр. Пусть 0 0 0 0D A B C −  произвольный тетраэдр, точки  
 и 

, ,A B
C D −  параллельные проекции его вершин на плоскость изображе-
ния. Отрезки  служат сторонами и диагоналя-
ми четырехугольника . Фигура, образованная из этих отрезков 
(или подобная ей), является изображением тетраэдра .  

, , , , ,AB BC CA AD BD CD
ABCD

0 0 0 0D A B C
Параллелепипед. Пусть 

0 0 0 0 0 0 0 0A B C D A B C D′ ′ ′ ′ −  произвольный 
параллелепипед. Любые три отрезка 

,   (см. рис. 30) плоскости 
изображения 
AB ,AD 1AA

π  с общим концом , 
никакие два из которых не лежат на 
одной прямой, можно считать изобра-
жением ребер 

A

0 0 0 0 0 0, ,A B A D A A′  па-
раллелепипеда. Тогда изображения 
остальных граней строятся однозначно, 
так как все грани параллелепипеда яв-
ляются параллелограммами и, следова-
тельно, их изображения также будут 
параллелограммами. 

A

A1

B
C

D

D1

C1B1

π
Рис. 30 

Пирамида. Изображение основания пирамиды строят по правилам 
построения изображения многоугольника, а за изображение вершины 
можно принять любую точку, не принадлежащую сторонам основания. 
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§ 2.5. Чертеж в стереометрической задаче и задачи на 
построение в стереометрии 

При решении стереометрических задачи необходимо соблюдать ряд 
требований, предъявляемых к стереометрическим чертежам. Так, вся-
кий стереометрический чертеж должен являться определенной проекци-
ей данной пространственной фигуры. Проекции всех элементов геомет-
рического объекта должны быть построены при помощи одного и того 
же способа проектирования. Следует отметить, что параллельные про-
екции лучше других удовлетворяют этим требованиям. 

Чертеж должен быть выполнен аккуратно. Все построения должны 
быть объяснены в тексте. Часто оказывается целесообразным дать еще 
один чертеж, на котором выделены наиболее существенные детали на 
данном этапе решения задачи. 

Ссылаться при решении задачи на какие-либо особенности чертежа 
нельзя, так как чертеж не заменяет логического доказательства геомет-
рического факта, а является лишь иллюстрацией к доказательству. 

Основными пространственными фигурами, с которыми приходится 
сталкиваться при решении задач, являются: куб, параллелепипед, приз-

ма, пирамида, шар, сфера, конус, 
цилиндр, а также их части и комби-
нации.  

Рис. 31 

Пространственные фигуры изо-
бражаются на чертеже в виде рисун-
ков, которые выполняются по опре-
деленным правилам, основанным на 
геометрических свойствах фигур.  

Несоблюдение приведенных пра-
вил может привести к изображению 
фигур, на самом деле не сущест-
вующих в природе. Такова, напри-
мер, фигура, «составленная» из трех 
брусков, приведенная на рисунке 31. 

Построения в стереометрии 
Решение задач на построение в пространстве существенно отличает-

ся от решения задач на построение в планиметрии. Содержание всякой 
задачи на построение состоит из трех частей: данных элементов, того, 
что требуется построить, и тех средств, с помощью которых задача 
должна быть решена. 
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Для построения пространственных фигур фактически не существует 
инструментов, аналогичных циркулю, линейке и др., применяемых при 
решении задач на построение в планиметрии. При решении задач на 
построение пространственных фигур обыкновенно описывается и логи-
чески обосновывается ход построения, который сопровождается схема-
тическим чертежом. Таким образом, при решении задач на построение в 
пространстве основным является логическое обоснование построения, а 
чертеж является лишь иллюстрацией. 

Способы и правила построения чертежей пространственных фигур 
изучаются в начертательной геометрии. 

В отличие от планиметрии в стереометрии рассматриваются по-
строения двух видов: 

1) Построения на проекционном чертеже, состоящие в изобра-
жении на плоскости некоторой проекции реальной фигуры. Этот вопрос 
будет рассмотрен в следующей главе.  

2) Воображаемые построения в пространстве, состоящие в дока-
зательстве существования и единственности (или неединственности) 
искомого объекта. Многие утверждения в стереометрии формулируются 
с помощью слов «можно провести» или «можно построить». Речь в этих 
случаях идет о воображаемых построениях в пространстве – о некото-
рых мысленных операциях, не подкрепляемых реальными действиями 
(разве что иллюстрируемых на плоских схематических чертежах). По-
строения в пространстве подчиняются строгим правилам, определяе-
мым аксиомами и их следствиями (теоремами или специальными зада-
чами).  

Перечислим основные, стандартные построения, следующие из ак-
сиом и являющиеся однозначными, дающие основные способы задания 
прямых, плоскостей и точек в пространстве.  

(1) Если даны (построены) две различные точки , то может 
быть построена и прямая 

BA,
ABa ≡ . 

(2) Если даны (построены) две пересекающиеся прямые , то 
может быть построена и плоскость 

ba,
),( ba≡α , содержащая эти прямые. 

(3) Если даны (построены) две пересекающиеся плоскости βα , , то 
считается построенной прямая их пересечения. 

(4) Если даны (построены) пересекающиеся прямая и плоскость, то 
считается построенной точка их пересечения. 

(5) Если даны (построены) две пересекающиеся прямые, то считает-
ся построенной точка их пересечения. 
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(6) Если даны прямая  и точка a aA∉ , то можно построить плос-
кость ),( Aa≡α , содержащую  и . A a

(7) Если даны три не лежащие на одной прямой точки , то 
можно построить плоскость 

CBA ,,
ABC≡α , проходящую через эти точки. 

(8) Если даны прямая  и точка , то в пространстве можно 
построить прямую b , проходящую через  и параллельную . 

a aA∉
A a

(9) Если даны (построены) две параллельные прямые , то может 
быть построена плоскость 

ba,
),( ba≡α , проходящая через них. 

Кроме этого, полагается, что в любой из построенных плоскостей 
считаются осуществимыми все обычные планиметрические построения. 

 Задача на построение в стереометрии считается решенной, если она 
сведена к решению простейших задач. Задачи, в которых требуется до-
казать существование того или иного объекта (фигуры), как правило, 
решаются сведением задачи к конечному числу элементарных построе-
ний, выполняемых в определенном порядке. Единственность нужного 
объекта, если таковая имеет место, часто доказывается рассуждением 
«от противного». Не единственность доказывается построением другого 
объекта, удовлетворяющего условиям задачи. 

Рассмотрим некоторые из основных задач на построение в стерео-
метрии. 

Задача 6. Построить плоскость, перпендикулярную данной прямой 
и проходящую через данную точку. 

Решение. □ Пусть дана точка  и прямая l  (см. рис. 32). Требуется 
построить плоскость 

A
α , проходящую через точку  перпендикулярно 

прямой l . Рассмотрим два случая. 
A

O

l

AB

γβ

α

Рис. 32 

(1) . В этом случае через 
точку  и прямую  проводим 
плоскость 

lA∉
A l

γ  и через  проводим 
произвольную плоскость 

l
β , отлич-

ную от γ . В плоскости γ  из точки 
 проводим перпендикуляр  к 

прямой , а в плоскости 
A AO

l β  из точки 
 восставим перпендикуляр  к 

прямой . Пересекающиеся прямые 
 и  определяют искомую 

O OB
l

AO OB
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плоскость α , которая единственна (докажите самостоятельно). 
(2) . Через прямую l  проводим две произвольные плоскости и 

в них из точки  восставляем перпендикуляры к прямой . Эти пер-
пендикуляры определят искомую плоскость 

lA∈
A l

α , которая также будет 
единственной (докажите самостоятельно).  

Таким образом, из точки вне (или на) прямой можно провести к 
этой прямой перпендикулярную плоскость и притом только одну. 

Задача 7. Через данную точку провести перпендикуляр к данной 
плоскости. 

Решение. □ Пусть дана точ-
ка  и плоскость A α  (см. рис. 
33). Требуется провести через 
точку  перпендикуляр к плос-
кости 

A
α . Рассмотрим два слу-

чая. 
(1) A α∈/ . В этом случае в 

плоскости α  проводим произ-
вольную прямую  и через 

 и данную точку  прово-
дим плоскость 

CD
CD A

β , в которой из 
 к  проводим A DC DCAB ⊥ . 

После этого в плоскости α  вос-
ставим перпендикуляр BK  к . Пересекающиеся прямые  и DC AB BK  
определяют плоскость γ , перпендикулярную прямой CD . В плоскости 
γ  проводим перпендикуляр  к AO BK , который будет искомым, т. е. 

α⊥AO . 

O

A

B

γ
β

α D

C

 
Рис. 33 

(2) α∈A . Пусть на рис. 33 данной в условии задачи точкой будет 
точка . В этом случае проводим произвольную прямую  в плос-
кости 

O CD
α , не проходящую через точку . Из точки  проводим 

 и через  проводим произвольную плоскость 
O O

CDOB ⊥ CD β , отлич-
ную от плоскости α . В β  восставляем перпендикуляр из точки B  к 

 и через него и прямую  проводим плоскость DC OB γ , в которой вос-

ставляем . Легко доказать, что BOOA⊥ α⊥AO .  
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Таким образом, через точку к данной плоскости всегда можно про-
вести перпендикуляр и притом только один. 

3адача 8. Через данную прямую провести плоскость, перпендику-
лярную данной плоскости. 

Решение. □ Через некоторую точку данной прямой проведем пер-
пендикуляр к данной плоскости. Данная прямая и проведенный перпен-
дикуляр определяют искомую плоскость.  

Задача 9. Через данную точку провести плоскость, перпендикуляр-
ную к двум данным плоскостям. 

Решение. □ Из данной точки опускаем перпендикуляры на данные 
плоскости. Эти перпендикуляры и определяют искомую плоскость.  

Задача 10. Через данную точку вне плоскости провести плоскость, 
параллельную данной плоскости. 

Решение. □ Пусть дана 
точка  и плоскостьA α . Тре-
буется через точку  провес-
ти плоскость 

A
β , параллель-

ную плоскости α  (см. рис. 
34). 

В плоскости α  проводим 
две произвольные пересе-
кающиеся прямые OE  и  
и через каждую из этих пря-
мых и заданную точку  
проводим соответственно 
плоскости 

OD

A

γ  и δ , которые 
пересекутся по прямой . 
В плоскости 

OA
γ  проводим 

прямую , а в плоскости OEAB || δ  – прямую . Прямые  и 
 определяют плоскость 

ODAC || AB
AC β , которая проходит через точку  и па-

раллельна данной плоскости 

A
α .  

O

AC

α
ED

B

 
 

Рис. 34 

Задача 11. Через точку, не лежащую на прямой, провести прямую, 
параллельную этой прямой. 
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Решение. □ Пусть дана точка  и прямая . Требуется провести 
прямую, параллельную  и проходящую через точку . Через данную 
точку  и прямую  проводим плоскость 

A l
l A

A l α  и в ней через точку  
проводим искомую прямую , параллельную l .  

A
AB

Задача 12. Построить общий перпендикуляр к двум скрещиваю-
щимся прямым. 

Решение. □ Пусть даны две 
скрещивающиеся прямые  и 

 (см. рис. 35). Задача сводит-
ся к построению прямой, пере-
секающей прямые  и  и 
перпендикулярной каждой из 
них.  

l
m

l m

m
l

Для этого через произволь-
ную точку  прямой  прово-
дим прямую . Через 
прямые  и  проводим 
плоскость 

C l
MN ||

MN
α  ( || mα ). Из про-

извольной точки F  прямой  опускаем на плоскость m α  перпендику-
ляр DF . Через прямые DF  и  проводим плоскостьm β . Очевидно, 
что β α⊥ . Через точку B lβ≡ ∩  проведем в плоскости β  прямую, 
перпендикулярную прямой . Пусть они  пересекаются в точке . 
Тогда отрезок , концы которого лежат на данных скрещивающихся 
прямых  и , перпендикулярен каждой из них, и его длина равна рас-
стоянию между заданными скрещивающимися прямыми.  

m A
AB

l m

A

B

β

α

D

El

m

C N

M

L

F

 
Рис. 35 

Задача 13. Данный двугран-
ный угол разделить плоскостью 
на два равных между собой дву-
гранных угла. (Провести биссек-
торную плоскость.) 

Решение. □ Пусть дан дву-
гранный угол γαAB  (см. рис. 
36), требуется провести плос-
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кость β , делящую двугранный угол пополам.  
Из произвольной точки  ребра  данного двугранного угла 

восставляем перпендикуляры  и  к этому ребру, лежащие в 
плоскостях 

O AB
OC OD

α  и γ  соответственно. Угол  будет линейным углом 
данного двугранного угла.  

COD

Через прямые  и  проведем плоскость OC OD δ , которая будет 
перпендикулярна ребру . В плоскости AB δ  построим биссектрису 

 линейного угла . Через  и  проведем плоскость OF COD AB OF β . 
Она делит данный двугранный угол на два равных угла: 

γββα ABAB = .  
Построенная плоскость называется биссекторной плоскостью дву-

гранного угла γαAB . 
Задача 14. Через данную прямую провести плоскость, образующую 

с данной плоскостью заданный угол α . 
Решение. □ Пусть дана прямая  и плоскость l δ . Требуется через 

прямую  провести плоскость l β , образующую с плоскостью δ  угол 
α . Возможны три случая. 

(1) δ||l  (см. рис. 37). В этом случае через произвольную точку  
прямой  проводим плоскость 

A
l l⊥γ , которая пересечет плоскость α  

по прямой . В плоскости a γ строим угол α=ACB . В плоскости δ  
через точку  проводим 
прямую 

C
aED ⊥ . По теореме 

о трех перпендикулярах 
ACED ⊥ . Через пересе-

кающиеся прямые ED  и 
 проводим плоскость AC β . 

Двугранный угол βδED  
искомый, так как его линей-
ный угол ACB α∠ = . 

(2) δ⊂l . Построение 
аналогично построению, ра-
зобранному в пункте (1). 

(3) Al ≡∩δ  (см. рис. 
a

l

B

γ
β

α

A

C
D

E

δ
 

Рис. 37

38). Из некоторой точки B  
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прямой  опустим на плоскость l δ  перпендикуляр . Через прямые 
 и  проведем плоскость  и в этой плоскости построим 

угол 

BO
AB BO AOB

α=BDO . Затем радиусом OD  в плоскости δ  из точки O  как из 
центра строим окружность. К этой окружности из точки  в плоскости A
δ  проводим касательные  и .  и AC AE ACOC ⊥ AEOE ⊥ , как ра-
диусы окружности, проведенные в точки касания. 

Построим теперь наклонные  и BC BE , перпендикулярные каса-
тельным  и  по теореме о трех перпендикулярах. Через прямые 

 и  проведем плоскость 
AC AE

AB BC β , а через  и AB BE  плоскость γ . 
Плоскости β  и γ  искомые (см. рис. 38), так как α=∠=∠BCO BEO , 
а углы  и  есть линейные углы двугранных углов, образо-
ванных плоскостью 

BCO BEO
δ  с плоскостями β  и γ , соответственно.  

 

δ

γ
β

A

B

O
C

D
E

l

 

Рис. 38 
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§2.6. Примеры решения задач по вычислению углов 
между скрещивающимися прямыми, прямой и 

плоскостью, между плоскостями 
Отметим, что не все теоремы, справедливые на плоскости, верны и в 

пространстве. Так, на плоскости два угла с взаимно перпендикулярными 
сторонами равны между собой или составляют в сумме . В про-
странстве это утверждение неверно. Например, на рисунке 39 углы 

, а 

180°

1 1 90A D D∠ = ° 1 1 45C D C∠ = °

1 1 1AD

AC

.  
На плоскости две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны 

между собой. В пространстве это утверждение не справедливо. 
Вычисление  угла между скрещивающимися прямыми 

Вычисление угла между скрещивающимися прямыми основано на 
применении теоремы, справедливой на плоскости и в пространстве. 

Теорема. Если прямые  и  параллельны соответственно пе-
ресекающимся прямым  и , то угол между прямыми  и  ра-
вен углу между прямым  и . 

a b
1a 1b a b

1a 1b
Угол между параллельными прямыми считается равным . 0°
При нахождении угла между скрещивающимися прямыми доста-

точно часто задача сводится к нахождению в построенном вспомога-
тельном треугольнике угла между двумя сторонами, параллельными 
данным прямым. Обычно треугольник строится таким образом, чтобы 
можно было вычислить длины его сторон, а далее, используя теорему 
косинусов, определить искомый угол.  

Задача 15. Найти угол между непересе-
кающимися диагоналями двух смежных гра-
ней куба. 

Решение. □ Найдем, например, угол ме-
жду диагоналями  и  куба 

 (см. рис. 39). Проведем диа-
гональ  грани . , по-
скольку  – прямоугольник 
(  

A C

1 1 1 1ABCDA B C D
AC ABCD 1 1A C

1 1AA C C

1 1,AA CC 1 1AA CC= , 1AA ABC⊥ ). Тогда 
углы между прямыми  и , и  и 1 1A C 1AD AC 1AD

 35
A

B

D1

B1

A1

D

C1

C
α

Рис. 39
 будут равны.  



Рассмотрим треугольник . Все его стороны равны, как диаго-
нали равных квадратов, поэтому все его углы равны , т. е. угол ме-
жду прямыми  и равен . Следовательно, искомый угол 

между прямыми  и  также равен .  

1AD C
60°

AC 1AD 60°

1 1A C 1AD 60°
Задача 16. Найти угол между непересекающимися диагональю куба 

и диагональю грани куба. 
Решение. □ Найдем, например, угол 

между диагоналями  и  куба 
 (см. рис. 40). Пусть 

ребро куба равно . В плоскости грани 
 через вершину  проведем 

прямую, параллельную диагонали  
до пересечения с продолжением ребра 

в точке . Рассмотрим треугольник 
. Так как  (по построе-

нию), то угол  будет равен искомому углу. Вычислим длины сто-

рон треугольника : 

1AC 1

C

CD

1 1 1 1ABCDA B C D
a

1 1D C CD 1

1D C

DC K
1AC K 1 1CD C K

1AC K

1AC K 1 3AC a=  (диагональ куба), 1 2C K a=  
( C K , а 1 1D C= 1D C −  диагональ квадрата), из прямоугольного  AKD

2 2 2 2(2 ) 5AK AD DK a a a= + = + = . Из теоремы косинусов для 

треугольника  получаем:  1AC K

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C

α
K

 
Рис. 40 

2 2 2 2 2 2
1 1

2
1 1

3 2 5cos 0
2 2 6

AC C K AK a a a
AC C K a

α + − + −
= =

⋅ ⋅ ⋅
= . 

Следовательно, угол между прямыми  и  равен .  1AC 1CD 90°
Другой способ вычисления угла между скрещивающимися прямыми 

основан на применении следующего факта. 
Задача 17 (Теорема «о трех косинусах»). Пусть −α величина угла 

между наклонной  (см. рис. 41) и ее проекцией на плоскость l δ , 
−β величина угла между проекцией наклонной  и прямой, проведен-

ной через основание той же наклонной в плоскости проекции, и 
l

−γ  
величина угла между наклонной  и прямой, проведенной через ее ос-l
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нование в плоскости проекции. Доказать справедливость следующего 
соотношения: βαγ coscoscos = . 

  Доказательство. □ Выбе-
рем точку  на прямой , 
пересекающей плоскость 

A l
δ  

в точке B  (см. рис. 41), и 
спроектируем ее на плос-
кость δ  ( δ⊥AO ). Пусть 
точка −D  основание пер-
пендикуляра, опущенного 
из точки  на прямую 

. Тогда в соответствии с 
условием 

O
BC

α=∠ABO , 
β=∠OBC , γ=∠ABC . 

Треугольники , AOB
BOD ,  – прямо-

угольные. Тогда из  
ABD

AOB cosBO AB α= , из BOD  
cos cos cosBD BO ABβ α= = β , из  ABD cosBD AB γ= . Из по-

следних двух равенств следует:  

γ

δ

α O

A

C

B

D

l

Рис. 41 

βαγ coscoscos = .  
Замечание. Полученная формула применяется также для вычисле-

ния угла между скрещивающимися прямыми. Важно удачно выбрать 
плоскость δ , чтобы углы между одной из прямых и ее проекцией на 
эту плоскость и между построенной проекцией и другой прямой, лежа-
щей в этой плоскости (или прямой плоскости параллельной ей), опреде-
лялись достаточно легко.  

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C

K

 
Рис. 42 

Воспользуемся, например, доказанным 
фактом для решения задачи 16 (см. рис. 42). 
Рассмотрим плоскость грани . 

 проекция диагонали  на эту 
плоскость, 

1 1C D DC

11C D − AC

1 1DC CD⊥  как диагонали квад-
рата. Пусть γ −  искомый угол, тогда  

1 1cos cos cosAC D D KC1γ = ∠ ⋅ ∠ =  

1cos cos90 0AC D= ∠ ⋅ ° = , т. е.  90γ = ° .  
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Задача 18. В правильном тетраэдре найти угол между боковым реб-
ром и не пересекающей его медианой основания. 

     Решение. □ Найдем угол между ребром 
 и медианой AS BM  основания тетраэдра 

 (см. рис. 43). Пусть ребро тетраэдра 
равно , а 
SABC

a γ −  искомый угол. Треугольник 
ABC −  равносторонний. Опустим перпен-
дикуляр  на плоскость основания. Точка SO
O −  центр описанной около  окруж-
ности и совпадает с точкой пересечения его 
медиан. 

ABC

AO −  проекция ребра  на плос-
кость основания. По свойству медиан 

AS

2
3 3

aAO AK= = . Треугольник ASO −  
A
B

S

C

K
M

O

Рис. 43 
прямоугольный, поэтому 
1cos
3

AOSAO
AS

∠ = = . Угол между прямыми 

 и AO BM  равен 60 . Тогда °
1 1 1cos cos cos60

23 2
SAOγ = ∠ ⋅ ° = ⋅ =

3
 и 

1arccos
2 3

γ = .  

Еще один способ вычисления угла между скрещивающимися пря-
мыми основан на применении векторно-координатного метода, который  
подробно описан в главе 6.  

Вычисление угла между прямой и плоскостью 
Угол между перпендикулярными прямой и плоскостью считается 

равным 90 , а между параллельными прямой и плоскостью – . ° 0°
Вычисление угла между прямой (наклонной) и плоскостью сводится 

к построению проекции прямой на плоскость и нахождению угла между 
двумя сторонами вспомогательного треугольника, одна из которых – 
отрезок наклонной, а другая – ее проекция. При этом возможны два слу-
чая: 

1) Из какой-то точки прямой удается опустить перпендикуляр на 
плоскость и отметить на ней его основание. Тогда косинус искомого 
угла равен отношению прилежащего катета (проекции наклонной) к 
гипотенузе (самой наклонной). 
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2) Удается провести через рассматриваемую прямую (наклонную) 
плоскость, перпендикулярную данной плоскости. Прямая пересечения 
плоскостей – ортогональная проекция наклонной на плоскость. Тогда 
косинус искомого угла получается из теоремы косинусов для некоторо-
го треугольника, в котором одна из сторон – отрезок наклонной, другая 
– отрезок проекции.  

Задача 19. В правильном тетраэдре найти угол между боковым реб-
ром и плоскостью основания. 

A
B

S

C

K
M

O

 
Рис. 44 

Решение. □ Найдем, например, угол ме-
жду ребром  и плоскостью .  AS ABC

1-ый способ. Поскольку AO −  проекция 
 на плоскость основания (см. задачу 15 

этого параграфа) и 

AS
1cos ( , )
3

AO AS∠ = , то 

1( , ) arccos
3

AO AS∠ = . Следовательно,  

1) arccos
3

∠ =( ,AS ABC .  

2-ой способ. □ Проведем медианы AK  и  равносторонних тре-
угольников  и  (см. рис. 45). 

SK
ABC CSB AK BC⊥  и SK BC⊥  (медианы 

являются высотами). В этом случае прямая BC  перпендикулярна плос-
кости . Плоскость  также пер-
пендикулярна плоскости , так как 
содержит прямую 

ASK ABC
ASK

BC . Следовательно, 
искомый угол – SAK∠  (прямая AK −  
проекция прямой  на плоскость 

). Пусть сторона тетраэдра равна , 

тогда медианы 

AS
ABC a

AK  и  равны SK
3

2
a

. Из 

теоремы косинусов для  получаем 
аналогичный результат: 

ASK

2 2 2AS AK SK+ −cos SAK∠ = =  
A
B

S

C

K

Рис. 45 

2 AK AS⋅ ⋅
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2 1

3 32
2

a
aa

= =
⋅ ⋅

, т. е. 
1( , ) arccos
3

AS ABC∠ = .  

Другой способ вычисления угла между прямой (наклонной) и плос-
костью основан на применении следующего факта. 

Задача 20 (Теорема «о трех синусах»). Доказать (см. рис. 46), что 
синусы углов ,α β  и γ  связаны соотношением: 

βαγ sinsinsin = , 
где α  – линейный угол двугранного угла; γ  – угол между прямой, ле-
жащей в плоскости одной из граней этого двугранного угла, с другой 
его гранью, β −  угол между этой прямой и ребром двугранного угла.  
Доказательство. □ Пусть −⊂τAD  данная в условии прямая; точка 

−C  основание пер-
пендикуляра, опу-
щенного из точки  
на плоскость 

A
δ , и 

−∠ABC  линейный 
угол двугранного 
угла δτBD  (см. рис. 
46). Тогда в соответ-
ствии с условием  

α=∠ABС , 
β=∠ADB  и 
γ=∠ADC . 

Пусть xAD = . 
Тогда для прямо-

угольных треугольников справедливо: для треугольника  ADB
βsinxAB = , для треугольника  ABC αβ sinsinxAC =  и для тре-

угольника   ADC βαγ sinsin:sin

γ

δ

α

A

CB

D

τ

Рис. 46 

== ADAC .  

Следовательно, βαγ sinsinsin = .  

Еще один способ нахождения угла между прямой и плоскостью ос-
нован на применении координатно-векторного метода, который  под-
робно описан в главе 6. 
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Вычисление угла между плоскостями 
Две пересекающиеся плоскости образуют четыре двугранных угла. 

Если эти углы равны, то плоскости называются перпендикулярными, 
угол между ними равен . Если же плоскости не перпендикулярны, 
то углом между ними называется меньшая из величин двугранных уг-
лов, образованных ими, т. е. угол между плоскостями лежит в пределах 
от  до 90 .  

90°

0° °
Вычисление угла между плоскостями α  и β  сводится к определе-

нию линейной меры двугранного угла, образованного этими плоскостя-
ми. Для этого необходимо с помощью двух перпендикуляров, прове-
денных в указанных плоскостях к прямой их пересечения  
(

a
a α β= ∩ ), построить соответствующий линейный угол и найти его 
величину. Обычно используется один из следующих способов: 

1) Выбирается отрезок, один из концов которого лежит в α , другой 
в β , и из его концов опускаются перпендикуляры к линии пересечения 
плоскостей . Отрезок выбирается такой, чтобы, во-первых, основания 
перпендикуляров совпали, во-вторых, в полученном треугольнике мож-
но было найти необходимые для определения искомого угла элементы. 

a

2) В плоскостях α  и β  из некоторой точки прямой их пересечения 
 восстанавливаются перпендикуляры к . На перпендикулярах выби-

раются точки, соединяемые отрезком, такие, чтобы в полученном тре-
угольнике можно было найти необходимые для определения искомого 
угла элементы. 

a a

Величину линейного угла из построенного треугольника (лучше – 
прямоугольного) обычно определяют, применя

Задача 21. В кубе  оп-
ределить угол между плоскостями сечений 

 и CB . 

1 1 1 1CDA B C DAB

A D1 1AB C D 1 1

Решение. □ Пусть ребро куба равно . a
1B D −  линия пересечения плоскостей гра-

ней  и , так как точки 1 1AB C D 1 1CB A D 1B  
и D −  общие (см. рис. 47). Рассмотрим 
плоскость, проходящую через диагональ 

 перпендикулярно 1 1A C 1B D . Пусть N −  
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я теорему косинусов. 

A

B

D1

B1

A1

D

C1

N

C

Рис. 47



точка пересечения этой плоскости с 1B D . Тогда 1 1B D C N⊥ , 

1 1B D A N⊥  и  линейный угол двугранного угла (или сопря-
женного с ним), образованного плоскостями  и 

1 1A NC∠ −

1 1A B D 1 1B C D .  
Прямоугольные треугольники 1 1B A D  и 1 1B C D  равны, 1B D  – их 

гипотенуза. Следовательно, высоты, опущенные на гипотенузу в равных 

треугольниках, равны 1 1
2

3
aA N C N= = . Далее, из равнобедренного 

треугольника  (1 1A C N 1 1 2A C a= ) находим угол 1A NC1∠ , например, 
по теореме косинусов для стороны : 1 1A C

2 2
2

1 1
2 2 2 2( 2) 2 cos( )

3 3 3 3
a a a aa A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − ⋅ ⋅ ⋅ ∠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

NC , 

откуда  и 1 1cos( ) 0,5A NC∠ = − 1 1 120A NC∠ = ° . Следовательно, иско-
мый угол между плоскостями  и 1 1A B D 1 1B C D  равен .  60°

Другой метод вычисления угла между плоскостями α  и β  имеет 
условное название «вставка прямоугольного треугольника» и суть его 
заключается в следующем. Из какой-нибудь точки одной плоскости α  
опускается перпендикуляр на плоскость β ; затем из его основания 
проводится еще один перпендикуляр в плоскости β  к линии пересече-
ния плоскостей и полученная точка соединяется отрезком с началом 
первого перпендикуляра. Последний отрезок принадлежит плоскости α  
и перпендикулярен линии пересечения 
плоскостей (по теореме о трех перпендику-
лярах). Угол между ним и вторым перпен-
дикуляром является искомым; а получен-
ный треугольник – прямоугольным.  

A

B

D1

B1

A1

D

C1

N
C

K

Рис. 48 

Решим этим способом задачу 21. 
Решение. □ Точка  (см. рис. 48) 

принадлежит плоскости  и  пер-
пендикулярен плоскости грани  
( CD  как диагонали квадрата, и 

С
CK

C D⊥

1 1CB A

1 1AB C D

1 1
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1 1CK B C⊥ , так как ребро 1 1B C  перпендикулярно плоскости грани 
 – из чего следует 1 1CC D D 1 1B C CK⊥ ). 

Затем проводим 1KN B D⊥  и получаем 1B D CN⊥  (по теореме о 
трех перпендикулярах:  по отношению к плоскости  явля-
ется наклонной, 

CN 1 1AB C D
CK −  перпендикуляром и KN −  проекцией наклонной 

; тогда, если принадлежащая плоскости грани  прямая CN 1 1AB C D

1B D  перпендикулярна проекции  наклонной , то KN CN 1B D CN⊥ ). 
Угол  искомый линейный угол двугранного угла. CNK∠ −

Рассмотрим прямоугольный треугольник-«вставку» : CNK
2

2
aCK =  ( 1CD −  диагональ квадрата); 

2
3

aCN =  ( CN  является 

высотой прямоугольного 1B CD , опущенной на гипотенузу). Получа-

ем, что 
2 2 3sin :

2 23
CK a aCNK
CN

∠ = = =  или  
3

CNK π
∠ = .  

Замечание. Трудность применения описанного метода состоит в 
первом шаге: желательно выбрать такое место построения первого пер-
пендикуляра, чтобы легко вычислялась его длина и имелась возмож-
ность для определения одной из двух сторон «вставленного» треуголь-
ника. 

Задача 22. В правильной четырех-
угольной пирамиде, боковая сторона ко-
торой равна , а сторона основания , 
найти угол между смежными боковыми 
гранями. 

b a

Решение. □ Найдем угол между бо-
ковыми гранями  и  (см. рис. 
49).  прямая пересечения этих 
плоскостей. Рассмотрим плоскость, про-
ходящую через диагональ основания 

SBC SDC
SC −

BD  
перпендикулярно ребру . Пусть SC M −  
точка пересечения этой плоскости с S

. Следовательно, DM SC⊥ BMD∠  – ли
угла, образованного плоскостями  и SBC SD
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A

B

S

C

a

Mb

D  
Рис. 49
. Тогда C BM SC⊥  и 
нейный  угол двугранного 

. C



Из равенства треугольников  и  следует равенство высот SBC SDC
BM DM= . Найдем DM . Для этого, используя формулу Герона, най-

дем площадь : SDC 2 2( ) ( ) 4
4SDC
aS p p b p a b= − − = ⋅ − 2a  

( , SD SC b= = DC a= ; 
2

2
b ap +

= ). Тогда высота DM , опущенная 

на , равна SC
2 22 4

2
SDCS a b aDM

SC b
⋅ −

= = . Далее из равнобедренно-

го треугольника BMD  ( 2BD a=  как диагональ квадрата) находим 
угол BMD∠ , например, по теореме косинусов для стороны BD : 

2 2 2 2

2 2cos
2 4

BM DM BD aBMD
BM DM b a
+ − −

∠ = =
⋅ ⋅ −

. 

Искомый угол  между плоскостями 
2

2 2arccos
4

a
b a

ϕ −
=

−
.  

Угол ϕ  между плоскостями α  и β  можно вычислять, используя 
формулу . cosпрS S ϕ= ⋅  для вычисления площади ортогональной про-

екции многоугольника. Здесь S −  площадь многоугольника, лежащего 
в плоскости α , .прS − площадь его ортогональной проекции на плос-

кость β . Если  и  известны, то S .прS .cos прS
S

ϕ = .  

Задача 23. В кубе  с ребром, равным , через точ-

ки 

1 1 1 1ABCDA B C D a

M  на ребре 1BB  и N  на  такие, что 1DD 3
4
aBM =  и 

4
aDN = , 

параллельно  проведена секущая плоскость. Определить площадь 
сечения и угол между секущей плоскостью и плоскостью . 

AC
ABC

Решение. □ Сечение куба представляет собой параллелограмм 
MPNQ  (см. рис. 50). Поскольку прямая  параллельна плоскости AC
MNP , то  (они лежат в одной плоскости), следовательно, 
прямая пересечения плоскостей 

QP AC
MNP  и  также параллельна .  ABC AC
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Пусть  точка пересечения прямой S − MN  с плоскостью основа-
ния. Рассмотрим плоскость MBS : AC MBS⊥  ( AC BN⊥ , как диаго-
нали квадрата, и AC BM⊥ , так как ребро куба 1BD ABC⊥ ). 

С
п
р
п

з

ч

т

к

д

M

N

P

Q

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C

K

S
SB

N

M

B1 D1

K

Dϕ
ϕ

ϕ

Рис. 50

ледовательно, и прямая пересечения плоскостей MNP  и  пер-
ендикулярна плоскости 

ABC
MBS . Тогда, MS  и BS −  два перпендикуля-

а, восставленные из одной точки прямой пересечения плоскостей, и 
оэтому MSB∠ −  линейный угол ϕ  двугранного угла, образованного 

аданными плоскостями. Тогда 
1tg

2 2
MB ND

BD
ϕ −
= =  (см. выносной 

ертеж), откуда 
2

1 2cos
31 tg

ϕ
ϕ

= =
+

2
 и  

2 2arccos
3

ϕ = . 

Так как квадрат  – ортогональная проекция ромба ABCD MPNQ , 

о 
23 .

cos 2 2
ABCD

MPNQ
S aS

ϕ
= =   

Задача 24. В кубе  с ребром, равным , через точ-
и 

1 1 1 1ABCDA B C D a
M ,  и P N  на ребрах 1BB ,  и  соответственно, такие что 1CC 1DD

3
4
aBM = , 

2
3
aCP =  и 

4
aDN = , проведена секущая плоскость. Опре-

елить угол между плоскостью сечения и плоскостью основания куба.  
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Решение. □ Сечение представляет 
собой параллелограмм MPNQ  (см. 
рис. 51). Найдем его площадь и по-
скольку квадрат  – ортого-
нальная проекция 

ABCD
MPNQ , вычислим 

косинус угла ϕ  между плоскостью 
сечения и плоскостью . Найдем 
стороны треугольника 

ABC
MNP . Исполь-

зуя теорему Пифагора, получим:  из 
прямоугольного треугольника  MLP  
( 1ML CC⊥ )  

2 2( )MP LC CN MC= − + =

из прямоугольного треугольника  NP

2 2( )NP CN SC NS= − + =

из прямоугольного треугольника  MN

2 2( )MN KN BM BK= + − =

Полупериметр MNP  равен 
1p =

лу Герона, находим его площадь: MNPS

21702
12MNPQ MNP

aS S ⋅
= = . Из формул

проекции получаем 
12cos
17

ABCD

MPNQ

S
S

ϕ = =

Еще один способ нахождения угла м
нован на применении координатно-векто
робно описан в главе 6.  
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Q

A

B

D1

B1
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D

C1

C

K

L

S

Рис. 51
2
2 145

144 12
a aa+ = , 

S  ( 1NS CC⊥ )  
2

225 13
144 12

a aa+ = , 

K  ( 1KN BB⊥ )  
2

2 32
4 2

a aa + = . 

45 31
24

a+
⋅ . Используя форму-

2170
24

a⋅
= . Следовательно, 

ы для площади ортогональной 

0
 или 

12arccos
170

ϕ = .  

ежду плоскостями α  и β  ос-
рного метода, который  под-



§2.7. Применение различных методов для решения задач 
по вычислению расстояния между скрещивающимися 
прямыми, параллельными прямой и плоскостью, 

параллельными плоскостями 
Расстояние между параллельными прямой и плоскостью 
Нахождения расстояния между прямой и параллельной ей плоско-

стью, между параллельными плоскостями сводится к нахождению рас-
стояния от точки до плоскости, поскольку 

а) расстояние между прямой и параллельной ей плоскостью равно 
расстоянию от произвольной точки прямой до данной плоскости (см. 
рис. 52а); 

б) расстояние между параллельными плоскостями равно расстоя-
нию от произвольной точки одной плоскости до другой плоскости (см. 
рис. 52б). 
a1

A

A1

aA B

B1A1 C

B

B1
C

β
β

α α

Рис. 52а Рис. 52б

В соответствии с этим, как правило, для определения расстояния от 

точки  до плоскости A α  строится вспомогательная плоскость β , про-
ходящая через точку  и перпендикулярная плоскости A α . Искомое 
расстояние равно длине перпендикуляра, опущенного из данной точки 
на прямую пересечения плоскостей α  и β . 

Задача 25. В правильной четырехугольной пирамиде SA  (   – 
вершина), сторона основания которой равна , а боковое ребро , най-
ти расстояние между прямой  и плоскостью . 

BCD S
a l

AB SCD
Решение. □ Прямая  параллельна плоскости  ( ). 

Проведем плоскость через вершину  и середины  и 
AB SCD AB CD

S K M  ребер  
и  (см. рис. 53а). Эта плоскость перпендикулярна плоскости . 
Перпендикуляр  к прямой  является перпендикуляром и к 
плоскости . Его длина равна искомому расстоянию. Апофемы пи-

AB
CD SCD

KN SM
SCD
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рамиды равны: SK SM= =
2

2 2 2

4
aSA AK l− = − , высота SO =  

2 2SK KO= − =
2

2

2
al= − .  

Выражая пло-
щадь равнобед-
ренного тре-
угольника  
(см. рис. 53б) 
двумя способами 

SKN

1 1
2 2

SO KM SM KN⋅ = ⋅ , из последнего равенства получаем 

S

MK

N

O

                 Рис. 53а         Рис. 53б 

2 2

2 2
4 2
4

SO KM l aKN a
SM l a
⋅ −

= = ⋅
−

.  

Расстояние между скрещивающимися прямыми 
Расстояние между скрещивающимися прямыми, как известно, равно 

длине их общего перпендикуляра. Для нахождения расстояния между 
скрещивающимися прямыми можно воспользоваться одним из приве-
денных ниже четырех способов. 

1. Построить общий перпендикуляр двух скрещивающихся прямых 
(отрезок с концами на этих прямых и перпендикулярный обеим) и найти 
его длину. 

2. Построить плоскость, содержащую одну из прямых и параллель-
ную второй. Тогда искомое расстояние будет равно расстояние от ка-
кой-нибудь точки второй прямой до построенной плоскости.  

3. Заключить данные прямые в параллельные плоскости, проходя-
щие через данные скрещивающиеся прямые, и найти расстояние между 
этими плоскостями. 

4. Построить плоскость, перпендикулярную одной из данных пря-
мых, и построить на этой плоскости ортогональную проекцию второй 
прямой. Тогда искомое расстояние будет равно длине перпендикуляра, 
опущенного в построенной плоскости из точки, являющейся проекцией 
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перпендикулярной ей прямой, на проекцию на эту плоскость другой 
прямой. 

Продемонстрируем применение всех четырех указанных способов 
при решении следующих двух задач. 

Задача 26. В кубе, длина ребра которого равна , найти расстояние 
между ребром и диагональю не пересекающей его грани. 

a

Решение. □ В качестве примера найдем расстояние между ребром 
 и диагональю  (см. рис. 54). Прямые  и 1AA 1D C 1AA 1D C −  скрещи-

вающиеся. Используя каждый из отмеченных способов, покажем, что 
расстояние между ними равно . a

 

A

B

D1

C1
B1

A1

D A

B
D1

C1
B1

A1

DA

B
D1

C1
B1

A1

D

a a a
ddd

A

B
D1

C1
B1

A1

D

a
dh h h

h
C C C C

    а)     б)     в)     г)  

Рис. 54 

1-й способ (см. рис. 54а). Ясно, что 1 1 1A D AA⊥  и 1 1 1A D D C⊥ . 
Следовательно, 1 1A D −  общий перпендикуляр двух скрещивающихся 
прямых  и . Расстояние между  и  равно 1AA 1D C 1AA 1D C 1 1A D a= .  

2-й способ (см. рис. 54б). Ясно, что плоскость , содержащая 
, параллельна  и расстояние от  до  равно .   

1 1DD C

1D C 1AA 1AA 1 1DD C a

3-й способ (см. рис. 54в). Плоскость , содержащая , па-
раллельна плоскости , содержащей , и расстояние между 
ними равно .  

1 1DD C 1D C

1 1AA B 1AA
a

4-й способ (см. рис. 54г). Плоскость  перпендикулярна прямой 
. Точка  проекция  на эту плоскость. Проекцией  на 

плоскость  является . Расстояние от точки  до  равно 
.  

ABC
1AA A− 1AA 1D C

ABC DC A DC
a
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Задача 27. Найти расстояние между непересекающимися диагона-
лями двух смежных граней куба, длина ребра которого равна .  a

Решение. □ Найдем расстояние между диагоналями  и  
куба .  

1 1A C 1AD

1 1 1 1ABCDA B C D
1-й способ. Пусть отрезок  (см. рис. 

55) есть общий перпендикуляр скрещи-
вающихся прямых  и , а  и 

 его ортогональные проекции на 
плоскости  и  соответствен-
но (  и 

PQ

1AA
QN

1 1A C 1AD PN
KQ −

1 1 1A B C 1D

1 1PK A D⊥ 1 1A D⊥ ). На основа-
нии теоремы о трех перпендикулярах 

 и 1 1PN A C⊥ 1KQ AD⊥ . Треугольники 
 и 1A PN 1DKQ −  прямоугольные и равно-

бедренные, поэтому 1 3
aAK KN

N
K

P

Q

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C

Рис. 55 

ND= = = . Аналогично, 

1 1NQ ND A K= = =
3
aKP =  и 1

2
3

aA P PN= = . Тогда из прямо-

угольного треугольника  получим расстояние между  и 

: 

PNQ 1 1A C

1AD
2 2

2 2 2 3
9 9 3
a a aPQ PN NQ= + = + = .  

2-й способ. По-
строим плоскость, 
содержащую  и 
параллельную  
(см. рис. 56а). Иско-
мой плоскостью явля-
ется . Найдем 
расстояние до нее от 
какой-либо точки 
прямой . Для 
этого опустим из точ-

1AD

1A C1

1

1AD C

1A C

B

B1 D1

D

O

N

O1

h

A

B

D1

B1

A1

D

C1

N
C

O1

O

Рис. 56а   Рис. 56б 
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ки  (см. рис. 56а) на указанную плоскость перпендикуляр. Плоскости O
1 1BB D  и  перпендикулярны ( AC1AD C BD⊥  и 1AC D D⊥ , и 

). Так как 1AC AD C⊂ 1 1 1B D D O⊥  (см. рис. 56б) (докажите самостоя-
тельно!), то 1ON AD C⊥  ( ON ) и из подобия треугольников 1B D

1BB D  и OD  следует 1N 1

1

ODON
BD B D

=  или 1

1

3
3

BD OD ah ON
B D
⋅

= = = .  

3-й способ. По-
строим параллель-
ные плоскости 

 и 1AD C 1 1BA C  (см. 
рис. 57а), содержа-
щие прямые  и 

 соответствен-
но. Диагональ 

1AD

1 1A C

1B D  
куба перпендику-
лярна обеим плоско-
стям и (см. рис. 57б) 
точками  и K N  делится на три равные части. Расстояние между плос-
костями  и 1AD C 1 1BA C  равно длине отрезка .  KN

A

B

D1

B1

A1

D

C1

K

N C

B1 D1

DB

K

N

h

O1

O

O1

O

Рис. 57а   Рис. 57б 

4-й способ. 
Плоскость 1 1BB D  
перпендикулярна 
прямой  
(  и 

) и 
плоскости  
(

1 1A C
A C ⊥

C

1

1 1 1 1B D

1 1 1A C D D⊥

1AD

1B D AD C⊥ ) (см. 
рис. 58а). 1 1D O −  
проекция  на плоск1AD

 на плоскость 1 1A C 1BB
58б).  

 

B1 D1

DB

N
h

O1

O

A

B

D1

B1

A1

D

C1

N
C

O1

O

 
Рис. 58а  Рис. 58б.
ость 1 1BB D . Расстояние от точки  (проекции O

1D ) до  равно длине отрезка  (см. рис. 1 1D O ON
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Задача 28. В правильной усеченной четырехугольной пирамиде 
 со сторонами оснований, равными  и  ( a ), и 

высотой  найти расстояние между диагональю 
1 1 1 1ABCDA B C D a b b>

h 1BD  и диагональю 
большего основания . AC

Решение. □  Прямые 1BD  и  скрещиваются (см. рис. 59а). Точ-
ки  и  точки пересечения диагоналей оснований пирамиды. 

 и 

AC
O 1O −

1OO AC⊥ 1OO BD⊥ , как отрезок, соединяющий середины основа-
ний равнобедренных трапеций 1 1BB D D  и . Построим плос-

кость, перпенди-
кулярную одной 
из скрещиваю-
щихся прямых 

1 1AA C C

1BD  и . 
Плоскость 

AC

1 1BB D AC⊥ , так 
как  перпен-
дикулярна двум 
пересекающимся 

прямым этой плоскости: 

AC

AC BD⊥  ( ABCD −  квадрат) и 1AC OO⊥  
(  высота пирамиды). Прямая 1OO − 1BD  лежит в плоскости 1 1BB D , 
поэтому искомое расстояние равно длине перпендикуляра , опу-
щенного из точки  на 

OK
O 1BD .  найдем из подобия прямоугольных OK

1BD N  и BKO  (см. рис. 59б), имеющих общий острый угол. В 

1BD N :  1D N h= , 
( ) 2 ( )2

2 2
a b a bBN BD ND a − +

= − = − =
2

, 

2
2 2 2

1 1
( )

2
a bBD D N BN h +

= + = + .  В BKO  
2

2 2
BD aBO = = .  

A

O1

K

O D

C
D1

C1B1

A1

B
DB

B1 D1

NO

K

Рис. 59а   Рис. 59б 

Тогда 
1 1

OK BO
D N BD

=  или 1
2 21 2 ( )

BO D N ahOK
BD h a b

⋅
= =

+ +
.  
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Глава 3. Построения в пространстве 
§3.1. Построение плоских сечений многогранников 
Следом плоскости α  на плоскости β  называют прямую, по ко-

торой плоскость α  пересекает плоскость β . Следом прямой  на 
плоскости 

l
α  называют точку пересечения прямой с плоскостью α .  

Центральной проекций произвольной точки  пространства на 
плоскость 

A
α  из центра  называется точка  пересечения плоскости S 1A

α  и прямой  (см. рис. 1б). Аналогично, центральной проекцией 
произвольной прямой  пространства на плоскость 

SA
AB α  из центра  

называется прямая , где  и 
S

1 1A B 1A 1B −  центральные проекции точек 
 и A B  на плоскость α . 

Р
задач

З
стью

Р
строи
на пл
строя
екци
лельн

мым

 

a

b

B1

B

A

M
A1

S

a

b

B1

B

A

M
A1

 
Рис. 1а Рис. 1б
ассмотрим опорную задачу, применяемую при решении многих 
 на построение сечений. 
адача 1. Найти точку пересечения данной прямой  с плоско-
 

AB
α  (  не параллельна AB α ).  
ешение. □ Задача имеет решение в случае, если возможно по-
ть параллельную или центральную проекцию данной прямой  
оскость 

AB
α . В первом (см. рис. 1а) и во втором (см. рис. 1б) случае 

тся проекции прямой на плоскость. Так как прямая  и ее про-
и лежат в одной плоскости (образованной: в первом случае парал-
ыми прямыми  и 

AB

1AA 1BB , во втором – пересекающимися пря-

и  и ), то точка их пересечения и есть искомая.  SA SB
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Рассмотрим конкретные применения разобранной задачи. 
Задача 2. Найти точку пересечения прямой MN , где точки M  и 

N  лежат соответственно на гранях 1 1AA B B  и 1 1DD C C  куба 

1 1 1 1ABCDA B C D , с плоскостью основания  (ABC MN ABC ). 

Решение. □ В соответствии с 
предыдущей задачей строим па-
раллельную проекцию прямой 
MN  на плоскость  (см. рис. 
2). Для этого проводим через точ-
ки 

ABC

M  и N  прямые, параллель-
ные ребру , до пересечения в 
точках 

1AA

0M  и 0N  с ребрами  и 
 соответственно. Прямая 

AB
DC

0 0M N −  параллельная проекция 
MN  на плоскость . Все ее точки принадлежат плоскости, следо-
вательно, и точка 

ABC
0 0Q M N MN= ∩  принадлежит плоскости  и 

является искомой.  
ABC

N

M

A

B

D1

B1

A1

D

C1

CM0

N

Q
N0

 
Рис. 2 

Задача 3. В тетраэдре  точки SABC N  и M  лежат на гранях 
 и  соответственно. Найти точку пересечения прямой SBC SAC MN  с 

плоскостью основания  (ABC MN ABC ). 

Решение. □ Для реше-
ния задачи строим цен-
тральную проекцию с цен-
тром в точке  прямой S
MN  на плоскость  
(см. рис. 3). Для этого про-
водим через точки 

ABC

N  и M  
прямые  и до пере-
сечения в точках 

SN SM
0N  и 0M  

с ребрами  и  соот-
ветственно. Прямая 

CB AC

0 0M N −  центральная про-

A B
M0 Q

M

N0

N

C

S

 
Рис. 3 
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екция MN  на плоскость . Все точки прямой ABC 0 0M N  принадле-
жат плоскости , следовательно и точка ABC 0 0Q M N MN= ∩  при-
надлежит плоскости  и является искомой.  ABC

Рассмотрим далее задачи на построение линий пересечения двух 
плоскостей. Обычно для решения подобных задач достаточно найти 
две общие точки плоскостей – прямая, проходящая через эти точки, и 
будет искомой. 

Задача 4. В кубе 1 1 1 1ABCDA B C D  найти 
линию пересечения плоскостей 1 1BB D  и 

. 1AD C
Решение. □ Точка 1D −  общая для 

плоскостей 1 1BB D  и  (см. рис. 4). Так 
как прямые 

1AD C
BD  и  лежат в плоскости 

основания куба и в указанных плоскостях, то 
точка  их пересечения является общей 
точкой плоскостей 

AC

O
1 1BB D  и . Следо-

вательно, прямая 
1AD C

1D O −  искомая.  

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C
O

Рис. 4 

В общем случае следующая задача является опорной во многих за-
дачах на построение линии пересечения двух плоскостей.  

Задача 5. Определить линию пересечения заданной плоскости β  с 
плоскостью α  (см. рис. 5).  

B1

B

A

R
A1

C

P Q

C1 B1

B

A

R

A1

C

P
Q

C1

S

а)    б)  

Рис. 5 
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Решение. □ Как и в случае задачи 1 этого параграфа, для решения 
этой задачи достаточно построить точки пересечения каких-либо двух 
прямых плоскости β  с плоскостью α . Пусть в β  даны три точки 

 и . Находим, например точки  и ,A B C P R  пересечения прямых 
 и  соответственно с плоскостью AC AB α . Для этого строим их па-

раллельные (см. рис. 5а) или центральные проекции с центром в точке 
, не лежащей в плоскости S β  (см. рис. 5б). Прямая PR −  искомая. 

Очевидно, что точка  пересечения прямой  с плоскостью Q CB α  

также лежит на прямой .  PR
Воспользуемся полученным результатом для решения следующих 

задач.  
Задача 6. В тетраэдре  точки SABC N  и M  лежат на гранях 

 и  соответственно. Найти 
линию пересечения плоскостей  и 

. 

SBC SAC
SAN

SBM
Решение. □ Так как точка S −  об-

щая для указанных плоскостей, то для 
решения данной задачи достаточно по-
строить еще одну их общую точку. Ли-
ниями пересечения плоскости основания 
и плоскостей  и  (см. рис. 6) 
являются соответственно прямые 

SMB SAN
0M B  

и , пересекающиеся в точке . 
Следовательно, прямая 

0AN O
SO −  искомая.  

A B
M0

O

M

N0

N

C

S

Рис. 6 

Задача 7. В кубе 1 1 1 1ABCDA B C D  найти линию пересечения плос-
костей MNP  и 1B EF , где точки , , , ,M N P E F  лежат на ребрах , 

 и  соответственно (см. рис. 7). 
1CC

1 1, ,DD AB CC 1AA
Решение. □ Для решения поставленной задачи строим сначала ли-

нии пересечения плоскостей MNP  и 1B EF  с плоскостью основания – 
прямые  и 0PN 0 0F E . Для этого находим точки пересечения прямых 
MN , 1B E  и 1B F  с плоскостью основания. Построенные прямые 

 и 0PN 0 0F E  имеют общую точку , являющуюся соответственно Q
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общей точкой плоскостей 
MNP  и 1B EF . Прямая  
пересекает продолжение реб-
ра 

0PN

BC  в точке . Прямые 0P

1B E  и 0MP  представляют 
собой линии пересечения 
плоскостей MNP  и 1B EF  с 
плоскостью 1 1BB C  и пересе-
каются в точке R −  общей 
точке плоскостей. Получили 
две общие точки плоскостей 
MNP  и 1B EF , следователь-

но прямая  искомая.  QR −

N0

N

M

A

B

D1

B1

A1

D

C1

P
C

R

Q
FP0

E

E0

F0

Рис. 7 

К задачам 1 и 7 обычно сводятся задачи на построение сечений 
многогранников. 

Построить сечение многогранника плоскостью – это значит по-
строить прямые, являющиеся следами пересечения граней многогран-
ника данной плоскостью. Для построения каждой такой прямой доста-
точно найти две точки, принадлежащие одновременно и секущей плос-
кости и плоскости грани (причем не обязательно самой грани).  

Секущая плоскость может быть задана различными способами, на-
пример: 

а) тремя точками, которые не лежат на одной прямой; 
б) прямой и точкой, не лежащей на ней; 
в) двумя пересекающимися прямыми; 
г) некоторыми из указанных выше геометрических элементов в со-

вокупности с различными зависимостями между ними и элементами 
(гранями, ребрами, диагоналями и т. д.) многогранника. При этом могут 
быть использованы параллельность, перпендикулярность, задание вели-
чин двугранных углов и углов между секущей плоскостью и ребрами 
многогранника и т. д. 

Построение плоских сечений многогранников выполняется на ос-
нове соответствующих пространственных аксиом и теорем. 

Наиболее часто применяемыми методами построения сечений мно-
гогранников плоскостью являются: метод следов, метод внутреннего 
проектирования и метод переноса секущей плоскости. 
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Метод следов  
При использовании этого метода сначала строится след секущей 

плоскости на плоскости одной из граней многогранника (диагональной 
плоскости, плоскости симметрии) и след соответствующих боковых 
ребер на секущей плоскости. Далее строятся следы секущей плоскости 
на других гранях при наличии двух следов ребер, принадлежащих соот-
ветствующей грани, или их продолжений на секущей плоскости.  

Задача 8. Построить сечение куба 1 1 1 1ABCDA B C D  плоскостью, 
проходящей через три заданные на его ребрах точки , ,M N P , две из 
которых  лежат на смежных ребрах (см. рис. 8). 

Решение. □ Точки M  и N  лежат в плоскости сечения и в плоско-
сти 1 1AA B , поэтому отрезок MN −  след секущей плоскости на грани 

1 1AA B B . Для построения следов на других гранях поступаем следую-
щим образом. 

Проведя прямую MN  до пе-
ресечения с прямыми  и AB

1BB , лежащими с ней в одной 
плоскости и не параллельными 
ей, получим на них следы секу-
щей плоскости  и . Точки 

 и  лежат в плоскости 
1K 3K

1K P
ABC , следовательно, прямая 

 след секущей плоскости 
на плоскости 

1K P −
ABC , точки 1N  и 

 следы секущей плоскости на ребре  и прямой 2K − AD BC  соответст-
венно. Точки  и  лежат в плоскости 2K 3K 1 1BB C , следовательно, пря-
мая  след секущей плоскости на плоскости 2 3K K − 1 1BB C , точки  и 

 следы секущей плоскости на ребрах  и 
1P

1M − 1CC 1 1B C  соответственно. 
Соединяя в указанном порядке точки 1 1 1, , , , , ,M N N P P M M , получаем 
искомое сечение – шестиугольник 1 1 1MNN PP M .  

A

B
D1

C1B1

A1

C

D

M

K1

N

P
K2

K3

M1

P1

N1  
Рис. 8 

Несколько сложнее этим способом решается подобная задача в слу-
чае, когда точки ,M N  и  лежат на непересекающихся ребрах куба. P

 58



Задача 9. Построить сечение куба 1 1 1 1ABCDA B C D  плоскостью, 
проходящей через три заданные точки , ,M N P , лежащие на непересе-
кающихся ребрах (см. рис. 9) при условии, что никакие две из них не 
лежат в одной грани. 

Решение. □ Найдем точ-
ку пересечения прямой MP  
с плоскостью основания ку-
ба. Опустим из заданной 
точки M  перпендикуляр на 
ребро . Для этого прове-
дем через точку 

AB
M  прямую, 

параллельную ребру , 
которая пересечет ребро  
в точке . Аналогично на-
ходим основание перпенди-
куляра, опущенного из точки 

 на ребро 

1
AB

AA

1K

P BC . Так как  
лежит на ребре куба, то она 
проектируется в точку . Тогда точка 

P

C 2K MP K C1≡ ∩  принадлежит 
плоскости сечения и плоскости основания. Прямая 2NK  – след секу-
щей плоскости на плоскости основания. Соответственно, точка 1N −  
след секущей плоскости на ребре . Далее задача сводится к преды-
дущей.  

CD

A

B

D1

C1
B1

A1

C

D

M

K1

N

P K2

K3

M1

P1

N1
K4

K5

Рис. 9 

Описанные выше способы построения сечения куба плоскостью 
применимы и к аналогичной задаче для пирамиды. 

3адача 10. Построить сечение четырехугольной пирамиды  
плоскостью, проходящей через три заданные точки 

SABCD
, ,M N P , лежащие 

на ее ребрах (см. рис. 10). 
Решение. □ Прямые MN  и  лежат в одной плоскости  и 

не параллельны, следовательно, пересекутся в некоторой точке . 
Точки  и  принадлежат плоскости основания пирамиды и плоско-
сти сечения, следовательно, прямая  – след секущей плоскости на 
плоскости основания. Аналогично, прямые  и  пересекаются в 

AD SAD
1K

1K P

1K P

1K P AB
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некоторой точке . Точки 2K 1N  и 
 – следы секущей плоскости на 

ребрах пирамиды  и  соот-
ветственно. Соединяя последова-
тельно точки 

1P
DC SB

1 1, , , , ,M N N P P M , 
получаем искомое сечение – пяти-
угольник 1 1MNN PP .  

3адача 11. Даны точки M  и 
, лежащие на боковых гранях 

четырехугольной пирамиды, и 
точка 

N

P  – на ее боковом ребре 
(см. рис. 11). Построить сечение 
пирамиды плоскостью MNP . 

Решение. □ Находим на плос-
кости основания пирамиды следы 
прямых  и MN MP  – 
точки  и , как 
точки пересечения 
указанных прямых и 
их центральных про-
екций 

1K 2K

0 0M N  и 0M B  
из центра  на плос-
кость основания. Пря-
мая , являющая-
ся следом секущей 
плоскости на плоско-
сти основания, пересе-
кает продолжение 
ребра  в точке . 
Точки  и  лежат в плоскости грани  и прямая  пересека-
ет ребро  в точке . Проводя прямую  до пересечения с реб-
ром , получаем точку 

S

1 2K K

AB 3K
P 3K SAB 3PK

SA 1P 1P M
SD 1M . Далее задача сводится к предыдущей. 

Сечение 1 1 1P M N P −  искомое.  

A
B

S

C
D

M

K1

N P
K2

P1

N1

Рис. 10 

A
B

S

C
D

M

K1

N

P
P1

N1

K3

N0

M1

M0

K2

Рис. 11 
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Метод внутреннего проектирования  
При использовании этого метода изначально на плоскости основа-

ния многогранника отмечаются четыре точки: три проекции (централь-
ные или параллельные) трех точек, определяющих плоскость сечения, и 
одна должным образом выбранная вершина основания, принимаемая за 
проекцию одной из вершин сечения. На плоскости основания проводят-
ся диагонали указанного четырехугольника. Далее на одной из прямых 
плоскости сечения строится точка, проекцией которой служит точка 
пересечения диагоналей указанного четырехугольника. Найденная чет-
вертая точка сечения вместе с одной из трех данных точек этого сечения 
определяет прямую, которая в пересечении с соответствующим ребром 
многогранника дает точку пересечения секущей плоскости с этим реб-
ром. 

Метод внутреннего проектирования является эффективным в тех 
случаях, когда след секущей плоскости не помещается на чертеже, так 
как секущая плоскость составляет малый угол с плоскостью основания. 

Задача 12. Построить сечение четы-
рехугольной призмы плоскостью, про-
ходящей через три заданные точки 

, ,M N P , лежащие на трех ее разных 
боковых гранях (см. рис. 12). 

Решение. □ Проводим через точки 
, ,M N P  прямые 0MM , 0NN 0PP, , 

параллельные ребрам призмы. Так как 
секущая плоскость не параллельна ребру 

, то она пересечет его в некоторой 
точке 

1CC
R , проекцией которой на плос-

кость основания является точка . Со-C
A
B

CD

M

O

N

P

P0
S

N0

M1

M0

O1

A1

C1D1

B1

R

Q

Рис. 12

ответственно, проекцией четырехуголь-

ника MNRP , лежащего в секущей плоскости, является четырехуголь-
ник 0 0 0M N CP . Точка  пересечения диагоналей 1O MNRP  ( O1 NP∈ ) 
в этом случае проектируется в точку  пересечения диагоналей O

0 0 0M N CP . Соединяя точки M  и , и продолжая диагональ до пере-
сечения с ребром , получаем искомую точку 

1O

1CC R . Далее, проводя 
прямые RN  и RP  до пересечения с ребрами  и 1DD 1BB , получаем 
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следы  и  секущей плоскости на этих ребрах. Проводя прямую 
до пересечения с ребром , получаем точку 

S Q
SM 1AA 1M −  след секущей 

плоскости на этом ребре. Сечение 1M SRQ  является искомым.  
3адача 13. Даны точки M ,  и N P , лежащие на боковых гранях 

четырехугольной пирамиды (см. рис. 13). Построить сечение пирамиды 
плоскостью MNP . 

Решение. □ Если при решении  предыдущей задаче использовались 
параллельные проекции, то в данной будем использовать центральные 
проекции. Прямые 0 0M N , 

0 0M P  и 0 0N P −  центральные 
проекции с центром в точке  
на плоскость основания пирами-
ды прямых 

S

MN , MP  и NP . 
Так как секущая плоскость не 
параллельна ребру , то она 
пересечет его в некоторой точке 

SC

R , центральной проекцией ко-
торой на плоскость основания 
является точка . Соответст-
венно, центральной проекцией 
четырехугольника 

C

MNRP , ле-
жащего в секущей плоскости 
является четырехугольник 

0 0 0M N CP . Точка  пересечения диагоналей 1O MNRP  проектируется в 
точку  пересечения диагоналей O 0 0 0M N CP  ( 1O SO NP= ∩ ). Соеди-
няя точки M  и  и продолжая диагональ до пересечения с ребром 

, получаем искомую точку 
1O

SC R . Далее, проводя прямые RN  и RP  
до пересечения с ребрами  и , получаем следы SD SB F  и  секущей 
плоскости на этих ребрах. Проводя прямую 

Q
FM до пересечения с реб-

ром , получаем точку SA 1M −  след секущей плоскости на этом ребре. 

Сечение 1M FRQ  является искомым.  

A
B

S

C
D

M
N

P

M0

Q

F
O1

O
P0

N0

M1

R

 
Рис. 13 
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Метод переноса секущей плоскости 
При использовании этого метода вместо секущей плоскости строит-

ся параллельная ей вспомогательная плоскость, которая пересекает все 
три грани некоторого трехгранного угла данного многогранника. Далее 
путем параллельного переноса строятся некоторые линейные элементы 
искомого сечения, соответствующие легко строящимся элементам 
вспомогательной плоскости. 

3адача 14. Даны точки M ,  и N P , лежащие соответственно на 
боковых ребрах  и  четырехугольной пирамиды . 
Построить сечение пирамиды плоскостью 

,SA SD SB SABCD
MNP  (см. рис. 14). 

Решение. □ Проводим через 
вершину D  прямую, параллельную 
MN , до пересечения с ребром . 
Через полученную точку  парал-
лельно 

SA
1K

MP  проводим прямую до 
пересечения с ребром  в точке 

. Плоскость треугольника 
 параллельна плоскости 

AB
2K

1 2DK K
MNP . Плоскость  пересекает 
их по параллельным прямым. Пря-
мая пересечения плоскостей  и 

 – , где  – точка 
пересечения диагонали  четы-
рехугольника  и отрезка 

. Через точку 

ASC

ASC
1 2DK K 1 3K K 3K

AC
ABCD

2DK M  проводим прямую, параллельную , до пе-
ресечения с ребром . Получаем точку Q . Сечение 

1 3K K
SC MPQN  является 

искомым.  

A

B

S

CD

M

K2

N
P

Q

K3

K1

 

Рис. 14 
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§3.2. Вычисление площади плоского сечения 
При вычислении площади сечения многогранника плоскостью 

обычно используют один из следующих способов. 
1. При пересечении секущей плоскостью многогранника в сечении 

получается плоский многоугольник. Если удается вычислить длины его 
сторон и какие-нибудь углы, то, разбив многоугольник на части (тре-
угольники и четырехугольники), используя формулы для вычисления 
площадей соответствующих фигур, можно определить всю площадь 
сечения. 

2. Иногда задача может быть решена с использованием формулы 
площади ортогональной проекции многоугольника. Так, если известен 
угол ϕ  между секущей плоскостью и некоторой плоскостью, такой что 
площадь  ортогональной проекции фигуры, полученной в сечении, 

на нее известна, то площадь сечения  выражается формулой: 
прS

сечS

cos
пр

сеч
S

S
ϕ

= . 

3. Координатно-векторный метод, подробно описанный в главе 6. 

Рассмотрим несколько примеров. 
Задача 15. В правильной четырехугольной пирамиде сторона осно-

вания равна , а двугранный угол при основании равен a β . Найти 
площадь сечения пирамиды плоскостью, проведенной параллельно 
плоскости основания через центр вписанного в пирамиду шара. 

Решение. □ Пусть  – 
правильная четырехугольная пирами-
да,  – ее высота,  – высота  
боковой грани . Тогда двугран-
ный угол при основании равен 

SABCD

SP SH
CSD

SHP β∠ = , а центр вписанного в пи-
рамиду шара (точка ) является пе-
ресечением  и биссектрисы 

O
SP

SHP∠  (см. главу 5). Из подобия пи-
рамиды  и пирамиды, отсе-
каемой от нее плоскостью, проведен-
ной параллельно плоскости основания 

SABCD
A

B

S

C
H

D

O

P

Рис. 15 
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через центр вписанного шара, получаем: 
2

сеч.

ABCD

S SO
S S

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠P

.  

2
ABCDS a= , tg

2
aSP β= , OPSPSO −= , 

2
tg

2
βaOP = .  

Таким образом, имеем:  

ββ
β

ββ

ββ

β

ββ

cos1
1

2
cos2

cos1
sin

2
cos

cos
2

sin
1

tg
2

tgtg

2 +
=−=−=

−
=

SP
SO

. 

Получаем: 
2

2(1 cos )сеч.
aS

β
=

+
.  

Задача 16. На боковом ребре  правильной шестиугольной 
призмы  взята точка 

1DD

1 1 1 1 1 1ABCDEFA B C D E F M , не принадлежащая ни 
одному из оснований. Через нее перпендикулярно плоскости  
проведены две взаимно перпендикулярные плоскости, так что сечения 
призмы этими плоскостями имеют единственную общую точку. Одно из 
сечений, площадь которого равна 

1 1AA D

29 , имеет только одну общую точку 
 с верхним основанием. Площадь 

другого сечения равна  и это сечение 
содержит центр симметрии нижнего 
основания. Найти объем призмы. 

1A
9

A

B

E

C
D

O

F

E1

B1

F1

D1

C1

A1

M

 

Рис. 16 

Решение. □ Пусть сечение площа-
дью 29  образует угол α с плоско-
стью верхнего основания. Тогда второе 
сечение образует с нижним основанием 
угол . Площадь проекции пер-
вого сечения на плоскость основания 
равна площади верхнего основания. 
Используя формулу площади ортого-
нальной проекции, получим 

α−90
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1 1 1 1 1 1 1 cosA B C D E FS S α= , 

где  площадь сечения, т. е. 1S − 1 9 2S = . Следовательно, 

1 1 1 1 1 1
9 2 cosA B C D E FS α= .  

Площадь проекции второго сечения составляет половину площади 
нижнего основания:  

2 2cos(90 ) sin
2

ABCDEFS S Sα α= − = , 

где  площадь сечения, т. е. 2S − 2 9S = . Следовательно. 
18sinABCDEFS α= . 

Так как площади верхнего и нижнего основания призмы равны 

1 1 1 1 1 1ABCDEF A B C D E FS S= , то получаем уравнение 

αcos29 αsin18= . 

Отсюда следует 
2
2tg =α . Применяя формулу 

α
α 2

2

cos
1tg1 =+ , 

получаем 
3
6cos =α .  

Найдем сторону шестиугольника. Для этого выразим площадь 

1 1 1 1 1 1A B C D E FS  двумя способами. Так, 
1 1 1 1 1 1

2
1 1

3 3
2A B C D E FS A= ⋅ B  и 

1 1 1 1 1 1

69 2 cos 9 2 6 3
3A B C D E FS α= = = . Отсюда 1 1 2A B = .  

Найдем высоту призмы  
tg (90 ) ctg 2 2DM OD ABα α= ⋅ − = ⋅ =  (см. рис. 16),  

1 1 1 tg 2 2D M A D α= ⋅ = , 1 4 2DD = .  

Найдем объем призмы:  

=V
1 1 1 1 1 1 1 6 3 4 2 24 6A B C D E FS DD⋅ = ⋅ = .  
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§3.3. Геометрические места в пространстве 
Геометрическим местом называется некоторая совокупность всех 

элементов пространства (плоскости), положения которых удовлетворя-
ют одному или нескольким условиям. Элементами могут служить точ-
ки, прямые, плоскости и другие множества точек. 

Чтобы доказать, что фигура P  является геометрическим местом то-
чек со свойством , нужно доказать два предложения: A

1) Все точки P  обладают свойством . A
2) Ни одна точка, не принадлежащая P , не обладает свойством . A
Важнейшими примерами геометрических мест точек (далее будем 

обозначать ГМТ) в пространстве являются: 
(1) ГМТ, равноудаленных от двух точек  и A B , – плоскость, про-

ходящая через середину отрезка  перпендикулярно этому отрезку. AB
(2) ГМТ, равноудаленных от двух параллельных прямых  и , – 

плоскость, перпендикулярная плоскости, содержащей эти прямые, па-
раллельная прямым им и прохо-
дящая через середину какого-
либо отрезка , где 

a b

AB
bBaA ∈∈ , . 

B α

c

hγ

a

b HA

M

Рис. 17 

(3) ГМТ, равноудаленных от 
двух пересекающихся прямых, – 
две плоскости, перпендикуляр-
ные плоскости, содержащей эти 
прямые, причем одна из них про-
ходит через одну, а другая – через 
другую биссектрису угла между 
данными прямыми (см. рис. 17). 

(4) ГМТ, равноудаленных от двух 
пересекающихся плоскостей α  и β , 
– плоскости γ  и δ , делящие попо-
лам двугранные углы между плоско-
стями α  и β  (см. рис. 18). 

Эти плоскости называют биссек-
ториальными плоскостями (или 
биссекторными плоскостями, или 
биссекторами). 
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(5) ГМТ, равноудаленных от двух параллельных плоскостей α  и 
β , – плоскость γ , параллельная α  и β  и проходящая через середину 
какого-либо отрезка , где AB βα ∈∈ BA , . 

(6) ГМТ, равноудаленных от точек  (не лежащих на одной 
прямой), – прямая, перпендикулярная плоскости  и проходящая 
через центр окружности, описанной около треугольника . Если 

 различны и лежат на одной прямой, то это геометрическое ме-
сто является пустым множеством. 

CBA ,,
ABC

ABC
CBA ,,

(7) ГМТ, равноудаленных от четырех точек , не лежа-
щих в одной плоскости, – центр сферы, содержащей эти точки. 

DCBA ,,,

(8) ГМТ, равноудаленных от граней трехгранного угла, – прямая, 
являющаяся пересечением биссекториальных плоскостей двугранных 
углов этого трехгранного угла. Эту прямую иногда называют биссек-
трисой трехгранного угла. 

(9) Геометрическое место середин отрезков , где точки  и AB A B  
лежат на параллельных плоскостях α  и β  соответственно, – плос-
кость, параллельная α  и β . 

(10) Геометрическое место середин отрезков , где точки  и AB A B  
лежат на пересекающихся плоскостях α  и β , – все пространство. 

(11) Геометрическое место середин отрезков , где AB A−  фикси-
рованная точка, а точка B  лежит на плоскости α , – плоскость, парал-
лельная плоскости α . 

(12) Геометрическое место середин отрезков , где точки  и AB A B  
лежат на скрещивающихся прямых  и b  соответственно, – плоскость, 
параллельная прямым  и b . 

a
a

(13) Геометрическое место точек, находящихся на заданном рас-
стоянии от точки, – сфера; от прямой, – поверхность прямого кругового 
цилиндра; от плоскости, – две параллельные плоскости. 

Отметим, что геометрическое место, как и всякое множество, может 
содержать «мало» элементов, например один или даже ни одного (пус-
тое множество). 
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Геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от трех 
вершин треугольника, – это единственная точка (центр описанной ок-
ружности). 

Геометрическое место точек плоскости, равноудаленных от всех то-
чек данной прямой, – пустое множество; таких точек не существует. 

3адачa 17. Найти геометрическое место точек, равноудаленных от 
четырех данных точек (не лежащих в одной плоскости). 

Решение. □ Пусть даны точки  и , ,A B C D  (см. рис. 19). Так как 
они не лежат в одной плоскости, то 
никакие три из них не лежат на одной 

т
д

н

м
с
д
т
И
н

D a

прямой. Искомым геометрическим 
местом точек является единственная 
точка  (центр сферы, проведенной 
через точки  и 

1O
, ,A B C D ).  

1) Искомая точка  одинаково 
удалена от точек  и , следова-
тельно, лежит на прямой , перпен-
дикулярной плоскости 

1O
,A B C

a
ABCβ ≡  и 

проходящей через точку O −  центр 
окружности, проведенной через точки 

 и C  (см. рис. 19). ,A B

C

BA

O

O1

β

α

O

2) Искомая точка  одинаково удалена от точек  и 1O A D , следова-
ельно, лежит в плоскости α , перпендикулярной прямой  и прохо-
ящей через середину отрезка . 

AD
AD

3) Прямая  и плоскость a α  пересекаются (докажите!) в единствен-
ой точке , которая является искомой.  1O

Использованный при решении этой задачи метод геометрических 
ест является в геометрии важнейшим методом построения. Его суть 
водится к следующему. Пусть требуется построить точку M , обла-
ающую двумя свойствами –  и A B . Находим геометрическое место 
очек, обладающих только свойством , затем только свойством A B . 
скомая точка M  должна быть общей для обоих геометрических мест, 
апример, должна являться их точкой пересечения. 
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Глава 4. Многогранники 
§4.1. Призма и параллелепипед 

Призма 
Призмой называется многогранник, у которого две грани – равные 

многоугольники с соответственно параллельными сторонами, а все ос-
тальные грани – параллелограммы. Первые две грани называются осно-
ваниями призмы, а все остальные – боковыми гранями. Призма назы-
вается треугольной, четырехугольной, пятиугольной и т. д. (в общем 
случае -угольной) в зависимости от того, какой многоугольник лежит 
в основании призмы. У -угольной призмы  вершин,  ребер, 

 грани.  

n
n 2n 3n

2n +
Из определения призмы следует, что в основаниях призмы лежат 

равные многоугольники с соответственно параллельными сторонами, а 
боковые грани призмы – параллелограммы. 

Общие стороны боковых 
граней призмы называются 
боковыми ребрами призмы. 
Отрезок  (см. рис. 1) пря-
мой, перпендикулярной плос-
костям оснований призмы, 
заключенный между ними, 
называется высотой призмы. 
Диагональ призмы – отрезок, 
соединяющий две вершины, не 
лежащие в одной грани. У -
угольной призмы 

1OO

n
( 3)n n −  диагонали. Диагональной плоскостью 

призмы принято называть плоскость, проходящую через диагональ ос-
нования и боковое ребро призмы, а фигуру, полученную при пересече-
нии этой плоскости с поверхностью призмы, называют диагональным 
сечением призмы. Сечение призмы плоскостью, перпендикулярной ее 
боковым ребрам, называют перпендикулярным сечением призмы. На 
рис. 1 фигура  является перпендикулярным сечением 
рассматриваемой призмы. 

22222 EDCBA

A1

B2

E2

A2

O1

E1

D1

CB1

C2
D2

O
E D

C
B

A

Рис. 1 

Призма называется прямой, если ее боковые ребра перпендикуляр-
ны плоскости основания и наклонной – если ее боковые ребра не пер-
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пендикулярны плоскости основания. В прямой призме высота  па-
раллельна всем ее боковым ребрам. Прямая призма называется пра-
вильной, если ее основания – правильные многоугольники. 

1OO

Параллелепипед 
Параллелепипедом называется призма, основаниями которой слу-

жат параллелограммы. 
Параллелепипед, боковые ребра которого перпендикулярны к плос-

костям оснований, называется прямым. В противном случае параллеле-
пипед называется наклонным. 

Прямой параллелепипед, основания которого – прямоугольники, на-
зывается прямоугольным. Все грани прямоугольного параллелепипеда 
– прямоугольники. Длина каждого из трех ребер прямоугольного парал-
лелепипеда, выходящих из одной вершины, называется измерениями 
параллелепипеда.  

Прямоугольный параллелепипед, все три измерения которого равны 
между собой, называется кубом. 

Некоторые свойства параллелепипеда.  
1. В параллелепипеде противоположные грани равны и параллель-

ны. 
2. Диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и делят-

ся ею пополам. 
3. Сумма квадратов всех диагоналей параллелепипеда равна сумме 

квадратов всех его ребер: . 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 4 4 4d d d d a b c+ + + = + + 2

4. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме 
квадратов трех его измерений. 

Следствие. В прямоугольном параллелепипеде все четыре диагона-
ли равны между собой. 

Поверхность призмы и параллелепипеда  
Боковой поверхностью призмы (параллелепипеда) называется 

сумма площадей всех ее боковых граней. 
Полной поверхностью призмы (параллелепипеда) называется сум-

ма ее боковой поверхности и площадей оснований. 
Боковая поверхность призмы (параллелепипеда) равна произведе-

нию периметра перпендикулярного сечения на боковое ребро. 
Боковая поверхность прямой призмы равна произведению перимет-

ра основания на высоту призмы. 
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Объем призмы и параллелепипеда 
Объемом геометрического тела называется величина части про-

странства, занимаемого этим телом. Принято рассматривать объем как 
величину, обладающую следующими свойствами: 

а) равные тела имеют равные объемы; 
б) объем какого-нибудь тела, состоящего из частей, равен сумме 

объемов этих частей; 
в) если из двух геометрических тел первое содержится целиком 

внутри второго, то объем первого тела не превосходит объема второго. 
Тела равного объема называются равновеликими. В качестве еди-

ницы объема принимается объем куба с ребром равным единице длины.  
Объем куба. Объем куба равняется кубу его ребра. 
Объем параллелепипеда. Объем прямоугольного параллелепипе-

да равен произведению трех его измерений:  
abcV =  куб. ед., 

где  – измерения параллелепипеда. cba ,,
Объем прямоугольного и наклонного параллелепипеда равен про-

изведению его площади основания на высоту: .оснV H S= ⋅  

Объем призмы. Наклонная призма равновелика такой прямой 
призме, основание которой равно перпендикулярному сечению на-
клонной призмы, а высота – ее боковому ребру. 

На рис. 2  – на-
клонная, а 

1111 DCBABCDA

2 2 2 2 3 3 3 3A B C D A B C D  – 
прямая призма, основание которой 

2 2 2 2A B C D  перпендикулярно боко-
вым ребрам наклонной призмы, а 
высота (боковое ребро) 

2 3 1A A AA H= = . В таком случае  

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3ABCDA B C DV VA B C D A B C D= . 
Объем произвольной призмы ра-

вен произведению площади основа-
ния на высоту:   V H оснS= ⋅ , 

где  – площадь основания, а  
– высота. 

оснS H
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Принцип Кавальери. Если два тела могут быть расположены 
так, что любая плоскость, параллельная какой-нибудь данной плос-
кости и пересекающая оба тела, дает в сечении с ними равновели-
кие фигуры, то объемы таких тел равны. 

Рассмотрим теперь несколько типичных задач, дополняющих ре-
зультаты, изложенные выше. 

Задача 1. Каждое ребро правильной треугольной призмы равно . 
Через сторону основания и середину оси (ось – отрезок, соединяющий 
центры оснований) проведена плоскость. Найти площадь сечения приз-
мы этой плоскостью. 

a

Решение. □ Пусть все ребра правиль-
ной призмы  равны   (см. 
рис. 3). Через ребро основания  и сере-
дину 

1 1ABCA B C1 a
BC

D  оси  проведем плоскость, 
которая пересечет основание  по 
прямой, параллельной . Точки пере-
сечения этой прямой с ребрами  и 

 соответственно обозначим через 

1OO

111BA C

1A
11CB

1B

11CA M  
и . Соединив точки N M  и B ,  и , 
получим сечение . Так как 

 – трапеция, и ее высотой будет отрезо

N C
BMNC BMN ||

BMNC
вательно, и BCQP ⊥ ). Тогда площадь 

. ( )S BC MN QP= + ⋅ / 2
По условию задачи aBC = . DOP

 и эти треугольники 1QDOPDO ∠=∠

6
3

1
aQOOP ==  (как радиус окружности, 

). Из прямоугольника  получABC OLQO1

, то из теоремы Пифагора для п

ника QLP  находим 

aAAQL == 1

22 aLQLPPQ =+=
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, то четырехугольник 
к  (
C

PQ BCLP ⊥ , следо-
сечения  равна BMNC

1DO Q=  ( OD ;1DO=  
прямоугольные). Тогда 

вписанной в треугольник 

им 1LO QO= . Так как 
рямоугольного треуголь-

.
3

32
3

2
2 aa =+  



Из подобия треугольников  и  ( ) следует MNA1 111 CBA 11|| CBMN

3
1

11

1

11
==

PA
QA

CB
MN

 или aCBMN
3
1

3
1

11 == . 

Подставляя найденные значения ,  и  в формулу пло-

щади сечения, получаем  

BC PQ MN

9
34

3
32

3
1

2
1 2aaaaS =⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += .  

Если известны l − длина бокового ребра призмы, S⊥ −  площадь и 
 периметр ее перпендикулярного сечения, то для вычисления пло-

щади боковой поверхности и объема призмы используются формулы: 
P⊥ −

бокS l P⊥= ⋅  и V l S⊥= ⋅ . 
Задача 2. В наклонной треугольной призме длины боковых ребер 

равны . Стороны перпендикулярного сечения относятся как 

, а его площадь равна . Определить площадь боковой 
поверхности призмы. 

8 см

17:10:9 2144 см

Решение. □ Рассмотрим призму 
, 1 1 1ABCA B C 1 1 1 8BB CC смAA = = = , 

 – ее перпендикулярное сечение 
(см. рис. 4). Площадь боковой поверхно-
сти призмы равна: 

222 CBA

2 2бок.S A= +

17

2 2 2 2 1( )B B C C A AA+ ⋅ . 
Согласно условию задачи 

 и стороны треуголь-

ника  находятся в отношении 

2144
222

смS CBA =

2 2 2A B C

2 2 2 2 2 2: : 9 :10 :A B A C C B = . Обозначим
. Используя формулу Герона, н

ка : 
2 2 17C B x=

2 2 2A B C 2369818 xxxxx =⋅⋅⋅ , а по 

, т. е. . Отсюда получа2144 см 14436 2 =x

но, , и 2 2 2 2 2 2 36 72 смA B B C C A x+ + = =
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 ,922 xBA =  2 2 10A C x= , 
айдем площадь треугольни-

условию эта площадь равна 

ем 2 смx = . Следователь-

.  272 8 576бок. смS = ⋅ =



Задача 3. В наклонной треугольной призме площадь одной из боко-
вых граней равна , а расстояние от противолежащего ребра до нее 
равно . Найти объем призмы. 

2m
a2

Решение. □ Пусть  (см. рис. 5) – перпендикулярное сечение 
призмы  и 

2 2 2A B C

1 1 1ABCA B C 2 2 2A B DC⊥ , тогда согласно условию задачи 
, a площадь боковой граней 

 равна 
2 2DC a=

1 1ABB A

1 1 2 2ABB AS A= ⋅

2 21

2
1B AA m= . 

Объем призмы равен  

2A B CV AA S= ⋅  
или  

22 2A BV am= =1 2
2

AA DC⋅ ⋅
.  

A1
B2

A2

C1
B1

C2
D

CB

A
Рис. 5 

Задача 4. Определить объем пря-
моугольного параллелепипеда, площа-
ди граней которого равны  и Q . 21,QQ 3

Решение. □ Обозначим измерения параллелепипеда через yx,  и . 
Объем прямоугольного параллелепипеда равен V

z
xyz= , а площади его 

граней соответственно  
1 2,xy Q xz Q= =  и 3yz Q= . 

Перемножив правые и левые части трех последних равенств, полу-
чим ( )2

1 2 3xyz Q Q Q= ⋅ ⋅ 3Q Q или V Q2
1 2= ⋅ ⋅ . Следовательно, 

1 2 3V Q Q Q= ⋅ ⋅ .  
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§4.2. Пирамида 
Пирамидой называется многогранник, ограниченный гранями мно-

гогранного угла и плоскостью, пересекающей все его грани (см. рис. 6). 
Основанием пирамиды называется многогранник, полученный в секу-
щей плоскости ( ). Боковыми гранями пирамиды называются 

треугольники , 
ABCDE

ASB ,BSC  …  с общей вер-
шиной , которая называется вершиной 
пирамиды. Боковыми ребрами пирамиды 
называются ребра, по которым пересекаются 
боковые грани. Высотой пирамиды называ-
ется перпендикуляр , опущенный из 
вершины пирамиды на плоскость ее основа-
ния. Пирамида называется правильной, если 
ее основание – правильный многоугольник и 
высота пирамиды проходит через центр это-
го многоугольника. Апофемой правильной 
пирамиды называется высота боковой грани. 

S

SO
C

B

A
D

O

S

E
Рис. 6 

Отметим, что в пирамиде буквой  обычно обозначают и ее вер-
шину и поверхность (полную или ее частей). Однако это не приводит к 
недоразумению, так как по смыслу всегда ясно, о чем идет речь в каж-
дом конкретном случае. Кроме того, если 
рассматривают поверхность или площадь, то 
в обозначение часто еще вводят дополни-
тельные индексы, например,  (боковая 
поверхность),  (площадь основания 

),  (площадь грани ) и т. д. 

S

бокS

ABCDS
ABCD ASBS ASB

Свойства сечений пирамиды плоскостью, 
параллельной основанию. 

Теорема 1. Если пересечь пирамиду 
плоскостью, параллельной основанию, то: 

а) боковые ребра и высота пирамиды 
разделяются этой плоскостью на пропорциональные отрезки; 

C1A1

CB
A

D
O

S

E

O1

E1 D1

 
Рис. 7 

б) в сечении получится многоугольник, подобный многоугольнику, 
лежащему в основании; 

в) площади сечения и основания будут относиться друг к другу 
как квадраты их расстояний от вершины пирамиды. 

 76



На рис. 7 в пирамиде  плоскости . Тогда: SABCDE 1 1 1 ||A B C ABC

а) 1 1 1 1 1SA SB SC SD A B
SA SB SC SD AB

= = = = 1 ; 

б) многоугольник  подобен многоугольнику ; 1 1 1 1 1A B C D E ABCDE

в) 1 1 1 1 1
2
1
2

A B C D E

ABCDE

S SO
S SO

= . 

Теорема 2. Если две пирамиды с равными высотами пересечь 
плоскостями, параллельными основаниям, на одинаковом расстоя-
нии от вершины, то площади сечений будут пропорциональны пло-
щадям оснований. 

Следствие. Если у двух пирамид с равновеликими основаниями и 
равными высотами провести параллельные основаниям сечения на оди-
наковых расстояниях от вершины, то сечения будут равновеликими. 

Поверхность пирамиды. Боковой поверхностью пирамиды назы-
вается сумма площадей ее боковых граней. 

Боковая поверхность правильной пирамиды может быть вычислена 
по формуле  

.
1
2бокS m P= ⋅ , 

где P  – периметр многоугольника основания, a  – апофема. m
Полной поверхностью пирамиды называется сумма площади ее 

боковой поверхности и площади основания. 
Объем пирамиды. Объем пирамиды равен одной трети произве-

дения площади ее основания на высоту: 

.
1
3 оснV S h= ⋅ , 

где  – площадь основания, а  – высота пирамиды. .оснS h
Задача 5. В правильную четырехугольную пирамиду вписан куб 

так, что четыре его вершины находятся на боковых ребрах пирамиды, а 
остальные четыре – в плоскости ее основания. Определить ребро куба, 
если в пирамиде сторона основания равна  и высота равна . a h

Решение. □ На рис. 8 изображена пирамида  с вписанным 
в нее кубом , четыре вершины которого лежат на 
боковых ребрах пирамиды, а остальные – в плоскости основания.  

SABCD
1111 QPNMNPQM
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Пусть ребро куба равно x . Рассмотрим подобные треугольники 
 и  ( ). Из 

их подобия следует 

BSO1 SON BOON 1||

BO
ONSO

11
=

SO
. 

Так как hSO =1 , xhSO −= , 

2
xON =  и 

2
a

1BO = , то 

a
x

h
xh
=

−
. Отсюда 

ha
ahx
+

=   

Задача 6. Основание пирами-
ды – квадрат, ее высота проходит 

через одну из вершин основания. Определить площадь боковой поверх-
ности этой пирамиды, если сторона основания равна , а высота . a h

M1

CB

A D

S

O1

O
Q

PN
M

Q1

P1N1

Рис. 8 

Решение. □ Пусть пирамида (см. рис. 9) удовлетворяет ус-
ловию задачи. Высота 

SABCD
SB h= , а сторона основания  равна . 

Площадь боковой поверхности пирамиды равна сумме площадей боко-
вых граней: 

ABCD a

бок ASD DSC CSB BSAS S S S S= + + + . 
Треугольники  и  – прямоугольные и равные, и их пло-

щади 

ABS CBS

2ASB CBS
ahS S= = . Из теоремы 

Пифагора для этих треугольников на-

ходим 2 2AS SC h a= = + . 
CBDC ⊥  и ABDA⊥ , как сторо-

ны квадрата, тогда по теореме о трех 
перпендикулярах SC DC⊥  и 
SA AD⊥ . Треугольники  и 

 прямоугольные и равные, и 
SAD

SCD
2 2

2ASD CSD
a h aS S +

= = . Тогда 

2 2
2 22 .

2 2бок.
ah a h aS ah

⎛ ⎞+⎜ ⎟= + = + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

a h a   

CB

A D

S

a

h

a
aa

Рис. 9 
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Задача 7. Доказать, что если в двух пирамидах, имеющих по равно-
му двугранному углу при основании, равны также и ребра этих углов, то 
отношение объемов этих пирамид равно отношению произведений 
площадей граней, образующих равные двугранные углы. 

Решение. □ Пусть пирамиды  и (см. рис. 10), 
имеют равные двугранные углы  и , также 

SABC 11111 DCBAS
SACB 1 1 1 1S A D C 1 1AC A D= . 

Построим линейные углы  и  данных равных двугранных 
углов. По условию 

SMO 111 OMS

1 1 1.SMO S M O∠ =∠
Тогда прямоуголь-
ные треугольники 

 и  
подобны и 
MSO 1O11SM

1111 MS
SM

OS
SO

= . 

Площади боко-
C1

B1 A1

D1

S1

M1

C

BA

S

O
M

O1

Рис. 10

вых граней  и 

 относятся как их высоты, поскольку 
SAC

111 DAS 1 1AC A D= , т.е. 

1 1 1 1 1 1 1

SAC

A S D

S SM SO
S S M S

= =
O

. 

Найдем отношение объемов данных пирамид 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 11 1

1
3 .1

3

ABC
SABC SAC ABC

S A B C D A S D A B C D
A B C D

SO SV S
V SS O S

⋅ ⋅
= =

⋅⋅

S
S

 

Таким образом, 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

SABC SAC ABC

S A B C D A S D A B C D

V S S
V S S

⋅
=

⋅
, что и требовалось до-

казать.  
Замечание. Приведенное доказательство не зависит от того, какие 

многоугольники лежат в основании пирамид. Если же ребра равных 
двугранных углов в рассматриваемых пирамидах не равны между со-
бой, то отношение объемов этих пирамид прямо пропорционально про-
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изведениям площадей граней, образующих эти углы, и обратно пропор-
ционально длинам их ребер, т. е. 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1SABC ASB ABC

S A C D A S D A B C D

V S S A D
V S S AB

⋅
= ⋅

⋅
.  

Высота пирамиды 
Приведем несколько фактов, которые легко доказываются и полез-

ны при решении задач, поскольку позволяют установить расположение 
высоты пирамиды и положение основания высоты на плоскости основа-
ния пирамиды. 

1. Если боковая грань пирамиды перпендикулярна плоскости осно-
вания, то высота пирамиды проходит в плоскости этой грани, а основа-
ние высоты лежит на той стороне основания (или на ее продолжении), 
по которой эта грань пересекается с плоскостью основания. 

2. Если два смежных боковых ребра пирамиды равны, то основание 
высоты пирамиды находится на перпендикуляре, проведенном через 
середину той стороны основания, из концов которой исходят эти боко-
вые ребра. 

3. Если две смежные боковые грани пирамиды одинаково наклоне-
ны к плоскости основания, то основание высоты пирамиды лежит на 
биссектрисе угла, образованного теми сторонами основания, через ко-
торые проходят эти боковые грани. 

4. Если боковое ребро пирамиды образует равные углы с двумя 
примыкающими к нему сторонами основания, то основание высоты пи-
рамиды лежит на биссектрисе угла, образованного этими сторонами 
основания. 

5. Если боковое ребро пирамиды перпендикулярно пересекающейся 
с ним стороне основания, то основание высоты пирамиды находится на 
перпендикуляре, восставленном (в плоскости основания пирамиды) к 
этой стороне из точки ее пересечения с этим боковым ребром. 

6. Если боковое ребро пирамиды перпендикулярно скрещивающей-
ся с ним стороне основания, то основание высоты пирамиды находится 
на перпендикуляре, опущенном на эту сторону из точки пересечения 
этого бокового ребра с плоскостью основания. (В частности, если боко-
вое ребро треугольной пирамиды перпендикулярно скрещивающейся с 
ним стороне основания, то основание высоты пирамиды находится на 
той высоте лежащего в основании пирамиды треугольника, которая 
опущена на эту сторону). 
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Заметим, что если пирамида обладает какими-либо двумя из этих 
особенностей, то можно однозначно указать точку, являющуюся осно-
ванием высоты пирамиды. Например: 

1) Если боковое ребро пирамиды перпендикулярно плоскости осно-
вания, то это боковое ребро и служит высотой пирамиды. 

2) Если все боковые ребра пирамиды равны между собой, то осно-
ванием высоты пирамиды служит центр окружности, описанной 
около лежащего в основании пирамиды многоугольника. 

3) Если все боковые грани пирамиды имеют равные углы наклона к 
плоскости основания, то основанием высоты пирамиды служит 
центр окружности, вписанной в лежащий в основании пирамиды 
многоугольник. 

§4.3. Правильная пирамида1

Соотношения между углами в правильной пирамиде 
На рис. 11 изображена часть правильной -угольной пирамиды 

,  – высота,  – апофема. Введем следующие обозна-
чения: 

n
…SABCD SH SK

α  – угол между бо-
ковым ребром и плоскостью 
основания; β  – угол между 
боковой гранью и плоско-
стью основания; γ  – угол 
между смежными боковыми 
ребрами; ϕ – угол между 
смежными боковыми гра-
нями. 

Если в правильной пи-
рамиде известен один из 
этих углов, то можно найти 
остальные три. Шесть соот-

ношений приведены в таблице.  

β

CB
A

D

H

S

E
L

M

K
ϕα

2πn

γ

 
Рис. 11 

                                                           
1 В данном параграфе использованы материалы статьи В.К. Егерев, 

А.Г. Мордкович «Правильная пирамида», «Квант», 1975 г., №3, стр 61-
65. 
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Углы Соотношения Область изме-
нения углов 

Связи меж-
ду углами 

ϕα;
 n

πϕα ctg
2

ctgsin =             (1) 
2

0 πα <<   

γα;
 

sin( / 2)cos
sin( / )n

γα
π

=          (2) 
2

0 πβ <<  
απγ 2−<

 

βα;
 n

πβα costgtg ⋅=               (3) 
n
πγ 20 <<  βα <  

γβ ;
 n

πγβ ctg
2

tgcos =              (4) πϕππ <<−
n

2

 
 

ϕβ ;
 

2 cos( / 2)tg
2cos cos
n

ϕβ
πϕ

=
− −

 (5) 
 

βπϕ 2−>
 

ϕγ ;
 

2cos cos
sin

2 2 sin( / 2)
n
πϕγ

ϕ

− −
=  (6) 

  

Докажем некоторые из соотношений. 

(1) Пусть даны α  и ϕ . Из  и  ( L CLMC LMD E HD= ∩  см. 

рис. 11), получаем 
LM
CL

=
2

tg ϕ , 
LD
LM

=αsin . Значит, tg sin
2
ϕ α⋅ =   

tg tg ctg
2

CL CDL
LD n n

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟
⎠

= = ∠ = − =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

 и  
n
πϕα ctg

2
ctgsin =  

(2) Пусть даны α  и γ . Из  и  (см. рис. 11), получаем AHS AKS

AS
AH

=αcos , 
AS
AK

=
2

sin γ  и 
sin( / 2) sin sin

cos
AK AHK
AH n

γ π
α

= = ∠ = . 

(3) );( βα . Из треугольников  и  (см. рис. 11) получаем AHS SHK

AH
SH

=αtg , 
KH
SH

=βtg . Значит, 
n

AHK
AH
KH π

β
α coscos

tg
tg

=∠== . 
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Отметим некоторые следствия из этих формул. 
Из (1) следует, что / 2 / 2 / nϕ π π> −  или 2 / nϕ π π> − . 
Из (2) следует, что 0 / 2 / nγ π< <  или 0 2 / nγ π< < , а также 

/ 2 / 2γ π< −α  или απγ 2−< . 
Из (3) следует, что βα <<0 . 
Введем ряд дополнительных обозначений для правильной пирами-

ды:  – сторона основания,  – высота пирамиды, V  – объем пирами-
ды,  – площадь боковой поверхности,  – площадь основания, 

a h
S оснS R  – 

радиус описанного шара, r  – радиус вписанного шара. 
Вычисление объема правильной n-угольной пирамиды 

Задача 8. Найти объем правильной n-угольной пирамиды, если 
известны  и 

V
a α . 

Решение. □ Из формулы / 3оснV S h= ⋅ , где 2осн AKHS n S= ⋅ =  
212 ctg

2 4
nan AK KH

n
π

⋅ ⋅ =
tgtg

2sin( / )
ah AH

n
αα

π
⋅

= ⋅ =, а , получаем 

3
ctg tg

24sin( / )
naV

n n
π α

π
= ⋅ ⋅ .                         (7) 

Задача 9. Найти объем правильной n-угольной пирамиды, если 
известны  и 

V
a β . 

Решение. □ Из формулы (7), используя (3) сразу получим ответ: 

βπ tgctg
24

2
3

⋅⋅=
n

naV .  

Задача 10. Найти объем правильной n-угольной пирамиды, если 
известны  и 

V
a γ . 

Решение. □ Воспользуемся тем же приемом, что и в предыдущей 

задаче. Из формулы (2) следует, что 
cos cos(2 / )

tg
2 sin( / 2)

nγ π
α

γ
−

= . Под-

ставляя это выражение в формулу (7), получим  
3 ctg( / ) cos cos(2 / )

24 2 sin( / )sin( / 2)
na n n

V
n

π γ π
π γ
⋅ −

= .  
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Задача 11. Найти объем правильной n-угольной пирамиды, если 
известны  и 

V
a ϕ . 

Решение. □ Так как 
2 cos( / 2)cos( / )tg

cos cos(2 / )
n
n

ϕ πα
ϕ π

=
− −

 (формулы (3) и 

(5)), то из формулы (7), получим  
3 22 ctg ( / ) cos( / 2)

24 cos cos(2 / )
na nV

n
π ϕ
ϕ π

⋅
=

− −
.  

Вычисление площади боковой поверхности правильной n-
угольной пирамиды 

Задача 12. Найти площадь боковой поверхности  правильной n-
угольной пирамиды, если известны a  и 

S
β . 

Решение. □ Из формулы 
cos
оснSS
β

= , где 
2

ctg
4осн

naS
n
π

=  (см. за-

дачу 8), получим   
2 ctg( / )
4cos

na nS π
β

= .                           (8) 

Задача 13. Найти площадь боковой поверхности  правильной n-
угольной пирамиды, если известны a  и 

S
γ . 

Решение. □ 
21 ctg

2 4ASB
naS n S n AB SK γ

= ⋅ = ⋅ ⋅ =
( / 2)

.  

Задача 14. Найти площадь боковой поверхности  правильной n-
угольной пирамиды, если известны a  и 

S
α . 

Решение. □ Из формулы (3) следует 
2 2

cos( / )cos
tg cos ( / )

n

n

πβ
α π

=
+

. 

Следовательно,  
2 2 2tg cos ( / )

4sin( / )
na n

S
n

α π
π
+

= .  

Задача 15. Найти площадь боковой поверхности  правильной n-
угольной пирамиды, если известны a  и 

S
ϕ . 

    Решение. □ Из формулы (5) следует 
cos cos(2 / )

cos
2 sin( / )

n
n

ϕ π
β

π
− −

= .  
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Используя формулу (8), получим  
22 cos( / )

4 cos cos(2 / )
na nS

n
π

ϕ π
=

− −
.  

§4.4. Усеченная пирамида 
Усеченной пирамидой называется часть пирамиды, заключенная 

между ее основанием и секущей плоско-
стью, параллельной основанию. Например, 
пирамида  (см. рис. 12). 1111 DCBABCDA

Основаниями усеченной пирамиды 
называются параллельные грани  и 

 (  – нижнее основание, 
a  – верхнее основание). Высо-
та усеченной пирамиды – отрезок прямой, 
перпендикулярный основаниям и заклю-
ченный между их плоскостями. Усеченная 
пирамида правильная, если ее основания 
правильные многоугольники и прямая, со-
единяющая центры оснований, перпенди-

ABCD
1111 DCBA ABCD

1111 DCBA
S

A

h
O

B

O1

A1

B1

C1

D1

D

C

Рис. 12 

кулярна плоскости оснований. Апофемой 

правильной усеченной пирамиды называют высоту ее боковой грани. 
Поверхность усеченной пирамиды. Боковой поверхностью усе-

ченной пирамиды называется сумма площадей ее боковых граней. 
Полная поверхность усеченной пирамиды равна сумме боковой по-

верхности и площадей оснований. 
Боковая поверхность правильной усеченной пирамиды равна 

произведению полусуммы периметров оснований на апофему: 
1

2бок
P PS m+

= ⋅ , 

где P  и  – периметры оснований,  – ее апофема. 1P m
Объем усеченной пирамиды. Объем усеченной пирамиды вычис-

ляется по формуле  

( )
3
hV S S s s= + ⋅ + , 

где  – площадь нижнего, S s  – верхнего оснований усеченной пирами-
ды равны, а  – высота равна. h
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Задача 16. Доказать, что в усечен-
ной пирамиде, площади оснований 
которой равны  и , площадь  
сечения ее плоскостью, делящей боко-
вые ребра пополам, равна  

1S 2S xS

( )214
1 SS +

2
. 

Решение. □ Пусть площади осно-
ваний усеченной пирамиды 

1 1 1ABCA B C  (решение останется спра-
ведливым и в случае -угольной пирамиды) равны n

1 1 1 1A B CS S= , 

 и плоскость 2ABCS = S 2 2 2A B C  делит боковые ребра пирамиды попо-
лам (см. рис. 13). Площади параллельных сечений пирамиды относятся, 
как квадраты сходственных сторон. Обозначив 1 1 2B A a= , 1BA a= , 

2 2 xA B a= , получим 
x

x

S
a

S
a

S
a 2

2

2
2

1

2
1 ==  или 

x

x

S
a

S
a

S
a

==
2

2

1

1 , откуда 

по свойству проекций 
( )1 2

1 2

x
x

a S S
S

a a

+
=

+
. Так как 2 2A B  −  сред-

няя линия трапеции 1 1BB A A  и 1 2
2 2 2x

a aA B a +
= = , то 

xS
SS

=
+

2
21  или ( )2214

1 SSS x += , что и требовалось до-

казать.  

A

B

A1

B1

C1

C

C2

B2

a2

a1

A2

ax

Рис. 13 

Задача 17. В правильной четырех-
угольной усеченной пирамиде стороны 
оснований равны  и , а диагональ 
пирамиды – . Определить боковую 
поверхность пирамиды. 

a 1a
d

Решение. □ Пусть в усеченной пира-
миде  стороны нижнего 1111 DCBABCDA
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основания равны , верхнего – , а диагональ пирамиды – a 1a 1B D d=  
(см. рис. 14). Из вершины 1B  проведем 1B N AB⊥  и 1B M BD⊥ . Так 
как 1B N  – апофема данной пирамиды, то боковая поверхность пирами-
ды может быть вычислена по формуле 

1 1
1 ( )
2бок.S P P B= + ⋅ N

a 1

, 

где , a 4 4P AB= = 1 1 14 4P A B a= = . Отрезок 1B N  найдем из пря-
моугольного треугольника 1B NM  1( 9B MN 0 )∠ = ° .  

Диагонали квадратов  и , лежащих в основаниях, 

равны: 

ABCD 1111 DCBA

2BD a= , 1 1 1 2B D a= . Диагональное сечение пирамиды – 
равнобочная трапеция 1 1BB D D . Найдем ее высоту 1B M  (она равна 
высоте пирамиды ) из прямоугольного треугольника 1O O 1B MD , т. е. 

2 2
1 1B M B D MD= − , а MD BD BM= −  ( 1 1

2
BD B DBM −

= ) или 

1 1 1 2
2 2

BD B D a aMD + +
= = ⋅  и 

2
2 1

1
( )

2
a aB M d +

= − .  

Треугольник BMN  – равнобедренный и прямоугольный 

: ( 90 )°BNM∠ = 1 2
2

a aBM −
= ⋅ , а 1

22
a aBMMN −

= = . 

Теперь из треугольника 1B NM  находим: 
2 2

2 2 2 1 1
1 1

( ) ( )
2 4

a a a aB N B M MN d + −
= + = − + . 

Подставляя найденные значения   и ,P 1P 1B N  в формулу боковой 
поверхности пирамиды, получим 

22
2 1 1

1
32( )

4 4 2бок
a aaaS a a d= + ⋅ − − − .  
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§4.5. Многогранники. Подобие многогранников  
Многогранником называется геометрическое тело, поверхность ко-

торого состоит из частей плоскостей, ограниченных многоугольниками. 
Гранями многогранника называются части плоскостей (много-

угольники), ограничивающие многогранник. Ребрами многогранника 
называются общие стороны смежных граней (многоугольников). Вер-
шинами многогранника называются вершины многогранных углов, 
образованных его гранями, сходящимися в одной точке. Диагональю 
многогранника называется отрезок прямой, соединяющей две вершины 
многогранника, не лежащие в одной грани. Диагональной плоскостью 
многогранника называется плоскость, проходящая через три вершины 
многогранника, не лежащие в одной грани. Сечением многогранника 
плоскостью называется часть этой плоскости, ограниченная линией пе-
ресечения поверхности многогранника с этой плоскостью. Многогран-
ник называется выпуклым, если он целиком лежит по одну сторону от 
плоскости любой его грани. Гранями выпуклого многогранника могут 
быть только выпуклые многоугольники. 

Два многогранника называются подобными, если они имеют соот-
ветственно равные многогранные углы и соответственно подобные гра-
ни. Соответственные элементы подобных многогранников называются 
сходственными. 

У подобных многогранников двугранные углы равны и одинаково 
расположены, а сходственные ребра пропорциональны. 

Кроме того, справедливы следующие теоремы. 
Теорема 1. Если в пирамиде провести секущую плоскость парал-

лельно основанию, то она отсечет от нее другую пирамиду, подоб-
ную данной. 

Теорема 2. Поверхности подобных многогранников относятся 
как квадраты сходственных линейных элементов многогранников. 

Теорема 3. Объемы подобных многогранников относятся как ку-
бы сходственных линейных элементов этих многогранников. 

Теорема 4. Квадраты объемов подобных многогранников 
относятся как кубы площадей сходственных граней. 

Задача 18. Площади оснований усеченной пирамиды  и , а ее 
объем равен V . Определить объем полной пирамиды. 

1S 2S

Решение. □ Пусть . Пусть объем полной пирамиды равен 
, а объем пирамиды, дополняющей данную усеченную пирамиду до 

21 SS >

1V
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полн

проп

дим 

З
усече
Найт
го п
рами

Р
стот
миду

и 

площ
лящ
миду
подо

S

П

88) 

1AS

V

Тогд

aV −

следо

 

32 SV
3 2

V S⎛ ⎞

ой, – . Тогда 2V 3

1

2
2

1

2

SV
=  или 2 2

1 1V S
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Из производной 

орции, следует 
3 2 3 2

1 2 1 2
3 2

1 1

S SV V
V S

−−
= . С учетом VVV =− 21  нахо-

3 2 3 2
1 2

3 2
1 1

S SV
V S

−
= , откуда 

3 2
1

1 3 2 3 2
1 2

VS
V

S S
=

−
.  

адача 19. Площади оснований 
нной пирамиды равны  и . 
и площадь сечения, параллельно-
лоскостям оснований данной пи-
ды и делящего ее объем пополам. 

2a 2b

ешение. □ Рассмотрим (для про-
ы) треугольную усеченную пира-
 . Пусть 1 1 1ABCA B C 2

ABCS a=  

 (см. рис. 15). Найдем 

адь сечения , де-
его усеченную пирамиду на равновеликие части. Дополним пира-
 до полной. По теореме 1 пирамиды , ,  
бны (см. теоремы на стр. 88).  

1 1 1

2
A B C = b

x

2 2 2 ||A B C ABC

SABC 2 2 2SA B C 111 CBAS

A

B

A1

B1

C1

C

C2 B2

A2

Рис. 15

усть 
2 2 2

2
A B CS = , а объемы пирамид ,  и 

 соответственно , , . Согласно теореме 4  (см. стр. 

SABC 2 2 2SA B C

11CB aV xV bV

6

2

6

2

6

2

b
V

x
V

a
bxa ==  или t

b
V

x
V

a
V bxa === 333 , где  – некоторое число. 

а , , . По условию задачи 

 или , откуда  и, 

t

taVa
3= txVx

3= tbVb
3=

bxx VVV −= tbtxtxta 3333 −=− 3332 bax +=

вательно, 
3

2

2

33
2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=

bax . Отсюда 
2 2 2

23 3
3

2A B C
a bS

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  
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§4.6. Многогранные углы 
Многогранным углом называется фигура, состоящая из нескольких 

лучей , выходящих из одной точки  и не лежащих 
в одной плоскости, и из плоских углов  
лучами (см. рис. 16). 

, , ,OA OB OC … O
,AOB B

Общая точка  пересечения всех лучей 
называется вершиной многогранного угла, 
лучи  – его ребрами, части плос-
костей, заключенные между ребрами, называ-
ются его гранями, а углы , 
образованные ребрами, лежащими в одной 
грани, называются плоскими углами много-
гранного угла.  

O

, ,OA OB …

, ,AOB BOC …

Многогранный угол называется выпук-
лым, если он целиком лежит по одну сторону от
щей с любой его гранью. Два многогранных угл
если они при наложении совпадают всеми своими

Сумма плоских углов выпуклого многогранн
Трехгранные углы. Если число граней мно

, то его называют -гранным углом. При n n n =
гранным углом.  

Будем обозначать буквами , ,α β γ
,
 

плоские углы трехгранного угла, а Aϕ  
,B Cϕ ϕ −  внутренние двугранные углы 

(их величины), противолежащие углам 
,α β  и γ  соответственно (см. рис. 17). 

Допустимые значения основных элемен-
тов трехгранного угла  должны 
удовлетворять следующим условиям: 

SABC

O

1. Каждый плоский угол трехгранного угла
других плоских углов: α β γ< + , β α γ< + , γ
дует, что каждый плоский угол трехгранного угла
других плоских углов. 

2. Сумма плоских углов трехгранного угла по
2π : 0 2α β γ π< + + < . 
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 плоскости, совпадаю-
а считаются равными, 
 частями. 
ого угла меньше 360°. 
гогранного угла равно 
3  его называют трех-

C

B

Aα γ

β
ϕ

ϕ
B

ϕA

 
Рис. 17 

 меньше суммы двух 
β α< + . Отсюда сле-

 больше разности двух 

ложительна и меньше 



3. Сумма внутренних двугранных углов трехгранного угла больше 
π  и меньше 3π : 3A B Cπ ϕ ϕ ϕ π< + + < . 

4. В трехгранном угле против большего плоского угла лежит боль-
ший двугранный угол; против большего двугранного угла лежит боль-
ший плоский угол. Против равных плоских углов лежат равные дву-
гранные углы, и наоборот, против равных двугранных углов лежат рав-
ные плоские углы. 

5. Внутренние двугранные углы трехгранного угла удовлетворяют 
неравенствам:  

A B Cϕ ϕ ϕ π+ − < , A B Cϕ ϕ ϕ π− + < , B C Aϕ ϕ ϕ π+ − < . 
Задача 1. Доказать, что сумма углов пространственного четырех-

угольника не превышает 36 . 0°
Доказательство. □ Пусть – произвольный пространствен-

ный четырехугольник, 
ABCD

BD  
– его диагональ (см. рис. 18). 
Сравним сумму углов четы-
рехугольника  с 
суммой углов треугольника 

 и 

ABCD

ABD BCD . Рассмотрим 
трехгранные углы  и DABC
BACD  соответственно с 
вершинами D  и B . По 
свойству плоских углов 
трехгранного угла 

A D

B

C

α  

Рис. 18 ADC ADB BDC∠ ≤∠ +∠  и 
. 

Откуда:  
CDA BDC ADB∠ ≤∠ +∠

сумма углов CDB
ABC BCD CDA DAB CDB BCD CBD∠ +∠ +∠ +∠ ≤ ∠ +∠ +∠ +  

,  что и требовалось доказать.  360
сумма углов ABD

ADB ABD BAD+∠ +∠ +∠ = °

Равными трехгранными углами называются такие углы, которые 
при наложении совмещаются во всех своих частях. Следовательно, у 
равных трехгранных углов все двугранные углы и плоские углы соот-
ветственно равны между собой, но обратное утверждение не справед-
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ливо. Существуют такие трехгранные углы, у которых двугранные и 
плоские углы соответственно равны, а трехгранные углы не равны ме-
жду собой. Трехгранные углы невозможно совместить в случае неоди-
наковой ориентации их соответственных граней относительно верши-
ны. Так, грани одного угла ,  и  ориентированы отно-
сительно вершины  против движения часовой стрелки, а соответст-
вующие грани другого 

AOB BOC COA
O

−   и  ориентированы по 
движению часовой стрелки. В таком случае трехгранные углы  
и  не равны, хотя в них равны и все плоские, и все двугранные 
углы. 

1111 , OCBOBA 11OAC
OABC

111 CBOA

Таким образом, для равенства двух трехгранных углов с соответст-
венно равными плоскими и двугранными углами необходимо еще, что-
бы их грани были одинаково ориентированы относительно их вершин. 

Признаки равенства трехгранных углов. Существуют признаки 
равенства трехгранных углов, аналогичные признакам равенства тре-
угольников в планиметрии, которые выражаются следующими теоре-
мами. 

Два одинаково ориентированных трехгранных угла равны в слу-
чае: 

(1) если они имеют по равному плоскому углу, прилежащему к 
двум соответственно равным двугранным углам; 

(2) если они имеют по два равных плоских угла, плоскости кото-
рых образуют равные двугранные углы; 

(3) если они имеют по три соответственно равных плоских угла; 
(4) если они имеют по три соответственно равных двугранных уг-

ла. 
Задача 2. Каждый плоский угол трехгранного угла равен . На 

одном из его ребер отложен от вершины отрезок длиной  и из его 
конца опущен перпендикуляр на противолежащую грань. Найти длину 
этого перпендикуляра. 

°60
a

Решение. □ Пусть трехгранный угол  имеет плоские углы 
 равные  и отрезок 

OMNP
POMNOPMON ,, °60 AO a= ,  перпендику-

ляр к плоскости  (см. рис. 19). Из основания перпендикуляра  
опустим на лучи  и  перпендикуляры 

AD
NOP AD
OP ON CD ON⊥  и DB OP⊥ , 

и соединим точку D  с точкой . Проведем отрезки  и , кото-
рые по теореме о трех перпендикулярах будут соответственно перпен-
дикулярны ON  и . 

O AC AB

OP
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Треугольник  – прямоугольный  

и 

ACO 90 30OAC AOC∠ = ° −∠ = °
1
2 2

aOC OA= = .  

В треугольнике  (OCD OCD∠  – 
прямой) °=∠ 30COD , поскольку 
точка  проектируется на биссектри-
су угла 

A
NOP  (задачу 1 на стр. 12). 

Следовательно 
cos30

OC aOD = =
° 3

. 

Из теоремы Пифагора для прямо-
угольного треугольника  по по-
лучаем  

ADO

C

B

A
M

O

P

N
D

Рис. 19 

2
2 2 2 2

3 3
aAD AO OD a a= − = − = .  

Задача 3. В трехгранном угле два плоских угла по 45°, двугранный 
угол между ними прямой. Найти третий плоский угол.  

Решение. □ В трехгранном угле OMNP  °=∠=∠ 45NOPMON , а 
двугранный угол MNOP  – пря-
мой. Требуется найти угол MOP  
(см. рис. 20). Из произвольной 
точки  ребра  строим ли-
нейный угол  двугранного 
угла , тогда по условию 
задачи 

C ON
ACB

MNOP
°=∠ 90

°
ACB . Так как уг-

лы == 45BOCAOC , то 
CBOCAC ==  и прямоугольные 

треугольники   и 
 равны между собой, то 

 и искомый 

,ACO ACB
BCO

BOAOAB == 60MOP∠ = ° .  

C

B

A
M

O

P

N

Рис. 20 
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§4.7. Соотношение между основными элементами трех-
гранного угла 

Трехгранный угол задается однозначно (т. е. остальные его элемен-
ты могут быть вычислены по данным) в следующих случаях: 

1. Даны три его плоских угла. 
2. Даны три его двугранных угла. 
3. Даны два его плоских угла и двугранный угол между ними. 
4. Даны два его двугранных угла и плоский угол между ними. 
5. Даны два его плоских угла и двугранный угол, лежащий напротив 

одного из них. 
6. Даны два его двугранных угла и плоский угол, лежащий напротив 

одного из них. 
Замечание. В общем случае задача построения трехгранного угла 

может не иметь решения (см. §4.6). 
Основные соотношения между элементами трехгранного угла дают 

следующие теоремы. 
«Теорема косинусов» для трехгранного угла 

Теорема 1. Во всяком трехгранном угле, плоские углы которого 
равны ,α β  и γ , а двугранные углы, противолежащие им, соответ-
ственно равны ,A Bϕ ϕ  и Cϕ , имеют место следующие равенства:  

cos cos coscos
sin sinC
γ α βϕ

α β
−

= ; 
cos cos coscos

sin sinB
β α γϕ

α γ
−

= ; 

coscos A
cos cos

sin sin
α β γ

β γ
ϕ −

=

O BOC

. 

Доказательство. □ Докажем, на-
пример, первое равенство. Пусть в трех-
гранном угле  плоские углы при 
вершине  равны 

OABC
α∠ = , 

AOC β∠ = , AOB γ∠ =  (см. рис. 21). 
Через произвольную точку  ребра 

 проведем плоскость перпендику-
1C

OC
C

B

A
O

C1

A1

B1

α γ

β
ϕ

x

Рис. 21
 лярную этому ребру. Пусть 1B  и 1A −  
точки пересечения этой плоскостью ребер  и , соответственно. OB OA
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По условию линейный угол 1 1 1B C A  двугранного угла с ребром  
равен 

OC

Cϕ . Пусть 1OC x= . В треугольнике  1 1OB C 1 1 tg ,C B x α= ⋅  

1 cos
xOB
α

= . В треугольнике  1 1OA C 1 1 tg ,C A x β= ⋅
 

1 cos
xOA
β

= . Из 

теоремы косинусов для треугольников 1 1 1B C A  и  получаем: 1 1OB C
2 2 2

1 1 1 1 1 12 cB A OB OA OB OA osγ= + − ⋅ ⋅ ; 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 c CB A C B C A C B C A osϕ= + − ⋅ ⋅ . 
Приравняем правые части равенств и подставим выражения  

  :  
1,OB

1,OA 1 1,C B 1 1C A
22

2 c
cos cos cos cos

x x x x osγ
α β α β

⎛ ⎞⎛ ⎞ + − ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )2 2tg tg 2 tg tg cos Cx x x xα β α β= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕ . 
После преобразований получаем доказываемую формулу:  

cos cos coscos
sin sinC
γ α βϕ

α β
−

= . 

Аналогично доказываются два других равенства.  
Замечание. Иногда «теорему косинусов» для трехгранного угла 

формулируют следующим образом:  
во всяком трехгранном угле косинус плоского угла равен произве-
дению косинусов двух других плоских углов плюс произведение 
синусов тех же углов на косинус двугранного угла между ними: 

cos cos cos sin sin cos Aα β γ β γ ϕ= + ; 
cos cos cos sin sin cos Bβ γ α γ α ϕ= + ; 
cos cos cos sin sin cos Cγ α β α β ϕ= + . 

«Теорема синусов» для трехгранного угла 
Теорема 2. Во всяком трехгранном угле синусы плоских углов 

пропорциональны синусам противолежащих им двугранных углов: 
sin sin sin

sin sin sinA B C

α β γ
ϕ ϕ ϕ

= = . 
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Доказательство. □ Рассмотрим отношение 
sin

sin A

α
ϕ

. Из основного 

тригонометрического тождества следует 2sin 1 cosA Aϕ ϕ= − . Далее, 
используя теорему косинусов для трехгранного угла, получим:  

2
2 cos cos cossin 1 cos 1

sin sinA A
α β γϕ ϕ

β γ
⎛ ⎞−

= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2 2 2 2

2 2
sin sin cos 2cos cos cos cos cos

sin sin
β γ α β γ α γ β

β γ
− + −

= =  

2 2 21 cos cos cos 2cos cos cos
sin sin

α β γ α β
β γ

− − − +
=

γ

sin

. 

Подставим полученное выражение Aϕ  в рассматриваемое отно-
шение: 

2 2 2

sin sin sin sin
sin 1 cos cos cos 2cos cos cosA

tα α β γ
ϕ α β γ α β γ

= =
− − − +

. 

Аналогично доказывается, что 
sin
sin B

tβ
ϕ

=  и 
sin

sin C
tγ

ϕ
= .  

Теорема 3. Во всяком трехгранном угле косинус двугранного угла 
равен произведению косинусов двух других двугранных углов, взятому 
с обратным знаком, плюс произведение синусов тех же углов на ко-
синус плоского угла между ними: 

cos cos cos sin sin cosA B C B Cϕ ϕ ϕ ϕ ϕ α= − + ; 
cos cos cos sin sin cosB C A C Aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ β= − + ; 
cos cos cos sin sin cosC A B A Bϕ ϕ ϕ ϕ ϕ γ= − + . 

Задача 4. Плоские углы трехгранного угла равны ,  и . 
Через его вершину проведена прямая, перпендикулярная одной из гра-
ней, плоский угол в которой равен . Найти угол между этой прямой 
и ребром трехгранного угла, не лежащим в упомянутой грани. 

45° 45° 60°

45°

Решение. □ Пусть в трехгранном угле  известны плоские уг-
лы , 

SABC
45ASB∠ = ° 45BSC∠ = ° , 60ASC∠ = °  (см. рис. 22), а прямая 
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DS  перпендикулярна плоскости 
грани . Вычислим в трехгран-
ном угле  величину двугран-
ного угла при ребре 

ASB
SABC

BS  (обозначим 
его через Bϕ ): 

45

60

45

S

B

C

D

Ax

Рис. 22 

2

2
cos 45 0
45

− °cos60cos
sinBϕ = =

°
. 

Отсюда . Следовательно, 
прямая  расположена в плоско-
сти грани  и перпендикулярна 
ребру 

90Bϕ =
DS

CSB
BS . Очевидно, что угол 

 – искомый и равен .  DSC 45°
Задача 5. В треугольной пирамиде две грани являются прямоуголь-

ными равнобедренными треугольниками, которые примыкают друг к 
другу гипотенузами и образуют 
двугранный угол, равный α . 
Определить двугранный угол в 
этой пирамиде, ребром которого 
является катет прямоугольного 
треугольника. 

Решение. □ Пусть в тре-
угольной пирамиде  (см. 
рис. 23) грани  и 

SABC
ASC ASB −  

прямоугольные равнобедренные 
треугольники с гипотенузой ; 
двугранный угол при ребре  
равен 

AS
AS

α . Плоские углы равны 

ASC ASB∠ =∠ =
4

SAC SAB π
∠ = ∠ = . Двугранные углы, ребрами 

которых являются катеты прямоугольных треугольников  и , 
все одинаковы; обозначим их через 

ASC ASB
x . Вычислим, например, двугран-

ный угол при ребре . SB

S

B

C

A

α

β

H

Рис. 23 

Рассмотрим трехгранный угол . Обозначим плоский угол при 
его вершине  через 

SABC
S β . Тогда имеем: 
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2

2

cos cos
4cos

sin
4

πβ
α

π

−
= ,        

cos cos cos
4 4cos
sin sin

4

x

π π β

π β

−
= . 

Следовательно,  
1 coscos

2
αβ +

= ,         
1 coscos

sin
x β

β
−

=  

или 
1 coscos
3 cos

x α
α

−
=

+
, откуда 

1 cosarccos
3 cos

x α
α

−
=

+
.  

Рассмотрим несколько следствий доказанных теорем для трехгран-
ного угла, применяемых при решении различных стереометрических 
задач. 

1. Если двугранный угол Aϕ , противолежащий плоскому углу α  
прямой, то 

cos cos cosα β γ= ,  (*) 
т. е. косинус плоского угла, противолежащего прямому двугранному 
углу трехгранного угла, равен произведению косинусов двух других 
плоских углов этого трехгранного угла. 

Отсюда непосредственно следует: 
а) Если прямая  (см. рис. 24), рас-

положенная в плоскости 
l

π , составляет  
угол γ  с проекцией данной наклон-
ной, образующей угол β  с плоско-
стью π , то косинус угла между на-
клонной и прямой , выражается фор-
мулой  (*) (см. задачу 17 на стр. 36). 

l

б) Если прямые  и  в плоско-
сти 

1l 2l
π  образуют равные углы 1 2γ γ=  

с проекцией наклонной, то эти прямые 
образуют равные углы с наклонной. 

в) Если прямые  и  в плоско-
сти 

1l 2l
π  образуют равные углы с наклонной, то они образуют равные уг-

лы и с ее проекцией. 

C

B

D

A
π

l
αγ

β

a

Рис. 24 
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г) (теорема о трех перпендикулярах). Если прямая  перпендику-
лярна проекции на плоскость 

l
π  наклонной, то эта прямая перпендику-

лярна также и самой наклонной. 
Доказательство: □ 
б) 1 1 2cos cos cos cos cos cos 2α β γ β γ α= = = , откуда 1 2α α= . 

в) Если 1 2α α= , то 1 2
1 2

cos coscos cos
cos cos

α αγ γ
β β

= = =  и 1 2γ γ= . 

г) Так как 
2
πγ = , то cos cos cos 0α β γ= = , откуда 

2
πα = .  

2. Правильный трехгранный угол. 
а) Если все плоские углы трехгранного угла равны между собой 

α β γ= = , то равны и все внутренние двугранные углы A B Сϕ ϕ ϕ= = ; 
при этом: 

coscos
1 cosA

αϕ
α

=
+

. 

б) Если все внутренние двугранные углы трехгранного угла равны 
между собой A B Сϕ ϕ ϕ= = , то равны и все плоские углы α β γ= = .  

coscos
1 cos

A

A

ϕα
ϕ

=
−

. 

Задача 7. Доказать, что если все двугранные углы треугольной пи-
рамиды равны между собой, то все ее ребра также равны между собой. 

Доказательство: □ Пусть в треугольной пирамиде все двугранные 
углы равны Aϕ . Тогда и все плоские углы при вершинах также равны 

между собой. Обозначив их через α , имеем: 
coscos

1 cos
A

A

ϕα
ϕ

=
−

. 

Следовательно, все грани пирамиды равны и представляют собой 
равносторонние треугольники, что и требовалось доказать.  

3. а) Если двугранный угол Aϕ  лежит против прямого плоского уг-
ла α , то cos ctg ctgAϕ β γ= − . 

б) Если плоский угол α  лежит напротив прямого двугранного угла, 
то cos ctg ctgB Cα ϕ ϕ= . 
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Глава 5. Круглые тела 
§5.1. Цилиндр 

Цилиндрической поверхностью называется поверхность, произво-
димая движением прямой линии 

 (см. рис. 1), сохраняющей 
одно и то же направление и пере-
секающей данную линию . 
Прямая  называется обра-
зующей, а линия  – направ-
ляющей. 

AB

CD
AB

CD

Если в качестве направляю-
щей цилиндрической поверхно-
сти взять окружность, плоскость 
которой перпендикулярна к обра-
зующей, то такая поверхность 

назыв
Ц

ничен
стью 
мя па
кающ

Ча
заклю
плоск
верхн
стей, 
основ
жду п

высотой цилиндра. 

 

Рис. 2 

Прямым круговым цилиндром н
говой цилиндрической поверхностью
стями, перпендикулярными к образ
прямого кругового цилиндра являютс
образующей цилиндра: h AB OO= =
обычно рассматривают только прям
дальнейшем будем называть просто ц

 1
A

D

E
B

C

Рис. 1
ается круговой цилиндрической. 
илиндром называется тело, огра-
ное цилиндрической поверхно-
с замкнутой направляющей и дву-
раллельными плоскостями, пересе-
ими образующие (см. рис. 2). 
сть цилиндрической поверхности, 
ченная между параллельными 
остями, называется боковой по-
остью цилиндра, а части плоско-
отсекаемые этой поверхностью, – 
аниями цилиндра. Расстояние ме-
лоскостями оснований называется 

азывается тело, ограниченное кру-
 и двумя параллельными плоско-
ующей (см. рис. 3). Основаниями 
я круги радиуса R, а высота равна 
1 . В школьном курсе геометрии 
ой круговой цилиндр, который в 
илиндром. 

00



Цилиндр можно также получить вращением 
прямоугольника  вокруг одной из его 
сторон (см. рис. 3). Сторона  прямоуголь-
ника, вокруг которой происходит вращение, 
называется осью цилиндра, а перпендикулярная 
ей сторона  называется радиу-
сом цилиндра. Радиус цилиндра равен также 
радиусу его оснований.  

1O ABO2

1OO

1 2O A O B R= =
 

р
н
л

г
о
р
т

в
р
б
с
е

р
п
4
в
к
ц

е

O1

O2 B

A

h

R

Рис. 3 
2

Боковая и полная поверхность цилиндра 

Боковая поверхно
ужности основа-
ия на высоту ци-
индра: 

Rhπ , 
де R −

2 ( )S R R h

 радиус 
снования цилинд-
а, а  его высо-
а. 

h −

Полная по-
ерхность цилинд-
а равна сумме 
оковой поверхно-
ти и площадей 
го оснований: 

π= + . 
Развертка цилинд

азующей и окружност
оверхность вместе с о
), то на этой плоско
ерткой цилиндра, со
оторого AB CD h= =
илиндра). 

Объем цилиндра. 
го основания на высо

 

сть цилиндра равна произведению длины ок-

O1

O2

B

A

2π R

O1

R

R

O2

h

D

C

Рис. 4
ра. Если поверхность цилиндра разрезать по об-
ям оснований и развернуть ее так, чтобы боковая 
снованиями лежали в одной плоскости (см. рис. 
сти получится фигура, которая называется раз-
стоящая из прямоугольника , стороны 
 и 

ABCD
2AC BD Rπ= = , и двух кругов (оснований 

 Объем цилиндра равен произведению площади 
ту:   

2V Rπ= h . 
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Задача 1. Высота цилиндра и радиус основания равны соответст-
венно  и h R . Длина отрезка, концы которого лежат на окружности 
обоих оснований, равна . Найти кратчайшее расстояние от оси цилин-
дра до этого отрезка. 

a

Решение. □ В рассматриваемом цилиндре 
,  и отрезок 1OO h= AO R= 1A N a=  (см. рис. 

5). Необходимо найти расстояние между отрез-
ком  и осью цилиндра .  и  
– скрещивающиеся прямые. Через прямую 

 параллельно оси  проведем плос-
кость  (  – перпендикулярна плоско-
сти основания, как образующая). Тогда искомое 
расстояние будет равно расстоянию от любой 
точки оси  до проведенной плоскости. По-
строим прямую 

1A N 1OO 1A N 1OO

1A N 1OO

1A AN 1AA

1OO
BO , перпендикулярную . AN BO  будет перпендику-

лярна плоскости , поскольку 1A AN 1BO AA⊥  (  – образующая) и 1AA
BO AN⊥  по построению. Из прямоугольного треугольника  

находим 

1A AN
2 2

1 1AN A N A A= − =  

A
B

C
D

O1

O
N

B1

N1

A1
Q

R

PM

 
Рис. 5 

2 2a h= − . В прямоугольном тре-
угольнике   ABO

2 2

2 2
AN a hAB −

= = : 
2 2

2 2 2

4
a hOB AO AB R −

= − = − . 

В таком случае 
2 2

2

4
a hCD BO R −

= = − .  

Задача 2. В цилиндре площадь основания 
равна , а площадь осевого сечения равна . 
Определить полную поверхность цилиндра. 

Q S

S Q
S

A B

CD
O1

OR

Рис. 6 

Решение. Пусть в цилиндре  и 
 (см. рис. 6). 

осн =

ABCDS =
Обозначим AO R=  и AD H= , тогда 

2 (полнS R H )Rπ= + . Так как согласно усло-
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вию 2RH S= , а . 2бокS RHπ= , то .бокS Sπ= . Тогда  

. 2 2полн. бокS S Q S Qπ= + = + .  

Задача 3. Боковая поверхность цилиндра вдвое больше суммы пло-
щадей его оснований. Найти угол между диагональю осевого сечения и 

плоскостью основания цилиндра. 
A B

CD
O1

O

α

Рис. 7 

Решение. □ По условию задачи 

.4бок. оснS S= . Требуется найти BDC α∠ =  
(см. рис. 7). Известно, что 2бок.S RHπ= , a 

2
осн.S Rπ= , тогда 22 4RH Rπ π=  и, следова-

тельно, 2H R= , т. е. прямоугольный тре-
угольник BDC  – равнобедренный. Следова-
тельно, 2BC DC R= = , тогда искомый угол 

.  45α =
Задача 4. Найти диагональ осевого сечения цилиндра, если объем 

цилиндра равен V , а его боковая поверхность равна . S
Решение. □ Диагональное сечение цилиндра – прямоугольник (см. 

рис. 6). Обозначив AO R=  и AD h= , получим систему уравнений  

2

2 ,

.

S R

V R h

π

π

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩

h
 

Отсюда 
2 ,VR
S

=  
2

2 4
S Sh

R Vπ π
= = .  

Далее из теоремы Пифагора для прямоугольного треугольника 
 находим  ADC

22 2 2 4
2 2 4 256(2 )

4 4
V S VAC R h
S V VS

π
π π

⎛ ⎞ +⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

6S
.  

Цилиндр, осевое сечение которого – квадрат, называется равносто-
ронним. 
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Задача 5. Два одинаковых равносторонних цилиндра размещены 
так, что ось одного из них является образующей второго. Найти объем 
их общей части, если высота цилиндров равна . a

Решение. □ Объем общей части цилиндров равен произведению их 
высоты на площадь общей части их оснований:  

ADBCV MN S= ⋅ . 
Площадь общей части оснований цилиндра равна сумме площадей 

двух одинаковых сегментов. Так как  (см. рис. 8) и делит ра-
диус основания цилиндра  пополам, то 

AB CD⊥
CD AB −  сторона правильного 

вписанного в основание треугольника , поэтому ABM 3AB R=  и 
дуга  содержит 120 . Тогда ACB ° сегм. сект.ADB CADB ACBS S S= − . 

M

C

B1
D1

N

MR
B

C1

A

A1

D A

B

C DR

Рис. 8 

По условию 
2
aR CD= = .  

2 2 2

сегм.
1 1 3 ,
3 2 2 2 4 12 16ADB

a a a a aS ⎛ ⎞= − ⋅ ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ππ 3
 

2
сегм.

32 .
6 8CADB ADBS S a

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
π

 

Тогда можем найти искомый объем: 

3
2 3 (4 3 3)

6 8 24
aV a a π π

⎛ ⎞
= ⋅ − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  
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§5.2. Конус 
Конической поверхностью называется поверхность, производимая 

движением прямой  (см. рис. 9), 
перемещающейся в пространстве так, 
что она при этом все время проходит 
через неподвижную точку  и пере-
секает данную линию . Прямая  
называется образующей, точка  – 
вершиной, а линия l  – направляющей 
конической поверхности. 

SA

S
l SA

S

Отметим, что коническая поверх-
ность, так же как и ее образующая 

, простираются в пространстве 
бесконечно. 
SA

Конусом называется тело, ограни-
ченное частью конической поверхности с замкнутой направляющей  и 
плоскостью 

l
α , не проходящей через вершину  и пересекающей все 

ее образующие (см. рис. 10). Верши-
на конической поверхности называ-
ется вершиной конуса; часть кони-
ческой поверхности, ограниченная 
вершиной и секущей плоскостью – 
боковой поверхностью конуса, а 
часть секущей плоскости, выделен-
ная конической поверхностью – ос-
нованием конуса. Высотой конуса 
называется длина перпендикуляра, 
опущенного из его вершины на 
плоскость основания. 

S

S

lα
A

Рис. 9 

S

lα

A

Рис. 10 

Прямым круговым конусом называется конус, основанием которо-
го является круг, и высота которого  проходит через центр окруж-
ности основания (см. рис. 11). В дальнейшем прямой круговой конус 
будем называть просто конусом. 

SO

Конус можно получить вращением прямоугольного треугольника 
 (см. рис. 11) вокруг одного из катетов. Катет , вокруг которо-

го происходит вращение, называется осью конуса, а гипотенуза являет-
ся образующей конуса 

SOA SO

SA L= . Катет  равен радиусу основания OA
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конуса а катет  равен его высоте ,OA R= SO SO h= . Сечение конуса 
плоскостью, проходящей через вершину, представляет собой равнобед-

ренный треугольник, у которого боковые 
стороны являются образующими. Сечение 
конуса плоскостью, проходящей через его 
ось, называется осевым. 

S

l

A

h

R
O

L

Рис. 11 

Боковая и полная поверхность конуса. 
Боковая поверхность конуса равна произ-
ведению длины окружности основания на 
половину образующей : L

бок.S RLπ= . 
   Полная поверхность равна сумме боко-
вой поверхности и площади основания:  

2L Rполн.S Rπ π= + , 
где R OA=  – радиус основания конуса, 
L SA=  – образующая конуса (см. рис. 11). 

Развертка конуса. Если поверхность конуса разрезать по образую-
щей и окружности 
основания и раз-
вернуть ее так, 
чтобы боковая 
поверхность и 
основание лежали 
в одной плоскости 
(см. рис. 12), то на 
плоскости полу-
чится фигура, на-
зываемая раз-
верткой конуса. 
Развертка конуса 
состоит из сектора 

, радиус которого равен образующей конуса, а длина дуги равна  
длине окружности основания конуса, 
SAA′

2 Rπ  и круга основания. 

S A

R
O

L

CA 2π
R

S

OA

C BB

 
Рис. 12 

Объем конуса. Объем конуса равен произведению площади осно-
вания на треть высоты:    

21
3

V Rπ= h . 
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Касательной плоскостью к конусу называется плоскость, прохо-
дящая через образующую конуса и перпендикулярная плоскости осево-
го сечения, содержащей эту образующую. 

Пирамидой, описанной около конуса, называется пирамида, у ко-
торой основанием служит многоугольник, описанный около основания 
конуса, а вершина совпадает с вершиной конуса. Пирамидой, вписан-
ной в конус, называется пирамида, у которой основанием служит мно-
гоугольник, вписанный в основания конуса, а вершина совпадает с вер-
шиной конуса. 

Задача 6. В треугольной пирамиде стороны основания равны 13; 20 
и 21, а все боковые ребра равны по 36. Найти боковую поверхность ко-
нуса, описанного вокруг пирамиды. 

Решение. □ Боковая поверхность конуса бок.S RLπ= . Образующая 
конуса равна боковому ребру вписанной в него пирамиды, т. е. 36L = . 
Площадь основания пирамиды находится по формуле Герона 

. 27 14 6 7 126оснS = ⋅ ⋅ ⋅ = . Радиус основания конуса R  равен радиусу 
окружности, описанной около основания пирамиды, и может быть вы-

числен по формуле 
.

13 20 21 65
4 4 126осн

abcR
S

⋅ ⋅
= = =

⋅ 6
 Тогда  

390бок.S RLπ π= = .  
3адача 7. Прямоугольный треугольник, катеты которого равны  и 

, вращается вокруг прямой, проходящей через вершину прямого угла 
параллельно гипотенузе. Найти поверхность тела вращения. 

a
b

Решение. □ Пусть прямоугольный 
  вращается вокруг 

прямой (см. рис. 13). Точка  
лежит на прямой , 

ABC∆ ( 9C∠ = °0 )
C

AC b
1OO AB

1OO =  и 
BC a= . 

A

B

O

D
O1

F

E

Рис. 13 

Поверхность тела вращения состоит 
из боковой поверхности цилиндра и бо-
ковых поверхностей двух конусов. Обра-
зующую цилиндра найдем из данного 

треугольника 2 2AB a b= + , а радиусы 
оснований конусов и цилиндра, равные 
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между собой, определим из прямоугольного треугольника  (высо-

та , 

ABC

CF R=
2 2

AC CB abCF
AB a b

⋅
= =

+
). Искомая поверхность тела 

вращения может быть вычислена по формуле:  
2 2 2 2

2 2
( 2 ) ( 2abS R a b a b a b a b

a b

ππ= + + + = ⋅ + + +
+

) .  

Задача 8. Через вершину конуса проведена секущая плоскость, со-
ставляющая с плоскостью основания угол . Найти объем конуса, 
если известно, что расстояние от центра основания конуса до секущей 
плоскости в три раза меньше длины образующей конуса и равно . 

45

d
Решение. □ Сечение конуса плоскостью, проходящей через верши-

ну S, есть равнобедренный треугольник 
SAB (см. рис. 14). Плоскость, содержа-
щая ось конуса и середину  отрезка 

, перпендикулярна секущей плоско-
сти. Следовательно, перпендикуляр 

, опущенный из центра основания 
конуса на секущую плоскость, является 
высотой треугольника . По усло-
вию задачи 

C
AB

OD

SCO
°=∠ 45SCO , но SOC∠  – 

прямой, следовательно, DSO∠  также 
равен . Значит, треугольник °45 SDO −  
равнобедренный (OD DS)= . Из теоре-
A

B

C

D
E

O

S

Рис. 14

мы Пифагора для него получим: 

2 2 2SO DS DO d= + = . Рассмотрим треугольник . По усло-

вию . Тогда 

SOE

3SE d= dddSOSEOE . 729 2222 =−=−=

Объем конуса найдем по формуле hrV , где r – радиус осно-

вания, h – высота конуса. Но 

2

3
1π=

dOEr 7== , dSOh 2== .  

Следовательно, 3

3
27 dV .  π=
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Задача 9. Конус и цилиндр одинакового объема  расположены 
таким образом, что их оси совпадают, а основания принадлежат одной 
плоскости. Найти объем общей части конуса и цилиндра, если их высо-
ты равны. 

V

Решение. □ Пусть r – радиус цилиндра, R – радиус конуса, h – их 

высота. Тогда для объема конуса можем записать hRV 2

3
1π= , для 

объема цилиндра . Следовательно, hrV 2π= hrhR 22

3
1 ππ = , откуда 

3rR = .  
Пусть треугольник FBD – осе-

вое сечение конуса (см. рис. 15), А – 
точка пересечения лежащей в этом 
сечении образующей конуса с боко-
вой поверхностью цилиндра. Через 
точку  проведем плоскость, парал-
лельную основанию конуса. Эта 
плоскость делит конус на две части. 
Верхняя часть представляет собой 
конус с высотой ВЕ и радиусом r. Ее 

объем равен 

A

2
1 3

1 rBEV ⋅⋅= π . Ци-

линдр также разобьется этой плоскостью на две части, причем объем 
нижней части будет равен 2

2 ( )V h BEπ r= − ⋅ . Таким образом, объем 
 общей части конуса и цилиндра может быть вычислен как сумма  0V

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅=+=

3
2)(

3
22

210
BEhrBEhBErVVV ππ . 

Выразим ВЕ  через h. Заметим, что BEA  и BOD  подобны (по 

двум углам). Следовательно, 
OD
EA

BO
BE

=  или 
R
r

h
BE

= . Откуда 

3
h

R
rhBE =⋅= . Тогда ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=

9
321

33
212

0 VhrV .  π

F

E A

DO

B

Рис. 15 
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§5.3. Усеченный конус 
Усеченным конусом называется часть конуса, заключенная между 

его основанием и секущей плоскостью, 
параллельной основанию (см. рис. 16). 

Основаниями усеченного конуса на-
зываются основание полного конуса, из 
которого получен усеченный, и часть се-
кущей плоскости, ограниченная кониче-
ской поверхностью (круг). Образующей 
усеченного конуса называется часть обра-
зующей полного конуса, заключенная ме-
жду основаниями усеченного конуса. Вы-
сотой усеченного конуса называется рас-
стояние между его основаниями. 

Усеченный конус может быть образо-
ван вращением прямоугольной трапеции 
вокруг боковой стороны, перпендикуляр-

ной ее основаниям. Сторона , вокруг которой вращается трапеция, 
называется осью усеченного конуса, а вторая боковая сторона  тра-
пеции будет образующей усеченного конуса (см. рис. 16). Основания 
трапеции являются соответственно радиусами нижнего и верхнего ос-
нований усеченного конуса 

1OO

1AA

1 1 ,O A r=  . OA R=

S

A
h

R
O

L

r

L
B

O1 A1B1

Рис. 16 

Боковая и полная поверхность усеченного конуса. Боковая по-
верхность усе-
ченного конуса 
равна произведе-
нию суммы длин 

окружностей 
оснований на по-
ловину образую-
щей:  

S A

R
O

L

C

A 2π
R

S

OA
C B

O1 B1A1

B

L

L

O1 r

2π
r

C1

C1

B1

A1

A1

Рис. 17 

( ),бок.S L R rπ= +  
где R  и  – ра-
диусы оснований 
усеченного конуса, 
a  – длина обра-
зующей.  

r

L
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Площадь полной поверхности усеченного конуса равна сумме 
площади боковой поверхности и площадей оснований:  

2 2( )полн.S L R r R rπ π π= + + + . 
Развертка усеченного конуса. Если поверхность усеченного кону-

са разрезать по образующей и окружностям оснований и развернуть так, 
чтобы боковая поверхность с основаниями лежали в одной плоскости 
(см. рис. 17), то на плоскости получим фигуру, называемую разверткой 
усеченного конуса. 

Объем усеченного конуса. Объем усеченного конуса равен сумме 
объемов трех конусов, имеющих одинаковую высоту с усеченным 
конусом, а основания: один – нижнее основание этого конуса, другой 
– верхнее и третий – круг, площадь которого есть среднее геомет-
рическое между площадями верхнего и нижнего оснований: 

2 21 ( )
3ус.кон.V h R Rrπ= + + r , 

где h  – высота усеченного конуса, а R  и – радиусы его оснований. r
Подобные цилиндры и конусы. Боковые и полные поверхности 

подобных цилиндров, конусов и усеченных конусов относятся как квад-
раты их сходственных линейных элементов (радиусов оснований, вы-
сот, образующих). 

Объемы подобных цилиндров, конусов и усеченных конусов отно-
сятся как кубы их сходственных линейных элементов (радиусов основа-
ний, высот, образующих).  

Осевые сечения подобных цилиндров, конусов или усеченных ко-
нусов подобны. 

Задача 10. Доказать утверждение: если в осевое сечение усеченного 
конуса можно вписать окружность, то его высота есть среднее пропор-
циональное между диаметрами оснований. 

Решение. □ Пусть в осевое сече-
ние  усеченного конуса впи-
сана окружность (см. рис. 18). Обо-
значим  

ABCD

1 2 ,BC d r= =  
 2 2 ,AD d R= = 1 2O O h= . Докажем, 

что 1 2h d d= .  
Трапеция  – равнобедрен-

ная. Из точки  на основание  
ABCD
C AD

A

O1

M

O

D

CB

O2

N

Рис. 18 
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опустим перпендикуляр 1 2CM O O h= = . Тогда  

2 1
2

d dMD R r −
= − = . 

По свойству касательных, проведенных из одной точки к окружно-
сти,  и 1CN O C r= = 2ND O D R= = . Отсюда  

2 1
2

d dCD R r +
= + = . 

Из прямоугольного треугольника  находим CMD
2 2

2 2 2 1 2 1
1 22 2

d d d dCM CD MD d d+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, что и тре-

бовалось доказать.  
Задача 11. Определить боковую поверхность усеченного конуса, 

если его образующая составляет с плоскостью основания угол , а 
площадь осевого сечения равна . 

60°
S

Решение. □ Пусть дан усеченный конус с площадью осевого сече-
ния  и  (см. рис. 19). 
Найдем его боковую поверхность . 

S 60ABO∠ = °

бок.S

BC

O1D A

MO
Рис. 19 

В равнобочной трапеции  из 
вершины  на основание  опустим 
перпендикуляр 

ABCD
A CB

AM CB⊥ . Обозначим 
AB L= , OB R= , 1O A r= . В прямо-
угольном треугольнике  по усло-
вию 

AMB
30MAB∠ = ° , поэтому  

1 3, .
2 2

MB L AM H L= = =  

По условию задачи площадь осевого сечения ( )R r H S+ =  или 

3 ( )
2

L R r S+ = . Умножая обе части последнего равенства на число 

π , получим 
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3 ( )
2

L R r Sπ π+ = . 

Учитывая, что боковая поверхность усеченного конуса 
( )бок.S L R rπ= + , находим 

2 3
3бок.S Sπ= .  

Задача 12. В усеченном конусе радиусы оснований и образующая 
относятся как , а объем равен 3 :11:17 815π см3. Найти полную по-
верхность усеченного конуса. 

Решение. □ Обозначим , 1 3O A r x= = 11OB R x= =  и 
 (см. рис. 20). Тогда из прямоугольного треугольника 

: 

17AB L x= =

AMB 2 2AM H AB MB= = − = 2 2(17 ) (11 3 ) 15x x x− − = x . 
По условию задачи объем усеченно-

го конуса 815π  см3, следовательно, 
2 2( )

3
HV R rR rπ

= + + =

( )2 2 2(11 ) 33 (3 )x x x15
3

xπ
= + + =  

3815 xπ= . 
Отсюда 1x =  см, тогда 11R =  см, 3r =  
A r

B

O1

B1

A1

RO
M

Рис. 20

см, 17L =  см. Полная поверхность усе-

ченного конуса  
2 2[( ) ] 368полн.S R r L r Rπ π= + + + =  см3.  

Задача 13. Радиусы оснований усеченного конуса равны R  и . 
Плоскость, параллельная основани-
ям, разделила его на два подобных 
усеченных конуса. Найти отношение 
объемов полученных конусов. 

r

Решение. □ Пусть усеченные 
конусы с осевыми сечениями 

1 1 2 2B A A B  и 2 2B A AB  подобны (см. 
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r

B

O1

A2

B1

O2

A1

R

B2

O  
Рис. 21 



рис. 21) и  ,OA R= 1 1O A r= , а . Из определения подобия 
усеченных конусов следует, что трапеции 

2 2O A x=

1 1 2 2A O O A  и 2 2A O OA  по-

добны и тогда 
r x
x R
= , т. е. x rR= . Объемы подобных тел относятся 

как кубы длин сходственных линейных элементов:  
33 3 21 1 1

2 2 2

V O A r r
V O A RrR

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
.  

3адача 14. Доказать утверждение: если треугольник  вращает-

ся вокруг стороны 

ABC

BC a= , то объем полученного тела 
24

3a
QV
a

π= , 

где Q  – площадь треугольника. 

Решение. □ Полученное  тело вра-
щения составляют два конуса (см. рис. 
22). Обозначим AO h=  высоту тре-
угольника , опущенную на сторону ABC
BC , которая одновременно является 
радиусом основания конусов. Тогда объ-
ем искомого тела вращения равен: 

A

B

OD

Рис. 22 

кон. кон.ABD CADV V V= +  или 

2 21 1( )
3 3

CO OB ahπ π= + =V h

2Q

. 

Учитывая, что по условию ah = , 
найдем 

2 2 24
3

a h Q
a a

π π π=21 1
3 3

V ah= = , 

что и требовалось доказать.  

Замечание. Формула справедлива для любого треугольника, но ес-
ли, например, угол BCA  будет тупой, то в ходе доказательства следует 
учесть, что в этом случае:   
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кон конa ABD CV V V AD= − . 

Задача 15. Ромб ABCD  с  и стороной 60A∠ = AB a=  вращает-
ся вокруг оси, проходящей через точку  перпендикулярно стороне A
AD  (см. рис. 23). Найти объем тела вращения.  

Решение. □ Объем полу-
ченного тела вращения равен 
разности объемов усеченного 
конуса (с высотой  и ра-
диусами оснований 

OA
AD a=  и 

) и конуса (с высотой  
и радиусом основания ), 
где 

OC OA
OB

O −  точка пересечения 
прямой  с осью вращения. 

Из прямоугольного треугольника  (  
AB

OAB 90 ,AOB∠ = °

A

BO

aa
D

a

Рис. 23 

30BAO∠ = ° ) 

получаем 
3cos

2
aOA AB BAO= ∠ = , 

2
aOB = .  

Объем усеченного конуса  

( )2 2
1

1
3

V OA AD AD OC OCπ= ⋅ ⋅ + ⋅ + =  

2 2
2 31 3 9 3 19 3

3 2 4 2 24
a a a a aπ π

⎛ ⎞
= + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Объем конуса  

2 3
2

1 3
3 2

V OB OA
4

aπ π= ⋅ ⋅ = . 

Следовательно,  

3
1 2

3 3
4

V V V aπ= − = .  
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§5.4. Сфера и шар 
Шаровой поверхностью, или сферой, называется геометрическое 

место точек пространства, равноудаленных от одной точки  (см. рис. 
24), называемой центром сферы. Шаром называется тело, ограничен-
ное сферой. 

O

Радиусом сферы называется отрезок 
прямой, соединяющий центр сферы с 
любой ее точкой; например, 
AO OC R= = . Хордой сферы называет-
ся отрезок прямой, соединяющий две ее 
любые точки. Диаметром сферы назы-
вается хорда, проходящая через ее центр, 
например  или  (см. рис. 24).  AB CD

Сфера может быть получена враще-
нием полуокружности вокруг диаметра.  
O
D

C
BA

Рис. 24

Прямая, имеющая со сферической 

поверхностью одну общую точку, называется касательной; две общие 
точки – секущей.  

Плоскость, проходящая через центр сферы и перпендикулярная 
хорде, проходит через середину хорды. Обратное утверждение: плос-
кость, проведенная через середину хорды перпендикулярно этой хор-
де, проходит через центр сферы.  

Секущие и касательные прямые к сфере обладают такими же свой-
ствами, как и секущие и касательные к окружности. Например, 

а) касательная перпендикулярна радиусу, проведенному в точку 
касания; 

б) перпендикуляр, опущенный из центра сферы на секущую пря-
мую, проходит через середину хорды; 

в) (Теорема о касательных). Если две прямые пересекаются в точ-
ке  и касаются сферы соответственно в точках  и S A B , то 

. SA SB=
г) (Теорема о касательной и секущей). Если одна из двух прямых, 

пересекающихся в точке , касается сферы в точке , а другая 

пересекает сферу в точках 

S A
B  и , то . C 2SB SC SA⋅ =

д) (Теорема о секущих и хордах). Если две прямые, пересекающие-
ся в точке , пересекают сферу в точках ,S A B  и ,C D , то 

 (точка  может лежать как вне, так и внутри сферы). SA SB SC CD⋅ = ⋅ S
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Сечение сферы и шара плоскостью. Сечение сферы радиуса R  
плоскостью, отстоящей от ее цен-
тра на расстояние 2Oh O= , 

, есть окружность радиуса 0 h R≤ <
2 2

2r O B R h= = −  (см. рис. 25). 
Центр сферы равноудален от всех 
ее точек, поэтому если две точки 
принадлежат сфере, то ее центр 
лежит в плоскости, перпендикуляр-
ной отрезку, соединяющему эти 
точки, и проходящей через его се-
редину. Сечение шара любой плос-
костью есть круг. Круг, образован-
ный сечением шара плоскостью, 
проходящей через центр, называет-
ся большим кругом шара, а круг, образованный сечением шара плоско-
стью, не проходящей через центр, – малым кругом шара.  

O

A

B
O2

O1

Рис. 25 

Сечения, равноудаленные от центра шара, равны. Из двух сечений, 
не одинаково удаленных от центра шара, больший радиус имеет то, ко-
торое ближе к центру. 

Плоскость, проходящая через центр шара, называется диаметраль-
ной плоскостью. Всякая диаметральной плоскость делит его по-
верхность на две симметричные и равные части (см. рис. 25). 

Центр шара является его центром симметрии. 
Через две точки сферы, не лежащие на концах одного диаметра, 

можно провести окружность большого круга и притом только одну. 
Окружности двух больших кругов при пересечении делятся по-

полам (см. рис. 24). 
Плоскость, касательная к шару. Касательной плоскостью к ша-

ровой поверхности называется плоскость, имеющая с этой поверхно-
стью только одну общую точку (см. рис.25). 

Плоскость, перпендикулярная радиусу шаровой поверхности в 
его конце, лежащем на этой поверхности, есть касательная плос-
кость. Обратно: касательная плоскость перпендикулярна радиусу, 
проведенному в точку касания. 

Через любую точку шаровой поверхности проходит бесконечно 
много касательных, причем все они лежат в касательной плоскости 
шара. 
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Поверхность и объем шара и его частей 
Часть шаровой поверхности, от-

секаемая от нее какой-нибудь плоско-
стью, называется сегментной по-
верхностью (см. рис. 26). Окруж-
ность пересечения плоскости с шаро-
вой поверхностью называется осно-
ванием, а отрезок 1 2O O h=  радиуса, 
перпендикулярного к плоскости сече-
ния, – высотой сегментной поверх-
ности. 

Часть шаровой поверхности, заключенная между двумя параллель-
ными секущими плоскостями, называется шаровым поясом (см. рис. 
27). Окружности сечения называ-
ются основаниями шарового поя-
са, а расстояние 1 2O O h=  между 
параллельными плоскостями – вы-
сотой пояса. 

R

h

O

O1

O2

R A

Рис. 26 

Шаровым сегментом называ-
ется тело, отсекаемое от шара 
плоскостью. 

Шаровым слоем называется 
тело, отсекаемое от шара двумя 
секущими параллельными плоско-
стями. 

Для вычисления площади поверхно
тей используются следующие формулы:

а) 24шараS Rπ=  (поверхность шар

б) 2сегмS Rhπ=  (поверхность шар

в) 2поясаS Rhπ=  (поверхность ша
Поверхности шаров относятся как 

метров. 
Шаровым сектором называется те

гового сектора вокруг оси, лежащей в е
его центр и не пересекающей сектора. 
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O1

h

 
Рис. 27 
стей шара радиуса R  и его час-
 
а); 

ового сегмента высоты ); h

рового пояса высоты ). h
квадраты их радиусов или диа-

ло, полученное вращением кру-
го плоскости, проходящей через 



Если ось вращения совпадает с 
радиусом, ограничивающим круго-
вой сектор , то полученный в 
результате вращения шаровой сек-
тор называется простым. Если ось 
вращения не совпадает с радиусом, 
ограничивающим круговой сектор 

, то шаровой сектор называют 
полым (см. рис. 28). Площадь пол-

ной поверхности простого шарового сектора вычисляется по формуле:  

1AOO

AOBO

O1
B

A
h2

h1

Рис. 28 

2(2 2 )ш. сект. сегм. бок. кон.S S S R h Rh hπ= + = + − , 
где h  высота шарового сегмента. −

Для полого шарового сектора:  
ш. сект. ш. слоя бок. ниж.кон. бок.верх. кон.S S S S= + + =  

2 2
2 1 1 1 2 1 2(2 2 2 ( ) ( )R h Rh h R h h h hπ= + − + + − + )

d

, 

где  высота шарового сегмента, а  высота шарового слоя (см. 
рис. 28). 

1h − 2h −

Объем тела вращения 

Теорема Гюльдена. Объем тела, полученного при вращении 
плоской фигуры вокруг оси, лежащей в плоскости фигуры и не пере-
секающей ее, вычисляется по формуле:   V S2тела вр cπ= , 

где  – площадь вращающейся фигуры, a  – расстояние от центра 
тяжести фигуры до оси вращения. 

S cd

При вычислении объема тела, полученного 
вращением треугольника вокруг оси, используется 
теорема: если треугольник  вращается во-
круг оси , лежащей в его плоскости и проходя-
щей через его вершину , не пересекая стороны 

, то объем тела, полученного при этом вра-
щении, вычисляется по формуле:  

ABC
a

A
BC

A
D

C

B
a

Рис. 29 3 BC
ADV S= ⋅тела вр , 

где BCS −  площадь поверхности, образуемой при 
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вращении стороны BC ,  – высота  (см. рис. 29). AD ABC
Объем шарового сектора равен произведению поверхности соот-

ветствующего шарового пояса (или шарового сегмента) на треть 
радиуса: 

222
3 3шар.сект
RV Rhπ π= ⋅ = R h , 

где R  – радиус шарового сектора, а  – высота шарового пояса (сег-
мента). 

h

Объем шара равен произведению его поверхности на треть ра-
диуса: 

3
34

3 6шара
DV R ππ= = , 

где R  – радиус шара, D  – диаметр шара. 
Формулу для объема шара получаем, положив в формуле для объе-

ма шарового сектора h R2= . 
Объемы шаров относятся как кубы их радиусов или диаметров. 
Объем шарового сегмента равен объему цилиндра, у которого ра-

диус основания есть высота сегмента, а высота цилиндра равна ра-
диусу шара, уменьшенному на треть высоты сегмента, т. е. 

2 1
3шар.сегмV h Rπ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
h , 

где h  – высота сегмента, а R  – радиус шара. 
Рассмотрим несколько задач на круговые тела. 
3адача 16. Стороны треугольника равны ,  и . Найти 

расстояние от плоскости треугольника до центра шара, касающегося 
сторон треугольника, если извест-
но, что радиус шара равен . 

15 14 13 см

5 см
Решение. □ Плоскость тре-

угольника  пересечет шар 
 по кругу (см. рис. 30), вписан-

ному в данный треугольник. Ос-
нование перпендикуляра , 
опущенного из центра шара  на 

плоскость треугольника , попадает в центр этого круга O . 

ABC
O

1OO
O

ABC 1

O

DO1

C

B

A

Рис. 30 
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Пусть  радиус круга, проведенный в точку касания стороны 
 с поверхностью шара. Тогда из прямоугольного треугольника 

 находим 

1O D r=
CB

1ODO 2 2
1 1OO OD O D= − , где 5 смOD R= = .  

Радиус круга, вписанного в треугольник , найдем по формуле ABC

1
Sr O D
p

= = , где S −  площадь треугольника, а p  – его полупериметр. 

1
( )( )( ) 21 6 7 8 4

21
см

p p a p b p c
O D

p
− − − ⋅ ⋅ ⋅

= = = . 

Тогда 2 2
1 5 4 3 смOO = − = .  

Задача 17. Доказать, что боковая поверхность конуса, вписанного в 
шаровой сегмент, есть средняя пропорциональная между площадью 
основания и боковой поверхностью сегмента. 

Решение. □ Пусть в шаровой сег-
мент  (см. рис. 31) вписан конус 
(основание конуса и сегмента общее). 
Требуется доказать, что 

. Обозначим 

 – радиус шара, 

ACB

2
бок.кон шар.сегм осн.S S S= ⋅

ROC = 1AO r=  – 
радиус основания конуса (сегмента), 

 – высота сегмента и 1CO h= lCB =  – 
образующая конуса. 

O

D

BA O1

C

Рис. 31 
Из прямоугольного треугольника 

  по свойству катета 
имеем 
CAD )90( °=∠ A

2
1AC CO CD= ⋅  или . hRl ⋅= 22

Умножив обе части последнего равенства на , получим 22rπ
2222 2 rRhlr πππ ⋅=  или . )()2()( 22 rRhrl πππ ⋅=

Из формул бок.конrl Sπ = , 2 шар.сегмRh Sπ =  и  получа-

ем , что и требовалось доказать.  

2
осн.r Sπ =

2
бок.кон шар.сегм осн.S S S= ⋅
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Задача 18. Определить, какую часть объема шара составляет объем 
сферического сектора, у которого сферическая и коническая поверхно-
сти равновелики. 

Решение. □ Пусть сферическая по-
верхность шарового сектора  
(см. рис. 32) равновелика конической. 
Обозначим 

OACB

ROA = , 1O A r=  и 
, тогда из условия равенства 

сферической и конической поверхно-
стей сектора 

1CO h=

rRRh ππ =2 , т. е. rh =2 . 
Из прямоугольного треугольника 

  с учетом 1AO O 1( 9AO O∠ = 0 )° 1OO R h= − , получим 

, откуда 222 )()2( hRhR −+= Rh
5
2

= . Объем шарового сектора ра-

вен  2 3 32 4 1 4 1
3 15 5 3 5шар.сект шараV h .  

O

BA O1

C

 
Рис. 32 

R R R Vπ π π⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Задача 19. Плоскость делит поверх-
ность шара на части, отношение площадей 
которых равно . Определить, в каком 
отношении она делит объем шара. 

k

Решение. □ Пусть плоскость круга с 
центром в точке  отсекает от шара ра-
диуса 

1O
R  сегмент высотой . Проведем 

диаметр шара  (см. рис. 33) перпенди-
кулярно плоскости круга. Тогда 

h
CD

1CO h=  и 
hRDO −= 21 . Отношение поверхностей 

шаровых сегментов 1 2ABCS S Rhπ= =  и 
O

D

BA O1

C

Рис. 33 
h2 2 (2 )ADBS S R Rπ= = −  по условию 

задачи  равно , т. е.  k 1

2

2
2 (2 ) 2

S Rh h k
S R R h R h

π
π

= = =
− −

.  

Тогда 
2

1
h k
R k
=

+
. Выразим объемы сегментов:  
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2 1
3ABCV h R hπ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и 2 1(2 ) (2 )

3ADB h R R hπV R ⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

После преобразований находим 
2 3

3 2 3
3

4 3
ABC

ADB

V Rh h
V R Rh h

−
= =

− +
 

2 3

2 3 2

2 3 2 3

2 23
3( / ) ( / ) ( 3)1 1

3 14 3( / ) ( / ) 2 24 3
1 1

k k
h R h R k kk k

kh R h R k k
k k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ++ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
+− + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

Описанные шары 
Шар называется описанным около многогранника, а многогранник 

– вписанным в этот шар, если все вершины многогранника лежат на 
поверхности шара. 

Центр описанного около многогранника шара есть точка, равноуда-
ленная от всех его вершин. Поскольку сечение сферы плоскостью есть 
окружность, то для того, чтобы около многогранника можно было опи-
сать сферу, необходимо, чтобы каждая его грань была таким много-
угольником, около которого можно было описать окружность. 

Геометрическое место точек, равноудаленных от всех вершин ка-
кой-либо грани, есть прямая, перпендикулярная к плоскости грани и 
проходящая через центр описанной около нее окружности. Геометриче-
ское место точек, равноудаленных от концов какого-нибудь ребра, есть 
плоскость, перпендикулярная ребру и проходящая через его середину. 
Следовательно, центр шара принадлежит одновременно двум указан-
ным геометрическим местам.  

Для того, чтобы около многогранника можно было описать сферу, 
достаточно, чтобы все плоскости, проходящие через середины  ребер 
перпендикулярно им, имели одну общую точку. 

Для пирамиды и призмы имеют место следующие утверждения: 
а) для того, чтобы около пирамиды можно было описать сферу, 

необходимо и достаточно, чтобы около основания пирамиды мож-
но было описать окружность; 

б) для того, чтобы около призмы можно было описать сферу, 
необходимо и достаточно, чтобы призма была прямой и около ее 
основания можно было описать окружность.  
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Шар называется описанным около конуса, если поверхность шара 
проходит через вершину конуса, а окружность основания конуса лежит 
на поверхности шара. Шар называется описанным около цилиндра или 
усеченного конуса, если окружности их оснований лежат на поверхно-
сти шара. 

Радиус сферы, описанной около цилиндра, выражается формулой  
2

2

4
hR r= + , где h −  высота цилиндра, r −  радиус его основания. 

      Замечание. Около треугольной пирамиды, любой правильной приз-
мы, цилиндра, конуса и усеченного конуса всегда можно описать шар. 

Вычисление радиуса шара, описанного около правильной   
n-угольной пирамиды 

Задача 20. Найдите радиус шара R , описанного 
около правильной  n-угольной пирамиды, если 
известны  и a α (см. §4.3, стр. 83). 

Решение. □ Около любой правильной пирамиды 
можно описать шар. Его центр  совпадает с точкой 
пересечения высоты  пирамиды с перпендикуля-
ром  к боковому ребру , проведенным через 
его середину 

O
SH

FO AS
F  (см. рис. 34). Тогда 
A H

S

α

F
O

 
Рис. 34 
α=∠=∠ SAHSOF . Имеем:  
cos 2sin( / )

a
cos

AH
n

AS
α π α

= = , 

αα sin2sin
ASFSOSR ===  или 

2sin( / )sin 2
aR
nπ α

= .  

Задача 21. Найдите радиус шара R , описанного около правильной  n-
угольной пирамиды, если известны a  и β  (см. §4.3, стр. 83). 

Решение. □ Воспользуемся формулой (3) (см. таблицу на стр. 82).  

Так как 2
2 tgsin 2

1 tg
αα
α

=
+

, то получим 2 2
2 tg cos( / )sin 2

1 tg cos ( / )
n

n
β πα
β π

=
+

. 

Используя результат предыдущей задачи, получим 

( )2 21 tg cos ( / )

2sin(2 / ) tg

a n
R

n

β π

π β

+
= .  
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Задача 22. Найдите радиус шара R , описанного около правильной  
n-угольной пирамиды, если известны  и a γ  (см. §4.3, стр. 83). 

Решение. □ Из формулы (2) (см. таблицу §4.3 на стр. 82) следует: 
cos cos(2 / )

sin
2 sin( / )

n
n

γ π
α

π
−

= , 

а sin 2 2sin cosα α α= = 2
2 sin( / 2) cos cos(2 / )

sin ( / )
n

n
γ γ π

π
⋅ −

. Значит,  

2 sin( / )
2sin( / )sin 2 4sin( / 2) cos cos(2 / )

a a nR
n n

π
π α γ γ π

= =
⋅ −

.  

Вписанные шары 
Шар называется вписанным в многогранный угол, если он касается 

каждой его грани. Не во всякий многогранный угол можно вписать шар. 
Шар называется вписанным в многогранник, а многогранник – 

описанным вокруг шара, если плоскости всех граней касаются шара. 
Если шар находится внутри многогранника, то он называется вписан-
ным внутренним образом или просто вписанным, а если вне многогран-
ника, – то вневписанным (в этом случае шар касается одной из граней и 
продолжений граней, смежных с ней). 

Центр вписанной сферы является точкой пересечения биссекторов 
всех внутренних двугранных углов многогранника. 

Шар называется вписанным в конус, усеченный конус или ци-
линдр, если поверхность шара касается плоскостей оснований этих фи-

гур и всех образующих их боковых поверх-
ностей. Центр вписанного в конус шара 
совпадает с точкой пересечения высоты ко-
нуса с биссектрисой угла между любой об-
разующей и плоскостью основания. В конус 
всегда можно вписать шар. Его радиус вы-
ражается формулой (см. рис. 35):  

r

l

C

B

A

l

R

R
O

α

Рис. 35 

tg
2

ABCS
r l

=R r α
= ⋅

+
, 

где r −  радиус основания конуса, α −  угол 
между образующей и плоскостью основа-
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ния, l  образующая конуса, − ABCS −  площадь осевого сечения. 
Замечание. В треугольную и любую правильную -угольную пи-

рамиду также всегда можно вписать шар. 
n

Под призмой, описанной около шара, понимают такую призму, 
грани которой касаются поверхности шара. Отсюда следует: 

1) центр шара лежит в плоскости перпендикулярного сечения приз-
мы, делит расстояние между ее основаниями пополам и является цен-
тром круга, вписанного в это сечение; 

2) перпендикулярным сечением призмы должен быть такой много-
угольник, в который можно вписать круг; 

3) диаметр круга, вписанного в перпендикулярное сечение призмы, 
равен диаметру шара и высоте призмы; 

4) точки касания сферической поверхности с боковыми гранями 
призмы есть точки касания окружности круга, вписанного в перпенди-
кулярное сечение, со сторонами этого сечения; 

5) точки касания сферической поверхности с основаниями призмы 
есть точки пересечения с ними высоты призмы, проходящей через центр 
шара и делящейся им пополам; 

6) все биссектральные плоскости двугранных углов между боковы-
ми гранями пересекаются по одной прямой, которая параллельна боко-
вым ребрам призмы и является геометрическим местом центров кругов, 
вписанных в точки касания сферической поверхности с боковыми гра-
нями призмы; 

7) все биссектральные плоскости двугранных углов между боковы-
ми гранями и основаниями призмы пересекаются в одной точке, совпа-
дающей с серединой отрезка, соединяющего точки пересечения прямой, 
упомянутой в п. 6, с плоскостями оснований, т. е. в центре шара;  

8) призма не обязательно должна быть прямой. 
Все приведенные факты справедливы и для параллелепипеда, так 

как он является призмой. 
Для того, чтобы в призму можно было вписать сферу, необхо-

димо и достаточно, чтобы в перпендикулярное сечение призмы 
можно было вписать окружность и чтобы высота призмы была 
равна диаметру этой окружности.  

В правильную призму можно вписать сферу тогда и только тогда, 
когда ее высота равна диаметру окружности, вписанной в основание. 
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Для других пространственных фигур условия возможности вписать 
в них шар должны быть специально установлены в каждом случае.  

Задача 23. Доказать, что объем многогранника, описанного около 
шара, равен произведению полной поверхности многогранника на треть 
радиуса шара. 

Доказательство. □ Пусть в многогранник, имеющий  граней, 
объем  и площадь поверхности , вписан шар, поверхность ко-
торого касается граней многогранника в точках , …, . Соединим 
центр шара  и вершины многогранника отрезками. Рассмотрим  
пирамид, имеющих общую вершину , основаниями которых являют-
ся грани многогранника. Пусть  площади граней многогран-
ника и, соответственно, оснований полученных пирамид, а радиусы ша-
ра, проведенные в точки касания, будут высотами этих пирамид 

. Тогда объем  будет равен сумме объемов пи-

рамид 

n
V полн.S

1H nH
O n

O
1, , nS S −…

1 nOH OH r= = =… V
1 ,
3i i iH S= ⋅ ⋅V O  где 1 i n≤ ≤ , или  

1 1 1
1 1 1 1( )
3 3 3 3n n n полн.V OH S OH S r S S r S= ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + + = ⋅… … . 

Из доказанного следует, что радиус вписанного в многогранник 
шара равен утроенному объему многогранника, деленному на его 

полную поверхность: 
S
Vr 3

= .  

Вычисление радиуса шара, вписанного в правильную n-
угольную пирамиду 

Как известно, в правильную пирамиду всегда можно вписать шар, 
его центр  лежит в точке пересечения высоты  пирамиды с бис-
сектрисой угла  (см. рис. 36). Поэтому проще всего вычисляется 
радиус вписанного шара в случае, когда задан угол 

O SH
SKH

β .  
С этого случая мы и начнем. 
Задача 24. Найдите радиус r  шара, вписанно-

го в правильную -угольную пирамиду, если из-
вестны   и 

n
a β  (см. §4.3, стр. 83). 

Решение. □ Имеем: r O tg( / 2)H KH β= = ⋅ .    
K

S

β 2

Рис. 36 
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2
tgctg

2
βπ

n
ar = .  

Задача 25. Найдите радиус r  шара, вписанного в правильную -
угольную пирамиду, если известны   и 

n
a α (см. §4.3, стр. 83). 

Решение. □ Из формулы (3) (см. таблицу §4.3 на стр. 82) следует, 

что  
2 2cos ( / ) tg cos( / )

tg
2 tg

n nπ α πβ
α

+ −
= . Следовательно,  

( )2 2ctg( / ) cos ( / ) tg cos( / )
ctg tg

2 2 2 tg

a n n nar
n

π π α ππ β
α

+ −
= = .  

Задача 26. Найдите радиус r  шара, вписанного в правильную -
угольную пирамиду, если известны   и 

n
a γ (см. §4.3, стр. 83). 

Решение. □ Используя результат задачи 24 и формулу (4) (см. таб-

лицу §4.3 на стр. 82),  получаем  
( )
( )

sin ( / ) ( / 2)
ctg

2 sin ( / ) ( /
na

2)n n
π γπ
π γ

−
=

+
r .  

Замечание. В тех задачах, в которых по условию сфера касается не-
скольких плоскостей или несколько сфер касаются друг друга или ка-
ких-то плоскостей, обычно трудно сделать наглядный чертеж, на кото-
ром достаточно ясно проявлялись бы требуемые связи и соотношения. 
Но в этих случаях оказывается, что нет необходимости рисовать все 
сферы, достаточно изобразить плоскости, центры сфер, проекции цен-
тров на плоскости и, возможно, какие-либо характерные сечения.  

Задача 27. В правильной четырехугольной пирамиде центры впи-
санного и описанного шаров совпадают. Определить плоский угол при 
вершине пирамиды. 

A

B C

D

O1O

O2

r

S

r

R

R

E

Рис. 37 

Решение. □ Пусть SABCD −  
правильная четырехугольная пи-
рамида и точка  – центр впи-
санного в нее и описанного во-
круг нее шаров (см. рис. 37). Точ-
ка  – центр окружности, опи-
санной вокруг треугольника 

. Перпендикуляр из центра 
шара на плоскость треугольника 

O

1O

SDC
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SDC  попадет в точку . 1O rOOOO == 12 – радиусы вписанного в пи-
рамиду шара, а OD OA SO R= = =  – радиусы описанного шара шара. 
Легко показать, что прямоугольные треугольники , , 

 и  равны между собой. Из их равенства следует, что 
 и треугольники  и  равны. В 

таком случае . 

2OO D 1OO D
COO2 COO1

2 2 1DO CO DO CO= = = 1

°

1

2DO C 1DO C

2 1 90DO C DO C∠ =∠ =
Далее, 1 1SO DO CO= =  как радиусы окружности, описанной во-

круг треугольника . Из равнобедренного  по свойству 

внешнего угла 

SDC 1DO S

1
1
2

DSE DO E∠ = ∠ . Тогда 1
1 45
2

DSC DO C∠ = ∠ = ° .  

Задача 28. В конус вписан шар радиуса . Найти объем конуса, ес-
ли известно, что плоскость, касающаяся шара и перпендикулярная од-
ной из образующих конуса, отстоит от вершины конуса на расстояние 

 (  и угол при вершине в осевом сечении конуса тупой). 

r

d d r>
Решение. □ Обозначим плос-

кость, о которой идет речь в условии 
задачи, через α . Треугольник  
(см. рис. 38) – сечение конуса плос-
костью, перпендикулярной плоскости 

ABC

α  и проходящей через центр  ша-
ра,  – точка пересечения стороны 
BС с плоскостью 

O
K

α ,  – радиус 
шара, перпендикулярный стороне 
BС, F – точка касания шара с плос-
костью 

OE

α , BD  – высота конуса. То-
гда , dBK = rOFOE == . Так как 

углы , OEK EKF  и  – прямые, то  – квадрат со стороной 
r. Следовательно, 

KFO OEKF
rdEKBKBE −=−= . Из теоремы Пифагора для 

треугольника BOE  получаем:  

A

E

O

D C

B

F
K

α  
Рис. 38 

( )2222 rdrBEOEBO −+=+= . 

Далее, rrdrODBOBD +−+=+= 22 )( . Заметим, что тре-
угольники  и OBE BDC  подобны (по двум углам). Следовательно,  
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DC
OE

BD
BE

=  или 
rd

rrrdr

BE
OEBDDC

−

⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+

=
⋅

=

22 )(
. 

И, наконец, объем конуса:  

2

23
222

)(
)(

33 rd
rrrdrBDDCV
−

⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+=⋅⋅=

ππ
.  

Задача 29. Вокруг шара описан усеченный конус, образующая ко-
торого равна . Найти боковую поверхность этого конуса. a

Решение. □ На рис. 39 изобра-
жено осевое сечение усеченного ко-
нуса. По условию задачи AB a= . 
Пусть 1O C r= , a O D2 R= . Тогда 
по свойству касательных, выходя-
щих из одной и той же точки к ок-
ружности, 1O C CM=  и 2O D MD=  
или 1 2O C O D+ = CM MD CD+ = , 
т. е. arR =+ . 

Следовательно, искомая боковая 
поверхность усеченного конуса  

A

O1

M
O

D

CB

O2

Рис. 39 

2( )бокS R r a aπ π= + = .  

Задача 30. Найти радиус шара, вписанного в пирамиду, основанием 
которой служит ромб с диагоналями  и , а высота пирамиды прохо-
дит через точку пересечения диагоналей основания и равна 1. 

6 8

Решение. □ По данным диагоналям найдем сторону ромба 

534 22 =+=a  и радиус вписанного в ромб круга 
P
Sr 2

= , где  – 

площадь ромба, а 

S

P  – его периметр. Тогда 4,2
20

86
=

⋅
=r . 

Высота боковой грани пирамиды 22 rhm += , где  – высота 
пирамиды, a 

h
r  – радиус вписанного в основание круга. Отсюда нахо-
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дим 6,276,6 ==m . Полная поверхность пирамиды 
1 (20 2,6 8 6) 50
2полн. бок. осн.S S S= + = ⋅ + ⋅ = , а объем пирамиды  

1 1 24 1 8
3 3осн.V S h= ⋅ = ⋅ ⋅ = .  

Используя формулу для радиуса вписанного в выпуклый много-

гранник шара, найдем искомый радиус шара 48,0
50

833
=

⋅
==

S
VR .  

Касающимися сферами (шарами) называются две сферы (шара), 
имеющие лишь одну общую точку. Точка касания и их центры лежат на 
одной прямой. 

Две или несколько сфер называются концентрическими, если их 
центры совпадают (находятся в одной точке).  

Линией (плоскостью) центров называется прямая (плоскость), 
проходящая через центры двух сфер (шаров).  

т
(

ц
р

н
з

к
р

O1

K
O2 O1

K
O2O1

K2

K1

O2

а)   б)   в) 

Рис. 40

Если две сферы имеют общую точку, лежащую на линии центров, 

о они в этой точке касаются внутренним (см. рис. 40а) или внешним 
см. рис. 40в) образом. 

Если две сферы имеют общую точку, расположенную вне линии 
ентров, то они пересекаются и линией пересечения является ок-
ужность. 

Четырех общих точек, не лежащих в одной плоскости, две нерав-
ые сферы иметь не могут, так как, иначе, через эти четыре точки ока-
ались бы проведенными две разные сферы, что невозможно. 

Две касающиеся внутренним образом сферы имеют одну общую 
асательную плоскость. Она перпендикулярна их линии центров (см. 
ис. 40а). 
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Задача 31. Четыре одинаковых шара радиуса 3  расположены 
так, что каждый из них касается трех остальных. Найти радиус сферы, 
имеющей с данными четырьмя шарами внутреннее касание. 

Решение. □ Рассмотрим правильный тетраэдр , вершинами 
которого яв-
ляются цен-
тры данных 
шаров (см. 
рис. 41). Его 
ребра равны 

ABCD

32 . Пусть 
точка О – 
центр сферы, 
касающейся 
внутренним 

образом дан-
ных шаров, 

R  – ее радиус. Поскольку 3 3R OD OB OC 3= + = + = + =   

3OA= +  (точка касания, центры шара и сферы лежат на одной пря-
мой), то  – также центр сферы, описанной около тетраэдра . 
Пусть 

O ABCD
DP  – высота тетраэдра, DH  – высота его боковой грани , ADC

3 / 2 3DH AD= ⋅ = . BH  – высота грани , ABC 3=BH . Точка P −  
пересечение медиан треугольника , ABC 2 / 3 2,

A
P

O

C

B

D

H

Рис. 41 

BP BH= = 1PH = . 

Из теоремы Пифагора для DHP  2 2 2 2DP DH HP= − = . Так как 
точка О совпадает с центром шара, вписанного в тетраэдр, то – 
биссектриса 

OH
DHB∠ . Следовательно, : :DO OP DH HP 3:1,= =  

3 3
4 2

DO DP= =
2

. Тогда 3
2

23
+=R .   

Замечание. При решении задач следует учитывать, что если три 
шара имеют общую точку, не лежащую в плоскости их центров, то они 
имеют и вторую общую точку, симметричную первой относительно 
этой плоскости, потому что плоскость центров служит общей плоско-
стью симметрии трех шаров. 
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Глава 6. Векторный и координатный методы  
§6.1. Векторный метод 

В первой части пособия («Планиметрия») были введены операции 
сложения векторов и умножения вектора на число. В геометрии векторы 
часто используется для формулировки и доказательства теорем, реше-
ния различных планиметрических и стереометрических задач (напри-
мер, на доказательство параллельности прямых или отрезков, принад-
лежности прямых одной плоскости, определению углов между скрещи-
вающимися прямыми и т. д.).  

Так же, как на плоскости, в пространстве справедливо общее пра-
вило сложения векторов, которое формулируется следующим образом: 

чтобы построить сумму векторов , , нужно к концу 

вектора  приложить начало вектора , затем к концу векто-

ра  приложить начало вектора  и так далее до тех пор, пока 

не дойдем до вектора . Суммой  будет вектор, 

идущий из начала вектора  в конец вектора  (например, см. 

рис. 1 ). 

1a
→

2 , , na
→ →
… a

1a
→

2a
→

2a
→

3a
→

na
→

1 2 na a a
→ → →
+ + +…

1a
→

na
→

1 6 1 2 3 4 5A A a a a a a
→ → → → → →

= + + + +

В частности, если начало первого вектора совпадает с концом по-
следнего, то сумма векторов равна нулевому вектору. 

a1

a1

a5

a4

a3

a2

a2
a3

a4

a5a1 a2 a3 a4 a5

A1

A4

A3

A6

A2

A5

 
Рис. 1 
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Следствием общего правила сложения векторов является правило 
многоугольника: если 1 2, , , nA A A −…  произвольные точки, то  

1 2 2 3 1 1n n nA A A A A A A A
→ → → →

−+ + + =… . 
При совпадении точек  и  сумма равна нулевому вектору. 1A nA
Рассмотрим задачу на применение векторного метода. 
Задача 1 (о средней линии тетраэдра). Пусть в тетраэдре  

точки  и  середины противоположных ребер  и  соответ-
ственно. Отрезок  называется средней линией тетраэдра. Дока-

зать, что: а) 

SABC
K L − AB SC

KL
1 ( )
2

KL AC BS
→ → →

= + ; S

A

B

C
K

L

Рис. 2 

б) 
1 ( )
2

KL AC BS≤ + . 

Доказательство. □ а) Используя 
правило многоугольника, выразим век-

тор  через сумму векторов двумя 

способами:  и 

 (см. рис. 2). Сло-
жив левые и правые части равенств, 
получим:  

KL
→

KL KA AC CL
→ → →

= + +
→

)

KL KB BS SL
→ → → →

= + +

2 ( ) ( ) (KL KA KB CL SL AC BS
→ → → → → → →

= + + + + + . 

Поскольку 0KA KB
→ →
+ =  и 0CL SL

→ →
+ = , то 

1 ( )
2

KL AC BS
→ → →

= + . 

б) 
1 1 1| | | | (| | | |) (
2 2 2

KL KL AC BS AC BS AC BS
→ → → → →

= = + ≤ + = + )

b

.   

Векторы  называются компланарными, если они параллель-
ны одной плоскости. Алгебраически этот факт означает, что какой-
нибудь из них выражается через другие; например,  

→→→
cba ,,

c aα β
→ →
= +

→
, где ,α β ∈ . 
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Задача 2. Докажите, что биссектрисы двух плоских углов трехгран-
ного угла и биссектриса угла, смежного с третьим плоским углом, лежат 
в одной плоскости. 

Решение. □ Отложим на ребрах трехгранного угла  (см. рис. 
3)    и на продолжении ребра  за вершину от точки  

единичные векторы , ,  и 

SABC
,SA ,SB SC SA S

1e
→

2e
→

3e
→

1e
→

−  соответственно. Тогда векторы 

, 1 2SK e e
→ → →

= + 2 3SM e e
→ → →

= +  и 

 в соответствии 
с правилом сложения векторов 
направлены вдоль биссектрис 

 плоских углов 
. Биссектриса 

угла , смежного с углом 
 имеет направление векто-

ра . Но  

, 

т. е. . Следова-
тельно, указанные векторы 
компланарны, а значит и прямые, вдоль которых они направлены, также 
лежат в одной плоскости, что и требовалось доказать.  

3 (SN e e
→ → →

= + − 1)

( )
→

2 )
→

a
→ →

b

, ,SK SM SN
, ,ASB BSC CSD
CSD

ASB

3 1SN e e
→ →

= + −

3 1 2 3 1( ) ( ) (e e e e e e
→ → → → → →
+ − = + − +

SN SM SK
→ →

= −

A

e1

S

C

B

e2

e3

e1

M
K

N
D

 
Рис. 3 

Скалярное произведение векторов 

Скалярное произведение  ненулевых векторов  и  оп-

ределяется формулой   

( , )a b
→ →

( , ) | | | | cos ( , ).a b a b a b
→ → → → → →

= ⋅ ⋅ ∠

Если хотя бы один из векторов равен  то их произведение равно 

 т.е.  

,0
→

0, ( , 0 ) ( 0 , ) 0.a a
→ → → →

= =
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Заметим, что  2( , ) | | .a a a
→ → →

=

Свойства скалярного произведения векторов: 

1) ( ,   2) ( ,) ( , );a b b a
→ → → →

= ) ( , ) ( ,a b c a c b c
→ → → → → → →
+ = +  );

.3)  ( , ) ( , )a b a bλ λ
→ → → →

=

Проекция вектора 

Обозначим через 
b

pr a→

→
 проек-

цию вектора  на вектор  (проек-
ция – это число, равное длине отрезка 

, если векторы  и  образуют 
острый угол, и равное 

a
→

b
→

MN a
→

b
→

MN− , если –  
тупой) (см. рис. 4). 

a

M N bpr   a
b

Рис. 4 

С помощью скалярного произве-
дения векторов можно находить дли-
ны векторов, проекции вектора на 
вектор, углы между векторами.  

 
Справедливы формулы: 

(1) | |      (2) ( , );a a a
→ → →
=

( , ) ;
| |b

a bpr a
b

→

→ →
→

→=       (3) 
( , )cos ( , ) .

| | | |

a ba b
a b

→ →
→ →

→ →∠ =
⋅

 

Задача 3. Пусть | | 2, | | 3, ( , ) 120a b a b
→ → → →

= = ∠ = °

|

. Найти:  

а) | ;  б) 2a b
→ →
+ ( )

a b
pr a b→ →

→ →

−
+ ; 

в) . cos ( ,( ))a a b
→ → →

∠ +

Решение. □ а) ( , ) | | | | cos ( , ) 2 3 ( 0,5) 3a b a b a b
→ → → → → →

= ⋅ ⋅ ∠ = ⋅ ⋅ − = − .  
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Далее, 2| 2 | ( 2 ) ( , ) 4( , ) 4( , ) 2 7a b a b a a a b b b
→ → → → → → → → → →
+ = + = + + = ⋅ ;  

б) 
2 2( , ) | | | | 5( )

19| | ( , ) 2( , ) ( , )
a b

a b a b a bpr a b
a b a a a b b b

→ →

→ → → → → →
→ →

→ → → → → → → →−

+ − −
+ = = = −

− − +

; 

в) 
( , ) 1cos ( ,( ))

2 7| | | |

a a ba a b
a a b

→ → →
→ → →

→ → →
+

∠ + = =
⋅ +

.  

§6.2. Метод координат 
Метод координат в пространстве состоит в следующем. Вводится 

декартова система координат, в которой все точки и векторы простран-
ства однозначно задаются своими координатами; все прямые, плоскости 
и сферы определяются уравнениями. Для вычисления углов между пря-
мыми, плоскостями, прямыми и плоскостями; расстояний между раз-
личными геометрическими объектами (точками, прямыми, плоскостя-
ми) выводятся соответствующие формулы. В итоге геометрическая за-
дача сводится к решению алгебраических уравнений или систем урав-
нений. 

Любой вектор плоскости можно выразить через два неколлинеар-
ных вектора этой плоскости, а любой вектор пространства – через три 
некомпланарных вектора, причем эти выражения единственны. Система 
векторов, через которые однозначно выражаются остальные векторы 
(плоскости, пространства), называется базисом. Базисом в пространстве 
является любая тройка некомпланарных векторов. 

Теорема. Если  некомпланарные векторы простран-

ства, то всякий вектор единственным образом представляется в 

виде , где 

−
→→→
cba ,,

v
→

→→→→
++= czbyaxv , ,x y z −  действительные числа. 

Пусть в пространстве зафиксирована прямоугольная система коор-
динат с началом в точке  и единичными направляющими векторами 

 координатных прямых (см. рис. 5) Тогда каждый вектор  

O

, ,i j k
→ → →

OM
→
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однозначно представим в виде  Числа .OM x i y j z k
→ → → →

= + + zyx ,,  – 
называют координатами вектора 

. Соответственно OM
→

zyx ,,  –  абс-
цисса, ордината и аппликата век-

тора. Обозначают   { ; ; }.OM x y z
→

=
Если вектор задан координатами 

начала ( ; ; )M M MM x y z  и конца 
 то  ( ; ; ),N N NN x y z

{ ; ; }N M N M N MMN x x y y z z
→

= − − − .
M

j
k

i yO

z

x
Рис. 5
a b a b a b a b
→ →
+ = + + + 1 2 3{ ; ; }.k a k a k a k a

→
=

Выражение операций с векторами в координатной форме: 

если   и  действительное число, то 1 2 3{ ; ; },a a a a
→
= 1 2 3{ ; ; }b b b b

→
= k −

1 1 2 2 3 3{ ; ; },   

Условие коллинеарности двух векторов  и 

 имеет вид: 

1 2 3{ ; ; }a a a a
→
=

1 2 3{ ; ; }b b b b
→
=

3

3

2

2

1

1
b
a

b
a

b
a

== . 

Выражение скалярного произведения векторов через их декарто-

вы координаты. Пусть  и  тогда 1 2 3{ ; ; }a a a a
→
= 1 2 3{ ; ; },b b b b

→
=

1 1 2 2 3 3( , ) .a b a b a b a b
→ →

= + +  
Выражение длины вектора через его декартовы координаты. 

Пусть . Тогда 1 2 3{ ; ; }a a a a
→
= 2 2 2

1 2 3| |  ( , ) .a a a a a a
→ → →

= = + +

Задача 4. Пусть )5;1;1(),2;0;1(),3;2;1( −− CBA  – точки про-
странства. Найти: 1) косинус угла B  треугольника ;  ABC

2) площадь этого треугольника;  

3) 
AB

pr AM→

→
, где  – медиана треугольника.  AM
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Решение.  1) 
( , )cos cos ( , )

| | | |

BA BCB BA BC
BA BC

→ →
→ →

→ →∠ = ∠ =
⋅

. Координа-

ты векторов , {1 ( 1);2 0;3 2} {2;2;1}BA
→

= − − − − = {2;1; 7}BC
→

= − . То-

гда ( , ) 2 2 2 1 1 ( 7)BA BC
→ →

1= ⋅ + ⋅ + ⋅ − = − , 2 2 2| | 2 2 1BA
→

3= + + = , 

| | 3BC
→

= 6 . Следовательно, 
( , ) 1 6cos

543 3 6| | | |

BA BCB
BA BC

→ →

→ →
−

∠ = = = −
⋅⋅

.  

2) 2 485sin 1 cos
9 6

B B∠ = − ∠ = .  Тогда  

1 1 485 1| | | | sin 3 3 6 485
2 2 9 6ABCS BA BC B

→ →
= ⋅ ⋅ ⋅ ∠ = ⋅ ⋅ ⋅ =

2
. 

3) ( )1 1( ) { 2; 2; 1} {0; 1; 8}
2 2

AM AB AC
→ → →

= + = − − − + − − =   

{ 1; 1,5; 4,5}= − − − . Тогда 
( , ) 2 3 4,5 1

64 4 1| |AB

AM ABpr AM
AB

→

→ →
→

→
+ +

= =
+ +

9
=

) AB

1 1; )y z 2 2( ; ;

.  

Деление отрезка в данном отношении 

Если точка  делит отрезок , координаты концов 
которого  и 

( ; ;C x y z

1( ;A x 2 )B x y
kCBAC =: ( ; ; )C x y z

z , в заданном отношении 
, то координаты точки  определяются по 

формулам:  1 2
1

x kxx
k

+
=

+
; 1 2

1
y kyy

k
+

=
+

; 1 2
1

z kzz
k

+
=

+
. 

Если точка  делит отрезок  пополам, то  ( ; ; )C x y z AB

2
21 xxx +

= ; 1 2
2

y yy +
= ; 1 2

2
z zz +

= . 
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Уравнения плоскости 
Нормальный вектор плоскости – это любой ненулевой вектор, 

перпендикулярный этой плоскости. 

Пусть  – нор-
мальный вектор плоскости 

{ ; ; }n A B C
→
=

α , 

0 0 0 0( ; ; )M x y z  – фиксированная 
точка плоскости (см. рис. 6). Точ-
ка ( ; ; )M x y z  принадлежит плос-
кости в том и только том случае, 

если 0( , )MM n
→ →

0= . Выражая 
скалярное произведение векторов 
в координатах, получим уравне-

ние плоскости:   (1) 0 0 0( ) ( ) ( )A x x B y y C z z 0− + − + − =  или 
(2)  (общее уравнение плоскости). 0Ax By Cz D+ + + =
Пусть 1α  и 2α  – две плоскости, заданные уравнениями 

 и 1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = . Тогда: 

(а) 1 2 1 2|| ||n nα α
→ →

⇔ ⇔ 1 1

2 2

A B C
A B C

= = 1

2

2

; 

(б) 1α α≡  (плоскости совпадают) ⇔  1 1 1

2 2 2

A B C D
A B C D

= = = 1

2
; 

(в) 1 2 1 2 1 2( , ) 0n n n nα α
→ → → →

⊥ ⇔ ⊥ ⇔ = ⇔ 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = . 

Уравнения прямой в пространстве 

Направляющий вектор прямой  – любой ненулевой вектор , 
коллинеарный (т. е. параллельный) прямой.  

l q
→

Пусть  – на-
правляющий вектор, 

1 2 3{ ; ; }q q q q
→
=

0 0 0 0( ; ; )M x y z  – фиксированная 

M

α

n

M0

Рис. 6 
q
M0 Ml

Рис. 7
 точка прямой , точка l
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( ; ; )M x y z −  произвольная точка прямой (см. рис. 7). Используя усло-

вие коллинеарности векторов 0MM
→

 и , уравнение прямой в про-
странстве можно записать в одном из следующих видов: 

q
→

(1) 0 0

1 2

0

3

x x y y z z
q q q
− − −

= =  (каноническое уравнение прямой); 

(2) 
0 1

0 2

0 3

,
,
,

x x q t
y y q t
z z q t

= +⎧
⎪ = +⎨
⎪ = +⎩

  где t∈  (параметрические уравнения пря-

мой). Число  называется параметром и удовлетворяет уравнению t

0MM t q
→ →

= , где M −  точка прямой. 
Уравнение прямой, проходящей через точки 1 1 1( ; ; )x y z  и 

2 2 2( ; ; )x y z , имеет вид 1 1

2 1 2 1 2 1

1x x y y z z
x x y y z z
− − −

= =
− − −

. 

Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых. 

Пусть  и  две прямые,  и 1l 2l − 1 2 3{ ; ; }q q q q
→
= 1 2 3{ ; ; }p p p p

→
=  – их 

направляющие вектора. Тогда:  
(а)  и  параллельны или совпадают тогда и только тогда, когда 

; иначе  и  пересекаются в точке или скрещиваются; 

1l 2l

||q p
→ →

1l 2l

(б) . 1 2 ( , ) 0l l q p q p
→ → → →

⊥ ⇔ ⊥ ⇔ =

Расстояния и углы 
Расстояние между точками ( ; ; )M M MM x y z  и ( ; ; )N N NN x y z  

выражается формулой 2 2( ) ( ) (M N M N M NMN x x y y z z= − + − + − 2) . 

Расстояние от точки ( ; ; )M M MM x y z  до плоскости α , задан-
ной общим уравнением 0Ax By Cz D+ + + = , может быть вычислено 

по формуле:     
2 2 2

| |( , ) M M MAx By Cz DM
A B C

ρ α + + +
=

+ +
. 
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Расстояние между параллельными плоскостями 1α  и 2α  
( 1 1: 0Ax By Cz Dα + + + =  и 2 : 0Ax By Cz D2α + + + = ) вычисляется 

по формуле: 1 2
1 2 2 2 2

| |( , ) D D

A B C
ρ α α −

=
+ +

. 

Угол между скрещивающимися прямыми. Косинус угла ϕ  
( 0 90ϕ≤ ≤ ° ) между прямыми  и b  определяется по формуле:  a

| ( , ) |cos | cos ( , ) |
| | | |

a ba b
a b

ϕ
→ →

→ →

→ →= ∠ =
⋅

, где  и a
→

b
→

−  векторы, 

коллинеарные прямым  и  (см. рис. 8а и 8б). a b

ϕ B1

B

A

A1

C b

a

a

b

 ϕ180  ϕ B1

B

A

A1

C
b

a

a

b

 
Рис. 8а               Рис. 8б 

Если известны декартовы координаты векторов  и 

, то формула приобретает вид:  

{ }1 2 3; ;a a a a
→

=

{ 1 2 3; ;b b b b
→

= }
1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

| |cos a b a b a b

a a a b b b
ϕ

+ +
=

+ + ⋅ + +
. (*) 

Применим полученную формулу для решения следующей задачи. 
Задача 5. В прямоугольном параллелепипеде 1 1 1 1ABCDA B C D  точ-

ка  центр грани K − 1 1 1 1A B C D , 1,AB =  2,BC =  1 3AA = . Найти угол 
между прямыми 1DB  и .   AK

Решение. □ Введем декартову систему координат с началом в точке 
 и осями, направленными по ребрам параллелепипеда , A AB AD  и 
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1AA  (см. рис. 9). В этой системе координат точки  имеют 

координаты  
1, , ,A K D B

(0;0;0), ( )3;1;0,5 ,  ( )0;2;0  и  соответственно. 

Тогда  для векторов . Найдем модули 

векторов  и 

(3;0;1),

{ }3;1;0,5 ,AK
→

= {1 3; 2;1DB
→

= − }

AK
→

1DB
→

:  

2 2 2 41| | 3 1 (0,5)
2

AK
→

= + + =  и 2 2 2
1| | 3 2 1 1DB

→
= + + = 4 .  

Выразим скалярное произведение векторов через их координаты: 

. 1( , ) 3 3 1 2 0,5 1 7,5DB AK
→ →

= ⋅ − ⋅ + ⋅ =
По формуле (*) косинус угла между прямыми 1DB  и  равен AK

1
1

1

| ( , ) | 7,5 2 15cos ( , )
41 14 574| | | |

DB AKDB AK
DB AK

→ →

→ →
⋅

∠ = = =
⋅⋅

.  

Тогда, искомый угол 1
15( , ) arccos
574

DB AK∠ = .  

Угол между прямой и плоскостью. Пусть в пространстве введена 
декартова система координат, и плоскость α  задана уравнением: 

, тогда вектор нормали плоскости . 

Пусть задан направляющий вектор прямой : . Тогда 

0Ax By Cz D+ + + = { }; ;n A B C
→

=

a { 1 2 3; ;q q q q
→

= }

A

B

D1

B1

A1

D

C1C

Ky

z

x

2

3

1

Рис. 9 
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синус угла ϕ  между прямой и плоскостью определяется формулой (см. 
рис. 10): 

1 2 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3

| || ( , ) |sin | cos ( , ) |
| | | |

A q B q C qn qa
A B C q q qn q

ϕ α
→ →

→ →
⋅ + ⋅ + ⋅

= ∠ = =
+ + ⋅ + +⋅

. (**) 
ϕ B1

α

nα

ϕ90

B

A

A1

ϕ B1

α

nα

ϕ90

B

A

A1

C

C

aa

Рис. 10
Задача 6. В основании пирамиды MABCD  лежит прямоугольник с 
отношением сторон : 1:AB AD 2= . Каждое боковое ребро наклонено к 
плоскости основания под углом, равным . Точка 60° R −  середина реб-
ра MC . Найти угол, который 
образует прямая DR  с плос-
костью MAC .  

A

B

M

C

R

D

y

x

z

O

n
Рис. 11 

Решение. □ Вершина M  
пирамиды MABCD  проекти-
руется в точку пересечения 
диагоналей  прямоугольни-
ка, лежащего в основании (см. 
рис. 11). Введем систему коор-
динат следующим образом. 
Точку  примем за начало 
координат. Оси  и  на-
правим параллельно сторонам 
основания, а ось 

O

O
Ox Oy

Oz −  вдоль 
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высоты пирамиды .  OM
Пусть , тогда AB a= 2AD a= , диагональ основания 5AC a= , 

высота пирамиды 
15tg60

2
aOM OA= ⋅ ° = .  

Точки D  и R  имеют координаты: ; ;0
2
aD a⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

15; ;
2 4 4
a a aR

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Вектор 
3 15; ;

2 4 4
a a aDR

→ ⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,  
7| |

2
aDR

→
= .  

Так как плоскость  перпендикулярна плоскости основания 
(содержит прямую OM ) и содержит прямую , которая в плоскости 

 задается уравнением 

AMC
AC

Oxy 0
2
xy − = , то, соответственно, и уравнение 

плоскости  имеет вид AMC 0
2
xy − = . Тогда ее вектор нормали 

1 ;1;0
2

n
→ ⎧ ⎫= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 и 

5| |n
→

=
2

.  

В соответствии с формулой (**) синус искомого угла ϕ  равен: 
3

| ( , ) | 44 4sin | cos ( , ) |
5 7 3| | | |

2 2

a a
n DRn DR

an DR
ϕ

→ →
→ →

→ →

+
= ∠ = = =

⋅ ⋅
5

, 

т. е. 
4arcsin
35

ϕ = .  
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Угол между плоскостями. Пусть в 
декартовой системе координат плоско-
сти α  и β  (см. рис. 12) заданы 
уравнениями: 

α : ,  1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + =
β : . 2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + =
Вектора нормалей плоскостей имеют 

координаты  и 

. Тогда угол 

{ }1C

}

1 1; ;n A Bα

→
=

{ 2 2 2; ;n A B Cβ

→
= ϕ  между 

плоскостями α  и β  (см. рис. 13) определяется формулой: 

ϕ
A

a

b

c
α

β

Рис. 12 

1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

| ( , ) | | |cos ( , )
| | | |

n n A A B B C C

A B C A B Cn n

α β

α β

α β

→ →

→ →
⋅ + ⋅ + ⋅

∠ = =
+ + ⋅ + +⋅

.  (***) 

Задача 7. В основании пирамиды MABCD  лежит прямоугольник с 
отношением сторон : 1:AB AD 2= . Каждое боковое ребро наклонено к 
плоскости основания под углом, равным . Точка 60° R −  середина реб-
ра MC . Найти угол между плоскостями MAC  и .  ADR

ϕ
A

α

β
ϕ

nαnβ

ϕ
A

α

β
ϕ

nα

nβ  
Рис. 13 

Решение. □ Введем систему координат так же, как в задаче 6 (см. 

рис. 14). OM =
15

2
a

. Выразим координаты точек: ; ;0
2
aA a⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 
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; ;0
2
aD a⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

15; ;
2 4 4
a a aR

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟  и векторов , { }2 ;0;0AD a
→

=

3 3 15; ;
2 4 4
a a aAR

→ ⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.  

A

B

M

C

R

D

y

x

z

O

n1

n2

Q

Рис. 14 

Вектор нормали плоскости 

MAC  1
1 ;1;0
2

n
→ ⎧ ⎫= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
 и 

1
5| |

2
n
→

= . Найдем вектор нор-

мали  плоскости . 

Пусть . Из условий 

 и  получаем 
систему уравнений  

2n
→

ADR

2 ; ;n p q
→

=

R

{ }r

2n AD
→ →

⊥ 2n A
→ →

⊥

2

2

( , ) 0,

( , ) 0

n AD

n AR

→ →

→ →

⎧
=⎪

⎨
⎪ =⎩

 или в координатах 
2 0 0 0,

3 3 15 0.
2 4 4

p a q r

a a ap q r

⋅ + ⋅ + ⋅ =⎧
⎪
⎨

⋅ + ⋅ + ⋅ =⎪⎩

 

Откуда 
15 ,
3

q r p= − ⋅ = 0 . Пусть 1r = , тогда 2
150; ;1
3

n
→ ⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
 и 

2
24| |
3

n
→

= . 

В соответствии с формулой (***) косинус искомого угла ϕ  равен: 

1 2

1 150 1 0 1
2 3 2cos cos ( , )

25 24
2 3

n nϕ
→ →

− ⋅ − ⋅ + ⋅

= ∠ = =
⋅

. 

Откуда / 4ϕ π= .  
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Уравнение сферы 

В декартовой системе координат сфера радиуса R  с центром в на-
чале координат задается уравнением 

2 2 2 2x y z R+ + = . 
Уравнение сферы радиуса R  с центром в точке 0 0 0 0( ; ; )M x y z  име-

ет вид   
2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( ) 2x x y y z z− + − + − = R . 

Задача 8. Найти уравнение сферы, проходящей через точки 
, ,  и (0 . (0;0;0) ( ;0;0)a (0; ;0)b ;0; )c

Решение. □ Пусть точка 0 0 0 0( ; ; )M x y z −  центр сферы, а R −  ра-
диус. Тогда уравнение сферы имеет вид  

2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( ) 2x x y y z z− + − + − = R

,

,

.

. 
Координаты данных точек должны удовлетворять этому уравнению, 

поэтому, подставляя их в него, получим систему уравнений: 

2 2 2 2
0 0 0

2 22 2
0 0 0

2 22 2
0 0 0

2 2 2 2
0 0 0

,

( )

( )

( )

x y z R

a x y z R

x b y z R

x y c z R

⎧ + + =
⎪
⎪ − + + =⎪
⎨

+ − + =⎪
⎪

+ + − =⎪⎩

 

Вычитая почленно первое уравнение из остальных, получим равен-
ства:  22

0 0( ) 0,a x x− − = 22
0 0( ) 0b y y− − = 0 и 22

0 0( )c z z− − = . 

Отсюда следует: 0 2
ax = , 0 2

by =  и 0 2
cz = .  

Тогда 
2 2

2

4
a b cR

2+ +
=  и искомое уравнение имеет вид: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 4
a b c a bx y z c+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  
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Задача 9. Докажите, что линия пересечения двух сфер есть окруж-
ность. 

Доказательство. □ Введем декартову систему координат, приняв 
прямую, соединяющую центры сфер радиусов 1R  и 2R , за ось x . Пусть 
точка 1( ;0;0)O a −  центр первой сферы, а точка 2 ( ;0;0)O b −  центр 
второй сферы. Уравнениями сфер будут:  

2 2 2 2
1

2 2 2 2
2

( ) , (1

( ) . (2

x a y z R

x b y z R

− + + =

− + + =

)

)

2

 

Точками пересечения сфер являются только те точки, координаты 
которых удовлетворяют одновременно уравнениям (1) и (2). Следова-
тельно, они удовлетворяют и уравнению, которое получается почлен-
ным вычитанием одного из другого уравнений (1) и (2), т. е. уравнению 

2 2 2 2
1 22( ) . (3)b a x R R a b− = − − +  

Уравнение (3) является уравнением плоскости, параллельной плоскости 
. Значит, точки пересечения данных сфер лежат в плоскости и пе-

ресечение сфер совпадает с пересечением их плоскостью. А пересече-
ние сферы плоскостью – это окружность.  

Oyz

Задача 10. Сфера 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c R− + − + − =  проходит че-
рез начало координат. Докажите, что уравнение касательной плоскости 
к сфере в начале координат имеет вид . 0ax by cz+ + =

Доказательство. □ Касательная плоскость к сфере проходит через 

начало координат и перпендикулярна вектору , где точка 
 центр сферы. Следовательно, уравнение касательной плос-

кости  имеет вид 

1 { ; ; }OO a b c
→

=

1( ; ; )O a b c −
0ax by cz+ + = .  
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Глава 7. Задачи по определению наибольших и 
наименьших значений 

В решении стереометрических задачах на определение экстремаль-
ных значений искомых величин, также как и в планиметрических зада-
чах, можно выделить два подхода – геометрический и аналитический (с 
использованием средств дифференциального исчисления). В практике 
вступительных экзаменов наиболее часто используется последний. Рас-
смотрим несколько примеров на его применение. 

Задача 1. Из всех правильных треугольных призм, вписанных в по-
лусферу радиуса R  так, что плоскость основания призм совпадает с 
плоскостью, ограничивающей полусферу, выбрана призма наибольшего 
объема. Найти площадь полной поверхности этой призмы. 

Решение. □ Пусть  – 
правильная призма. Нижнее основание 

1 1ABCA B 1C

ABC  лежит на плоскости, ограничи-
вающей полусферу. Верхнее основание 

1 1 1A B C  вписано в окружность, полу-
ченную пересечением полусферы плос-
костью, проходящей через точки 

1 1 1, ,A B C , лежащие на полусфере. 
Пусть  – центр полусферы,  – 

центр окружности, в которую вписано верхнее основание призмы. Тогда 
отрезок  – радиус этой окружности, OO  – высота призмы,  – 
радиус полусферы. 

O 1O

1 1O A 1 1OA

O

O1

C1

C

A1 B1

B
A

 
Рис. 1 

Положим 1 1O A x= . Из треугольника  находим 1 1OO A
2 2

1OO R x= − . Длина стороны правильного треугольника 1 1 1A B C , 

выраженная через радиус описанной окружности, равна 3x , а его 

площадь равна 
23 3

4
x

. Тогда объем призмы 1 1 1ABCA B C  равен 

2 23 3( )
4

2x R xV x ⋅ −
=  или 2 4 63 3( )

4
V x R x x= ⋅ − . В силу ус-

ловия задачи (0, )x R∈ . Найдем наибольшее значение функции  ( )V x
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на отрезке [0, ]R . Функция  принимает наибольшее значение при 

наибольшем значении функции 

( )V x
2 4 6( )f x R x x= − . Найдем критические 

точки функции  2 4 6( )f x R x x= − : 

( )2 4 6 2 3 5( ) 4 6f x R x x R x x′′ = − = − . 

( ) 0f x′ =  при 0x =  и 
2
3

x R= ± . Точка 
2
3

x R= −  не принадлежит 

отрезку [0, ]R . Так как производная функции ( )f x  при переходе через 

2
3

x R=  меняет знак с «плюса» на «минус», то наибольшее значение 

функции, а значит и объема призмы, будет при 
2
3

x R= . Следователь-

но, сторона основания призмы с наибольшим объемом равна 2R , а 

высота – 
3

R
. В этом случае 

1 1. 2 3пов ABC BB A AS S S= + =
2

23 3 22 3 2 3(1
4 3 3

R 2)R R
⎛ ⎞

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Задача 2. Найти наибольший объем конуса, образующая которого 
имеет данную длину l . 

Решение. □ Объем конуса выражается через радиус основания  и 

высоту 

R

H  формулой HRV 2

3
1π= . Радиус основания, образующая и 

высота конуса связаны соотношением  Тогда .222 HlR −=

HHlHV )(
3
1)( 22 −= π . 
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Функция  определена (по смыслу задачи) при ( )V H [ ]lH ;0∈ . 

22

3
1)( HlHV ππ −=′ . Критические точки функции определяются из 

уравнения ( ) 0V H′ =  или 2 21 0
3

l Hπ π− = . Корень этого уравнения, 

принадлежащий отрезку [ ]0; l , есть 
3
lH = . 

Сравнивая значения ,0)()0( == lVV  
39

2
3

3llV π
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
, получаем, 

что наибольшее значение объема равно 
39

2 3lπ
.  
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Задачи для самостоятельного 
решения   

K3

 

A

B
D1

C1B1

A1

C

D

M

K1

N

P
K2

M1

P1

N1
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§1. Прямые и плоскости в пространстве 
Принадлежность прямой плоскости 

1.1. Докажите, что через любую прямую в пространстве можно про-
вести:  а) плоскость;    б) провести бесчисленное множество плоскостей. 

1.2. Точки  не лежат в одной плоскости. Докажите, что 
не имеют общих точек  прямые:     а)  и ;       б)  и 

DCBA ,,,
AB CD AС BD . 

в) Могут ли какие-нибудь три из четырех точек, не лежащих в од-
ной плоскости, принадлежать одной прямой? 

1.3. Докажите, что в одной плоскости лежат все прямые, которые   
а) проходят через данную точку и пересекают данную прямую; 
б) пересекают две данные параллельные прямые; 
в) параллельны прямой  и пересекают прямую , где  и b a a b −  
пересекающиеся прямые; 
г) параллельны данной плоскости и проходят через данную точку; 
д) перпендикулярны данной прямой и проведены к ней через дан-
ную ее точку.  
1.4. а) Докажите, что три отрезка, соединяющие середины несмеж-

ных сторон пространственного четырехугольника и середины его диа-
гоналей, пересекаются в одной точке и делятся в ней пополам.  

б) Пусть точки  не лежат в одной плоскости, точки DCBA ,,, K  и 
M  – середины отрезков  и  соответственно. Докажите, что не 
пересекаются прямые:  1)  и 

AB BC
AC DK ;   2) BD  и ;   3)  и .  KM AD KM

1.5. а) Точки , , ,E M F P −  середины соответственно ребер  
 и  пирамиды . Докажите, что отрезки 

,AD
,AB DC CB ABCD EP  и MF  

пересекаются и точкой пересечения делятся пополам.  
б) В параллелепипеде  точки 1 1 1 1ABCDA B C D , , ,E F P M −  середи-

ны отрезков  и  соответственно. Докажите, что от-
резки 

1 1 1, ,A D D C CD 1A D
EP  и MF  пересекаются и точкой пересечения делятся пополам.  

1.6. Докажите, что если в пространстве: 
а) три прямые таковы, что любые две из них пересекаются, то или 

все они проходят через общую точку, или  –  лежат в одной плоскости; 
б)  прямых таковы, что каждые две из них пересекаются, то или 

все они проходят через одну точку, или все лежат в одной плоскости. 
n

1.7. а) Даны плоскость α  и лежащая в ней прямая . Постройте 
точку , принадлежащую 

a
A α , но не принадлежащую .  a
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б) Даны две пересекающиеся плоскости. Постройте точку, не при-
надлежащую ни на одной из них.  

1.8. Даны две плоскости, пересекающиеся по прямой , и прямая 
, которая лежит в одной из этих плоскостей и пересекает другую. До-

кажите, что прямые  и  пересекаются. 

a
b

a b
1.9. Докажите, что какова бы ни была  
а) плоскость, существует пересекающая ее (в одной точке) прямая; 
б) плоскость, существует пересекающая ее другая плоскость; 
в) прямая (в пространстве), существует пересекающая ее (в одной 
точке) плоскость. 
г) прямая, существует не лежащая с ней в одной плоскости другая 
прямая. 
1.10. Некоторая фигура в пространстве обладает тем свойством, что 

любые четыре ее точки лежат в одной плоскости. Докажите, что эта фи-
гура целиком лежит в плоскости. 

1.11. Докажите, что любая плоскость разбивает пространство на две 
области, причем отрезок, соединяющий две точки одной области, не 
пересекает данную плоскость; разных областей – пересекает. 

1.12. Определите число частей, на которые разбивают пространство 
плоскости граней:  а) куба;   б) тетраэдра. 
Параллельность прямых, прямой и плоскости, плоскостей 

1.13. а) Докажите, что две различные прямые, параллельные треть-
ей, параллельны друг другу; 

б) Докажите, что линия пересечения двух различных пересекаю-
щихся плоскостей, содержащих параллельные прямые, параллельна 
этим прямым. 

1.14. В пространстве даны два треугольника с соответственно па-
раллельными сторонами. Что можно сказать о прямых, соединяющих 
соответственные вершины этих треугольников? 

1.15. Докажите признак параллельности: 
а) прямой и плоскости; б) двух плоскостей. 
1.16. Даны две непересекающиеся плоскости. Докажите, что прямая, 

пересекающая одну из этих плоскостей, пересекает и другую. 
1.17. Докажите, что  
а) проекцией прямой на плоскость является прямая или точка;  
б) проекции двух параллельных прямых на одну и ту же плоскость 

(не перпендикулярную им) также параллельны (или совпадают). 
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1.18. Докажите следующие свойства параллельных плоскостей: 
а) две плоскости, параллельные третьей, параллельны друг другу 
или совпадают;  
б) если две параллельные плоскости пересечь третьей плоскостью, 
то линии пересечения будут параллельны; 
в) через любую точку вне плоскости можно провести единственную 
плоскость, параллельную данной плоскости; 
г) отрезки, заключенные между двумя параллельными плоскостями, 
равны. 
1.19. а) Точки  являются вершинами параллелограмма, ни 

одна из сторон которого не пересекает плоскость 
, , ,A B C D

α . Точки  
удалены от плоскости 

, ,A B C
α  на расстояние 4, 5 и 8 см соответственно. Най-

дите расстояние от вершины D  до плоскости α . 
б) Вершины  параллелограмма  отстоят от плоско-

сти на расстояния, равные соответственно  и . Найдите расстоя-
ние от вершины 

CBA ,, ABCD
ba, c

D  до этой плоскости.  
1.20. Докажите, что расстояние от центра треугольника до некото-

рой плоскости равно среднему арифметическому расстояний от его 
вершин до этой плоскости. 

Скрещивающиеся прямые 
1.21. Докажите, что  

а) любые две скрещивающиеся пря-
мые можно заключить в параллельные 
плоскости; 
б) для любой прямой существует 

скрещивающаяся с ней прямая. 
1.22. На рисунке 1 baB ∩= , 

,P a∈  , прямая  лежит в 
плоскости 

Q b∈ 1AB
α , точки ,P Q α∉ . Каково 

взаимное положение прямых  и 
, где 

PQ

1AA 1A b α= ∩ ? Ответ обоснуй-
те.  

1.23. а) Даны две скрещивающие-
ся прямые  и . Постройте плоскость, не пересекающую каждую из 
них. 

a b

α

b
a

Q

P

B1

B

A1

A
c

    
Рис. 1 
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б) Даны две скрещивающиеся прямые  и точка ba, M  вне этих 
прямых. Постройте прямую, скрещивающуюся с прямыми  и , и 
проходящую через точку 

a b
M .  

1.24. а) Даны две скрещивающиеся прямые и некоторая точка M . 
Всегда ли существует прямая, проходящая через точку M  и пересе-
кающая эти прямые?  

б) Даны две скрещивающиеся прямые. Что представляет собой гео-
метрическое место середин отрезков с концами на этих прямых?  

Перпендикулярность прямой и плоскости, плоскостей 
1.25. Докажите признак перпендикулярности прямой и плоскости. 
1.26. Докажите, что любые два перпендикуляра к данной плоскости 

параллельны друг другу (или совпадают). 
1.27. Докажите, что  
а) из всякой точки вне плоскости можно опустить на эту плоскость 

перпендикуляр, причем этот перпендикуляр определяется единствен-
ным образом. Опишите способ построения этого перпендикуляра. 

б) из любой точки плоскости можно восставить к этой плоскости 
перпендикуляр и этот перпендикуляр единственный. Опишите способ 
построения этого перпендикуляра. 

в) для любых двух скрещивающихся прямых a  и b  найдутся точки 
 такие, что отрезок  перпендикулярен прямым  и , 

причем точки  и 
bBaA ∈∈ , AB a b

A B  определяются единственным образом. 
г) длина отрезка  (см. пункт в) равна расстоянию между парал-

лельными плоскостями, содержащими прямые  и b . 
AB

a
1.28. Докажите, что любые две плоскости, перпендикулярные одной 

прямой, параллельны друг другу (или совпадают). 
1.29. Докажите теорему о трех перпендикулярах и обратную к ней. 
1.30. Докажите признак перпендикулярности двух плоскостей. 
1.31. а) Докажите, что если плоскости α  и β  перпендикулярны 

плоскости γ , то линия пересечения α  и β  также перпендикулярна γ . 
б) Точки , , ,M N P Q  расположены в пространстве так, ,MN PQ⊥  

MP NP⊥ . Докажите, что MQ NP⊥ .  
в) Плоскости α  и β  перпендикулярны, точка M α∈ , прямая 

MN β⊥ . Докажите, что MN α⊂ . 
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1.32. Докажите, что  
а) параллельные прямые составляют с одной и той же плоскостью 
равные углы; 
б) угол между плоскостями равен углу между прямыми, перпенди-
кулярными этим плоскостям; 
в) если прямая образует равные углы с тремя попарно непараллель-
ными прямыми, лежащими в плоскости, то она перпендикулярна 
этой плоскости.  
1.33. Докажите, что диагональ куба перпендикулярна любой скре-

щивающейся с ней диагонали боковой грани.  
1.34. Докажите, что диагональ  куба  перпен-

дикулярна каждой из плоскостей 
1AC 1 1 1 1ABCDA B C D

1BA D  и 1 1B D C .  
1.35. Докажите, что плоскости, проходящие через вершину пра-

вильной четырехугольной пирамиды и диагонали ее основания взаимно 
перпендикулярны. 

1.36. Докажите, что любое боковое ребро правильной четырех-
угольной пирамиды перпендикулярно не пересекающейся с ним диаго-
нали основания. 

1.37. Докажите, что точка, одинаково удаленная от вершин: 
а) прямоугольника, не являющегося квадратом, неодинаково удале-

на от его сторон; 
б) правильного многоугольника, одинаково удалена и от его сторон. 

1.38. Через данную точку проведите плоскость, перпендикулярную: 
а) данной плоскости и параллельную данной прямой. 
б) каждой из двух данных плоскостей. 
1.39. Через одну из сторон ромба на расстоянии 8 см от противоле-

жащей стороны проведена плоскость. Ортогональные проекции сторон 
ромба на эту плоскость равны 10 см и 6 см. Найдите проекции диагона-
лей ромба на эту плоскость при условии, что отношение их проекций 
равно 4. 

1.40. Докажите, что сумма квадратов длин ортогональных проекций 
ребер единичного куба на плоскость не зависит от их взаимного распо-
ложения и равна 8.  
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§2. Углы между прямыми в пространстве, прямой и 
плоскостью, между плоскостями 
Угол между прямыми в пространстве 

2.1. а) Найдите величину угла, образованного двумя диагоналями 
смежных граней куба, выходящими из одной вершины.  

б) Найдите величины углов между диагональю куба и его ребрами.  
в) Найдите угол между диагональю куба и пересекающейся с ней 

диагональю боковой грани.  
2.2. а) Найдите угол между диагональю куба и скрещивающейся с 

ней диагональю боковой грани.  
б) На ребре  куба  взята точка AD 1 1 1 1ABCDA B C D M −  середина 

этого ребра. Найдите угол между прямыми  и 1A C BM .  

2.3. а) Отрезки двух прямых, заключенные между двумя параллель-
ными плоскостями, относятся как 2:3, а углы, которые они составляют с 
плоскостями – как . Найдите эти углы.  2 :1

б) Отношение длин двух отрезков, заключенные между двумя па-
раллельными плоскостями, равно  ( ), а величины углов, которые 
каждый из них составляет с одной из плоскостей, относятся как 3:2. 
Найдите величины этих углов и допустимые значения .  

k 1k >

k

2.4. Прямая образует с тремя попарно перпендикулярными прямыми 
углы ,α  β  и γ . Докажите, что  

2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + = . 
2.5. В пространстве даны точки  , , ,A B C D , причем aAB = , 

BC b= ,  ,CD c= ,DA d=  °=∠=∠ 90BCDABC . Найдите угол ме-
жду скрещивающимися прямыми  и .  AB CD

2.6. В кубе  найдите угол между прямыми  и 1 1 1 1ABCDA B C D AN
DM , где точки M  и N  лежат на ребрах  и  соответственно 
так, что: 

1CC 1DD

а) точка M −  середина ребра , а 1CC 1: 1DN ND : 2= ;  
б) 1 1: :CM MC DN ND 1: 2= = .  
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Угол между прямой и плоскостью 
2.7. а) Определите величину угла, образуемого с плоскостью α  ги-

потенузой равнобедренного прямоугольного треугольника, один катет 
которого лежит на плоскости α , а другой катет образует с α  угол .  °45

б) Через гипотенузу равнобедренного прямоугольного треугольника 
проведена плоскость под углом ϕ  к плоскости треугольника. Вычисли-
те угол между этой плоскостью и катетами треугольника.  

2.8. а) Плоскость проходит через сторону квадрата и составляет 
угол α  с плоскостью квадрата. Определите, какой угол эта плоскость 
составляет с диагональю квадрата.  

б) Два одинаковых квадрата имеют общую сторону, плоскости 
квадратов составляют угол α . Найдите угол между их диагоналями, 
имеющими общую вершину.  

2.9. а) Через гипотенузу прямоугольного треугольника проведена 
плоскость под углом α  к его плоскости, составляющая с одним из кате-
тов угол β . Вычислите угол между этой плоскостью и другим катетом.  

б) Угол между плоскостью квадрата  и некоторой плоско-
стью 

ABCD
γ  равен α , а угол между стороной  и той же плоскостью ра-

вен 
AB

β . Найдите угол между стороной  и плоскостью AD γ .  
2.10. В прямоугольнике длины сторон равны 1 и 2. Меньшая из его 

сторон лежит в плоскости α , а его диагональ образует с плоскостью α  
угол, величина которого равна ϕ . Найдите величину угла между плос-
костью прямоугольника и плоскостью α .  

2.11. Через диагональ ромба проведена плоскость, отличная от плос-
кости ромба. Докажите, что угол между этой плоскостью и прямой, на 
которой лежит сторона ромба, не зависит от выбора стороны.  

2.12. Углы между диагональю прямоугольного параллелепипеда и 
его гранями, пересекающимися в одной вершине, равны ,α β  и γ . До-

кажите, что si 2 2 2n sin sin 1α β γ+ + = . 
2.13. а) Прямая  лежит в одной из граней двугранного угла вели-

чиной 
l

α  и составляет угол β  с его ребром. Какой угол составляет 
прямая  с другой гранью?  l

б) Прямая  образует углы l α  и β  с двумя взаимно перпендику-
лярными плоскостями. Найдите величину угла между прямой  и лини-
ей пересечения этих плоскостей.  

l
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2.14. Прямоугольный треугольник повернут вокруг биссектрисы 
прямого угла на угол . На какой угол повернулись его катеты?  45°

2.15. а) Три луча с общей вершиной составляют попарно углы вели-
чиной α . Найдите угол между одним из лучей и плоскостью, проходя-
щей через два других луча.  

б) На плоскости γ  дан угол BAC  величиной α . Луч  состав-
ляет с лучами  и  равные углы величиной 

AS
AB AC β . Найдите угол ме-

жду лучом  и плоскостью AS γ .  

Угол между плоскостями  
2.16. Катеты прямоугольного треугольника принадлежат граням 

двугранного угла и образуют с его ребром острые углы α  и β . Найди-
те косинус двугранного угла.  

2.17. а) Все ребра пирамиды  равны между собой. Точки  
и  середины ребер  и 

SABC K
L − AB BC . Найдите угол между плоскостями 

 и .  ABS KSL
б) Все ребра пирамиды  с вершиной  равны между собой. 

Найдите угол между плоскостями  и , где точка 
SABCD S

SBM SCD M −  сере-
дина ребра CD .  

в) В правильной пирамиде  с вершиной  боковое реб-
ро в 2 раза больше стороны основания. Найдите угол между плоскостя-
ми  и .  

SABCDEF S

SAF SFD
2.18. а) В правильной призме  все боковые 

грани – квадраты. Найти угол между плоскостями  и . 
1 1 1 1 1 1ABCDEFA B C D E F

1 1AA F 1 1A B C
б) Все ребра правильной призмы  равны между собой. 

Найдите угол между плоскостями  и 
1 1 1ABCA B C

1AB C 1 1BB C .  
2.19. а) В основании пирамиды  лежит ромб с острым уг-

лом 
SABCD

α  при вершине . Грани  и  перпендикулярны плоско-
сти основания, а угол  равен 

A SAB SAD
SCA β . Найдите величину угла наклона 

грани  к плоскости основания.  SBC
б) В основании пирамиды  лежит равносторонний треуголь-

ник . Грани  и  перпендикулярны плоскости основания, 
а угол  равен 

SABC
ABC SAB SAC

SCA β . Найдите величину угла наклона грани  к 
плоскости основания.  

SBC
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§3. Расстояние между объектами в пространстве 
Расстояние между точками, от точки до прямой или 

плоскости 
3.1. Отрезок длины  имеет концы на двух взаимно перпендику-

лярных плоскостях и составляет с одной из них угол в 45°, а с другой – 
угол в 30°. Определите длину части линии пересечения плоскостей, за-
ключенную между перпендикулярами, опущенными на нее из концов 
данного отрезка.  

a

3.2. а) Дан равнобедренный треугольник с основанием 6 и боковой 
стороной 5. Из центра вписанного круга восстановлен перпендикуляр к 
плоскости треугольника длиной 2. Найдите расстояние от конца этого 
перпендикуляра до сторон треугольника.  

б) Боковые грани пирамиды наклонены к плоскости основания под 
углом . В основании лежит треугольник со сторонами 7, 9, 12. Най-
дите расстояние от вершины пирамиды до плоскости основания. 

60°

3.3. а) В равнобедренном треугольнике основание равно 2, высота 
опущенная к основанию – 3. точка, равноудаленная от всех вершин тре-

угольника, удалена от плоскости на 
5 5

6
. Найдите расстояние от этой 

точки до вершин треугольника.  
б) Отрезки, соединяющие вершины треугольника со сторонами 7, 8, 

9 с точкой, не лежащей в плоскости треугольника, составляют с плоско-
стью треугольника угол . Найдите расстояние от точки до плоско-
сти треугольника.  

60°

3.4. а) Точка M , лежащая вне плоскости данного прямого углы, 
удалена от вершины угла на расстояние , а от его сторон на расстоя-
ние . Найдите расстояние от точки 

a
b M  до плоскости угла.  
б) Дан угол , равный . Точка  удалена от вершины  на 

25, а от сторон  и  на 7 и на 20 соответственно. Найдите рас-
стояние от точки  до плоскости угла.  

BAC °60 S A
AB AC
S

3.5. Дан двугранный угол величиной α . В гранях проведены два 
перпендикуляра к ребру длины  и  соответственно. Расстояние ме-
жду основаниями перпендикуляров равно . Найдите расстояние меж-
ду другими концами перпендикуляров.  

a b
c
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3.6. Круг радиуса R  и равносторонний треугольник со стороной 
3R  лежат во взаимно перпендикулярных плоскостях. Одна из сторон 

треугольника лежит в плоскости круга. Отрезок, соединяющий центры 
круга и треугольника, образует с их плоскостями углы, равные . 
Найдите длину части стороны треугольника, лежащей внутри круга.  

30°

3.7. Прямоугольные проекции плоского четырехугольника на две 
взаимно перпендикулярные плоскости являются квадратами со сторо-
нами длины 2. Найдите периметр четырехугольника, зная, что длина 
одной из его сторон равна 5 .  

Расстояние между скрещивающимися прямыми 
3.8. а) В правильной призме 1 1 1ABCA B C  найдите расстояние между 

прямыми BC  и , где точка AM M −  середина ребра 1 1B C , 4 3AB =  
и .  1 8AA =

б) В правильной призме  найдите расстоя-
ние между прямыми  и 

1 1 11 1 1ABCDEFA B C D E F
AC 1BE , если , а 2AB = 1 3AA = .  

3.9. а) В правильной пирамиде  с вершиной  стороны ос-
нования равны 2, а боковые ребра 5. Найдите расстояние между прямы-
ми  и 

SABCD S

AC BM , где M −  середина ребра .  SD
б) Через центр основания правильной пирамиды  с вершиной 

 параллельно ребру  проведена прямая . Найдите расстояние 
между прямыми  и , если 

SABC
S BC a

AS a 6AS = , 3AB = .  
в) На ребре прямого двугранного угла, образованного плоскостями 

α  и β , взяты точки M  и N  ( MN a= ). В плоскостях α  и β  к ребру 
двугранного угла проведены перпендикуляры MP  и NQ  длиной . 
Найдите расстояние между ребром двугранного угла и прямой .  

a
PQ

3.10. Угол между плоскостями квадратов  и  с 
общей стороной  длиной  равен 

11DABC 22 DABC
AB a α . Найдите расстояние между 

скрещивающимися прямыми  и .  2AC 1BD
3.11. В кубе , ребро которого равно , найдите 

расстояние между прямыми  и 
1 1 1 1ABCDA B C D a

AC 1B M , где 1M DD∈  и 
.  1DM k D M= ⋅
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3.12. В правильной четырехугольной призме , сто-
рона основания которой равна , а высота , найдите расстояние меж-
ду прямыми  и 

1 1 1 1ABCDA B C D
a h

AC 1B M , где 1M DD∈  и 1DM k D M= ⋅ .  
3.13. В правильной треугольной пирамиде, сторона основания кото-

рой равна , а боковое ребро l , найдите расстояние между: a
а) боковым ребром и не пересекающейся с ним стороной основания;  
б) апофемой и не пересекающейся с ним стороной основания.  

3.14. а) Основанием пирамиды  служит правильный тре-
угольник  со стороной . Ребро  равно  и перпендикулярно 
плоскости основания. Найдите расстояние между прямыми  и .  

SABC
ABC a SA b

AC SB
б) Сторона основания и боковое ребро правильной треугольной пи-

рамиды равны соответственно  и . Найдите расстояние между 
скрещивающимися ребрами пирамиды.  

a b

3.15. В правильной четырехугольной пирамиде , сторона 
основания которой равна , а боковое ребро , найдите расстояние 
между: 

SABCD
a l

а) боковым ребром и не пересекающейся с ним диагональю основа-
ния; 

б) апофемой и не пересекающейся с ней стороной основания; 
в) боковым ребром и не пересекающейся с ним стороной основания. 
3.16. а) В правильной четырехугольной пирамиде, сторона основа-

ния которой равна , а боковое ребро , найдите расстояние между 
апофемой и диагональю основания.  

a l

б) В правильной пирамиде  (  вершина) SABCD S aAB = , bSA = , 
M  и  – середины ребер  и . Найдите расстояние между пря-
мыми  и .  

N SC SD
SA MN

3.17. В основании четырехугольной пирамиды, боковые ребра кото-
рой равны, лежит прямоугольник со сторонами  и . Высота пирами-
ды равна . Найдите расстояние между боковым ребром и не пересе-
кающейся с ним диагональю основания.  

a b
h

3.18. В правильном тетраэдре, ребра которого равны , найдите 
расстояние между непересекающимися высотами любых двух граней.  

a

3.19. В правильной шестиугольной пирамиде, сторона основания 
которой равна , а боковое ребро , найдите расстояние между: a l
  а) боковым ребром и не пересекающейся с ним стороной основания; 
  б) боковым ребром и не пересекающейся с ним диагональю основания.  
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3.20. В прямоугольном параллелепипеде  1111 DCBABCDA bAA =1 , 
. Найдите расстояние между прямыми  и , где сAD = 11BA AM M  – 

центр грани .  DDСС 11
3.21. В правильной треугольной призме высотой  со стороной ос-

нования  найдите расстояние между диагональю боковой грани и не 
пересекающейся с ней стороной основания.  

h
a

3.22. Все боковые грани призмы  являются квадратами 
со стороной . Точки 

111 CBABCA
a M , , N P ,  – середины отрезков , , 

,  соответственно. Найдите расстояние между прямыми  и 
.  

Q AB AC
BC CA1 MN

11CA
3.23. В правильной шестиугольной призме , 

высотой  и стороной основания , найдите расстояние между пря-
мыми:  

1 1 1 1 1 1ABCDEFA B C D E F
h a

а)  и ; б)  и 1AA 1D E AF 1BE ; 
в) 1BE  и DF ; г)  и . 1 1A F 1C E
3.24. Даны две скрещивающиеся прямые  и . Докажите, что рас-

стояние от точки 
a b

M  на прямой  до прямой  увеличивается при уве-
личении расстояния от точки 

a b
M  до точки пересечения прямой  и 

общего перпендикуляра данных прямых. 
a

3.25. а) На прямой  в пространстве последовательно расположены 
точки  и  такие, что 

l
BA, C 10=AB , 22=BC . Найдите расстояние 

между прямыми  и , если расстояния от точек  и C  до прямой 
 равны 12, 13 и 20 соответственно.   

l m ,A B
m

б) На прямой p  в пространстве последовательно расположены точ-
ки  и C  такие, что BA, 27AB = , 18BC = . Найдите расстояние между 
прямыми p  и , если расстояния от точек  и  до прямой  
равны 17, 10 и 8 соответственно.  

q ,A B C q
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§4. Построения в пространстве 
Построение точки пересечения прямой и плоскости 

4.1. Постройте точку пересечения прямой  с плоскостью грани 
, где 

MN
DDCC 11 M  и  –  точки соответственно на ребрах , : N 1AA 1BB

а) призмы ; б) призмы .  11111 EDCBABCDEA 1 1 1 1 1 1ABCDEFA B C D E F
4.2. На ребре  параллелепипеда  взята точка BC 1111 DCBABCDA

M . Постройте точку пересечения прямой  с плоскостью: MA1

а) ; б) . 1 1AB C CAB1
4.3. На ребре  пирамиды  с вершиной  взята точка SA SABCDE S

M . Постройте точку пересечения: а) прямой MD  с плоскостью ; 
б) прямой  с плоскостью 

SBE
SC MED . 

4.4. На ребре  призмы  взята точка CD 1 1 1 1 1ABCDEA B C D E M . По-
стройте точку пересечения прямой с плоскостью:  MA1

а) ; б) . 1 1AB C CAB1

Построение прямой пересечения плоскостей 
4.5. В кубе  постройте линию пересечения плоско-

стей:   а)  и 
1 1 1 1ABCDA B C D

1 1AA C 1 1B D C ;      б)  и 1 1AA C 1 1B D D ;     в)  и . 1 1AA C 1ADC
4.6. В  параллелепипеде : 1111 DCBABCDA
а) на ребре  взята точка 1CC M . Постройте линию пересечения 

плоскостей  и . MDA1 1 1AB C
б) на ребрах  и  взяты соответственно точки 1CC AB M  и N . По-

стройте линию пересечения плоскостей  и .  MDA1 1CNB
в) на гранях  и  взяты соответственно точки 1 1AA BB ABCD M  и 

N . Постройте линию пересечения плоскостей  и . 1DMC 1 1D NB
4.7. В пирамиде  с вершиной  взяты точки SABCD S M  и : N
а) на ребрах  соответственно. Постройте линию пересечения 

плоскостей  и . 
SCSA,

MCD NAB
б) на гранях  соответственно. Постройте линию пересе-

чения плоскостей  и . 
,SAB SBC

MCD NAB
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Построения на изображениях 
4.8. Нарисуйте параллельную проекцию равностороннего треуголь-

ника, а в нем изобразите проекцию средней линии, радиуса описанной 
окружности и радиуса вписанной окружности исходного треугольника. 

4.9. Нарисуйте параллельную проекцию прямоугольника, а в нем 
изобразите проекции осей симметрии исходного прямоугольника. 

4.10. Нарисуйте параллельную проекцию равнобедренной трапеции, 
у которой одно основание в два раза больше другого, а в ней изобразите 
проекцию оси симметрии исходной трапеции. 

4.11. Нарисуйте параллельную проекцию квадрата, а в нем изобра-
зите проекции радиуса описанной и радиуса вписанной окружности ис-
ходного квадрата. 

4.12. Нарисуйте параллельную проекцию квадрата, вписанного в 
правильный треугольник. 

4.13. Дан эллипс, являющийся параллельной проекцией некоторой 
окружности. Нарисуйте проекции:   

а) центра окружности;    
б) касательной к ней в некоторой ее точке (проекция точки дана на 

эллипсе);    
в) вписанного в нее равностороннего треугольника (указана проек-

ция одной из вершин);    
г) описанного около нее равностороннего треугольника (указана 

точка вне эллипса, являющаяся проекцией одной из вершин);   
д) вписанного в нее квадрата (указана проекция одной из вершин);   
е) описанного около нее квадрата (указана точка вне эллипса, яв-

ляющаяся проекцией одной из вершин). 
4.14. На данном изображении круга постройте изображение: 
а) сектора с углом 15 ;  б) сегмента с дугой 150 . ° °
4.15. На данном изображении окружности постройте изображение 

ромба с углом 60 , описанного около этой окружности. °
4.16. Постройте общий перпендикуляр: 
а) диагонали куба и не пересекающей ее диагонали грани этого ку-

ба;  
б) непересекающихся диагоналей граней куба. 
4.17. Какую фигуру образует множество оснований перпендикуля-

ров, проведенных из точки , не принадлежащей плоскости A α , ко всем 
прямым, лежащим в плоскости α  и проходящим через данную точку 
M ?  
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Построение плоских сечений многогранников 
4.18. Какие правильные многоугольники могут получаться при пе-

ресечении куба плоскостью?  
4.19. При каком условии в сечении тетраэдра плоскостью получит-

ся:  а)  параллелограмм; б) ромб?  
4.20. Дана пирамида  (SABCD −S вершина). На ребрах 

 соответственно взяты точки . Постройте сечение 
пирамиды плоскостью . Рассмотрите три случая: 

SCSBSA ,, PNM , ,
MNP

1)  не параллельна ,  не параллельна ; MN AB NP BC
2) ,  не параллельна ; ABMN || NP BC
3) , . ABMN || BCNP ||
4.21. Дана пирамида  (SABCD −S вершина). Постройте сечение 

пирамиды плоскостью , если: MNP
а) , SAM ∈ SBN ∈ , CDP∈ ;      б) SAM ∈ , SCN ∈ , BDP∈ ;  
в) ABM ∈ , ADN ∈ , SCP∈ . 
4.22. Дана призма . Постройте сечение призмы плоско-

стью , если:  
111 CBABCA

MNP
а) , 11BAM ∈ ACN ∈ , 1CCP∈ ;    
б) , 11CAM ∈ 11CBN ∈ , ABM ∈ . 
4.23. Постройте сечение куба  плоскостью , 

если:  
1111 DCBABCDA MNP

а) 1M AA∈ , 1 1N A B∈ , P CD∈ ;    б) , 1AAM ∈ 1CCN ∈ , BDP∈ ; 
в) 1M AA∈ , 1 1N B C∈ , P CD∈ ;    г) , 11BAM ∈ 1CCN ∈ , ADP∈ ; 
д) , 1ABM ∈ 1DDN ∈ , 1CCP∈ . 

4.24. Постройте сечение пирамиды  (SABCDEF −S вершина): 
а) плоскостью, проходящей через точки SAM ∈ , EDN ∈ , 

. SCP∈
б) плоскостью, проходящей через точки SAM ∈ , SDN ∈ , 
EFP∈ . 

4.25. Постройте сечение призмы  плоскостью, 
проходящей через точки 

1D111 CBABCDA

1AAM ∈ , 1CCN ∈ 11DAP∈, . 
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4.26. Дан параллелепипед . Постройте сечение па-
раллелепипеда плоскостью , если:  

1111 DCBABCDA
MNP

а) , 1ABM ∈ 1DDN ∈ , 1CCP∈ ; 
б) ,  и 1AAM ∈ N P  центры граней  и ;  1111 DCBA DDCC 11

в) , 1AAM ∈ 1CCN ∈ , BDP∈ ; 
г) , 11BAM ∈ 1CCN ∈ , ADP∈ . 
4.27. Постройте сечение пирамиды  плоскостью , если 

точки  лежат на гранях , , . 
ABCD MNP

PNM ,, ABC ACD BCD
4.28. Дана пирамида  с вершиной . Постройте сечение 

пирамиды  плоскостью, проходящей через точки 
SABCD S

ABCD M ,  и па-
раллельной прямой , если:            а) 

N
m SAM ∈ , SCN ∈ , BDm = ;   

б) , SAM ∈ SDN ∈ , SCm = ;      в) ABM ∈ , ADN ∈ , SCm = . 
4.29. На ребрах  пирамиды  с вершиной  взяты 

точки 
SBSA, SABCDE S

M  и . Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей 
через точки 

N
M ,  и параллельной прямой . N SD

4.30. На ребрах  призмы  взяты точки ACCB ,11 111 CBABCA M  и 
. Постройте сечение призмы плоскостью, проходящей через точки 

 и параллельной прямой . 
N

NM , 1AB
4.31. Постройте сечение параллелепипеда  плоско-

стью, проходящей через точки 
1111 DCBABCDA

11BAM ∈ , 1CCN ∈  параллельно диа-
гонали . DB1

4.32. На ребре  пирамиды  с вершиной  взята точка SA SABCD S
M . Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точку 
M  и параллельной прямым BD  и . SC

4.33. Дана пирамида  с вершиной  и точка SABCDE S M  на ребре 
. Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точ-

ку 
SD

M  параллельно грани . ASB
4.34. На ребре  параллелепипеда  взята точка 11DA 1111 DCBABCDA

M , а на грани  точка . Постройте сечение параллелепипеда 
плоскостью, проходящей через вершину 

DDCC 11 N
B  параллельно плоскости 

. AMN
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4.35. На ребре  куба  взята точка 1AA 1111 DCBABCDA M . Построй-
те основание перпендикуляра, опущенного из точки M  на плоскость 

. CAB1
4.36. а) Дана правильная пирамида  с вершиной  и точки SABCD S

M ,  на ребрах , . Постройте сечение пирамиды плоскостью, 
проходящей через точки 

N AB AD
M  и  перпендикулярно плоскости основа-

ния. 
N

б) Дана правильная пирамида  с вершиной  и точки SABC S M , 
 на ребрах . Постройте сечение пирамиды плоскостью, про-

ходящей через точки 
N BCSA,

M  и  перпендикулярно грани , если из-
вестно, что боковые ребра пирамиды равны ребрам основания. 

N SBC

Задачи на построения в пространстве 

4.37. а) Постройте прямую, проходящую через точку M  и пересе-
кающую каждую из двух данных скрещивающихся прямых  и .  a b

б) Постройте прямую, пересекающую каждую из трех данных по-
парно скрещивающихся прямых ,  и .  a b c

4.38. Постройте: а) четыре попарно скрещивающиеся прямые;  
б)  попарно скрещивающихся прямых.  n
4.39. Постройте плоскость, пересекающую каждую из четырех дан-

ных попарно скрещивающихся прямых , ,  и .  a b c d
4.40. а) Постройте плоскость, пересекающую данный тетраэдр та-

ким образом, что в сечении получается параллелограмм.  
б) Даны четыре попарно скрещивающиеся прямые. Постройте плос-

кость так, чтобы точки ее пересечения с прямыми были вершинами па-
раллелограмма.  

4.41. В пространстве даны две пересекающиеся прямые ,  и две 
не принадлежащие им точки  и 

a b
A B . Проведите через точки  и A B  

плоскость, пересекающую прямые  и  в точках  и a b C D  так, чтобы 
точки  и , ,A B C D  принадлежали одной окружности.  

4.42. Даны две перпендикулярные скрещивающиеся прямые. По-
стройте правильный тетраэдр так, чтобы две его вершины принадлежа-
ли одной прямой, а две другие – второй прямой.  

4.43. Даны три попарно скрещивающиеся прямые, не параллельные 
одной плоскости. Постройте параллелепипед, три ребра которого лежа-
ли бы на данных прямых.  
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§5. Геометрические места в пространстве 
5.1. Что собой представляет геометрическое место точек равноуда-

ленных от:  а) двух данных точек;          б) от трех данных точек; 
в) двух параллельных прямых;      г) двух пересекающихся прямых;  
д) двух пересекающихся плоскостей? 
5.2. Что собой представляет геометрическое место точек простран-

ства, равноотстоящих от всех:  а) сторон треугольника; 
б) вершин равнобедренной трапеции.  
5.3. Даны две параллельные плоскости. Найдите геометрическое ме-

сто середин отрезков с концами на этих плоскостях.  
5.4. Найдите геометрическое место точек, равноудаленных от трех 

пересекающихся плоскостей , ,α β γ . Исследуйте решение.  
5.5. а) Найдите геометрическое место середин отрезков, концы ко-

торых лежат на двух данных скрещивающихся прямых  и , а также 
точек, делящих эти отрезки в данном отношении . 

a b
:m n

б) Найдите геометрическое место середин отрезков данной длины а, 
концы которых лежат на двух перпендикулярных скрещивающихся 
прямых. 

5.6. Найдите геометрическое место точек, сумма расстояний кото-
рых до двух данных параллельных плоскостей α  и β , расстояние ме-
жду которыми равно , равна d a −  длине данного отрезка. Исследуйте 
решение.  

5.7. Внутри двугранного угла найдите геометрическое место точек: 
а) разность расстояний от которых до граней равна ; a
б) сумма расстояний от которых до граней постоянна и равна . d
5.8. а) Доказать, что геометрическое место точек пространства, для 

которых разность квадратов расстояний до двух данных точек, взятых в 
определенном порядке, постоянна, есть плоскость. 

б) Найдите геометрическое место точек плоскости, для которых 
сумма квадратов расстояний до двух данных точек, удаленных от плос-
кости на расстояния  и , постоянна и равна ? Исследуйте реше-
ние. 

m n k

5.9. Даны плоскость α  и точки  и A B  вне α . Найдите на плоско-
сти α  геометрическое место точек X , таких, что прямые  и AX BX  
одинаково наклонены к плоскости α .  

5.10. Найдите геометрическое место прямых, проходящих через 
точку  и одинаково наклоненных к граням двугранного угла.  A
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5.11. Найдите геометрическое место прямых, проходящих через 
данную точку  и удаленных на расстояние  от данной прямой . A d a

5.12. Найдите геометрическое место прямых, проходящих через 
точку  и составляющих равные углы с скрещивающимися прямыми 

 и b .  
O

a
5.13. Найдите геометрическое место точек: 

   а) пространства, из которых данный отрезок виден под прямым углом; 
   б) данной плоскости α , из которых данный отрезок  виден под 
прямым углом.  

AB

5.14. Дана сфера. Найдите геометрическое место центров сфер, впи-
санных в тетраэдры, вписанные в эту сферу.  

5.15. В пространстве дана точка . Найдите геометрическое место 
проекций  на всевозможные плоскости, проходящие через прямую , 
не содержащую точку .  

A
A l

A
5.16. В пространстве дана точка  и две прямые. Найдите геомет-

рическое место точек 
O

M , для которых сумма длин проекций отрезка 
 на данные прямые есть величина постоянная.  OM

5.17. Найдите геометрическое место середин общих касательных к 
двум заданным сферам.  

5.18. Прямые  и  касаются сферы. Пусть точки 1l 2l M  и N −  точки 
на   и  соответственно, такие, что отрезок 1l 2l MN  тоже касается сфе-
ры. Найдите геометрическое место точек касания всевозможных отрез-
ков MN  со сферой.  

5.19. В пространстве дан треугольник . На прямой, перпенди-
кулярной плоскости  и проходящей через точку  берется произ-
вольная точка 

ABC
ABC A

D . Найдите геометрическое место точек пересечения 
высот треугольника .  DBC

5.20. В пространстве дан треугольник . Найдите геометриче-

ское место точек 

ABC
M  пространства таких, что 2 2 2MA MB MC+ = .  

5.21. Найдите геометрическое место точек, равноудаленных от трех 
попарно пересекающихся плоскостей, не проходящих через одну пря-
мую и перпендикулярных некоторой данной плоскости α .  

5.22. Даны две скрещивающиеся прямые и точка  на одной из 
них. Через прямые проведены перпендикулярные плоскости. Найдите 
геометрическое место проекций точки  на прямые пересечения этих 
плоскостей.  

A

A
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5.23. Дана прямая  и точка , ей не принадлежащая. Через точку 
 проведена прямая , скрещивающаяся с . Пусть точки 

l A
A 1l l 1M l∈  и 
N l∈  таковы, что общий перпендикуляр к прямым  и . Найдите 
геометрическое место всевозможных точек 

1l l
M .  

5.24. На плоскости α  дан остроугольный треугольник . Най-
дите геометрическое место проекций на плоскость 

ABC
α  таких точек M , 

что все треугольники  и ,ABM AMC MBC −  остроугольные.  
5.25. Найдите геометрическое место центров сфер, касающихся 

двух данных пересекающихся прямых.  
5.26. Дан трехгранный угол, все плоские углы которого прямые. 

Найдите геометрическое место центров окружностей данного радиуса 
R , касающихся всех граней этого угла.  

5.27. Дан плоский выпуклый четырехугольник , не являю-
щийся трапецией. Найдите геометрическое место таких точек 

ABCD
M , что 

боковую поверхность пирамиды MABCD  можно пересечь плоскостью 
и в сечении получится прямоугольник. 

5.28. Дан плоский выпуклый четырехугольник , не являю-
щийся трапецией. Пусть  и 

ABCD
P Q −  точки пересечения продолжений 

противоположных сторон. Известно, что ни одна из диагоналей  
не параллельна . Найдите геометрическое место таких точек 

ABCD
PQ M , 

что боковую поверхность пирамиды MABCD  можно пересечь плоско-
стью и в сечении получится ромб.  

5.29. Дан прямой круговой конус. Сфера с центром в точке  ле-
жит внутри конуса, касаясь его основания и боковой поверхности. Най-
дите геометрическое место таких точек .  

O

O
5.30. Для данной сферы найдите геометрическое место центров 

сфер: 
а) вписанных в конусы, вписанные в данную сферу;  
б) описанных около конусов, описанных около данной сферы.  
5.31. Дан трехгранный угол с прямыми плоскими углами и верши-

ной O . Точки  и  лежат на различных ребрах этого угла, причем 
ни одна из них не совпадает с точкой . Найдите геометрическое место 
точек: 

,A B C
O

а) пересечения высот всевозможных треугольников ;  ABC
б) пересечения биссектрис всевозможных треугольников .  ABC
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§6. Призма 
Куб и прямоугольный параллелепипед 

6.1. а) Вычислите длину диагонали прямоугольного параллелепипе-
да, если известно, что площади его граней равны 6, 12, 18.  

б) Вычислите длину диагонали прямоугольного параллелепипеда, 
если известно, что площади кругов, описанных вокруг его граней, рав-
ны 22π , 35π , 41π .  

в) Найдите площадь полной поверхности прямоугольного паралле-
лепипеда, если известно, что периметры его граней равны 10, 12, 14.  

6.2. а) Найдите длину диагонали прямоугольного параллелепипеда, 
если известно, что длины диагоналей трех его граней равны 5, 39 , 

34 .  
б) Докажите, что квадрат длины диагонали прямоугольного парал-

лелепипеда равен 2 2 2
1 2 3

1 ( )
2

d d d+ + , где 1 2 3, ,d d d −  длины диагоналей 

граней, имеющих общую вершину. 
6.3. Ребро куба равно . Найдите площадь сечения куба, являюще-

гося правильным шестиугольником.  
a

6.4. Найдите угол между двумя диагональными плоскостями куба, 
проходящими через смежные стороны основания.  

6.5. Расстояние между непересекающимися диагоналями двух смеж-
ных боковых граней куба равно . Найдите его объем.  d

6.6. Через вершины куба проведены плоскости, перпендикулярные 
диагонали. Найдите отрезки, на которые эти плоскости разбивают диа-
гональ, если ребро куба равно 1.  

6.7. Ребро куба  равно . На ребрах , , 

 соответственно взяты точки  так, что 

1111 DCBABCDA a 1AA 1BB

1CC PNM ,, ,
3
aAM =  

2 ,
3
aBN =  

2
aCP = . Определите, в каком отношении:  

а) плоскость  делит ребро ;  MNP 1DD
б) плоскость  делит объем куба.  MNP
в) Найдите площадь сечения куба плоскостью .  MNP
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6.8. Непересекающиеся диагонали двух смежных боковых граней 
прямоугольного параллелепипеда наклонены к плоскости его основания 
под углами α  и β . Найдите угол между этими диагоналями.  

6.9. Сечение плоскостью прямоугольного параллелепипеда с квад-
ратным основанием есть ромб с острым углом α . Определите, под ка-
ким углом пересекает эта плоскость боковые ребра параллелепипеда?  

6.10. Сторона основания правильной четырехугольной призмы рав-
на , высота призмы равна . Найдите расстояние между стороной 
основания и скрещивающейся с ней диагональю призмы.  

a b

6.11. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна  и обра-
зует с плоскостью основания угол 

m
α . Найдите площадь боковой по-

верхности параллелепипеда, если площадь его основания равна .  S
6.12. а) Ребро куба  равно . Через точки 1111 DCBABCDA a M  и N , 

лежащие соответственно на ребрах 1BB  и , такие, что 1DD 3
4
aBM =  и 

4
aDN = , параллельно прямой  проведена плоскость. Найдите пло-

щадь сечения куба этой плоскостью.  

AC

б) Ребро куба  равно . Через точки 1111 DCBABCDA a M  и N , яв-
ляющиеся серединами ребер  и  соответственно, параллельно 

прямой 

1AA 1CC

DK , где точка  лежит на ребре K 1BB  и 
3
aBK = , проведена 

плоскость. Найдите площадь сечения куба этой плоскостью.  
6.13. Найдите площадь сечения куба  с ребром, 

равным , плоскостью, проходящей через вершину  и середины ре-
бер  и .  

1111 DCBABCDA
a A
11CB 11CD

6.14. В прямоугольном параллелепипеде  
, 

1111 DCBABCDA
aBCAB == )(1 abbBB >= . Через вершину  перпендикулярно 

диагонали  проведена плоскость. Найдите площадь сечения парал-
лелепипеда этой плоскостью.  

A

1BD
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Призма 
6.15. а) Докажите, что число ребер любой призмы кратно трем.  
б) Определите число диагоналей -угольной призмы.  n
6.16. Основанием прямого параллелепипеда служит ромб, а площа-

ди диагональных сечений равны  и . Определите площадь боковой 
поверхности параллелепипеда.  

P Q

6.17. а) Все боковые грани правильной шестиугольной призмы – 
квадраты. Найдите объем призмы, если ее наибольшая диагональ равна 

. d
б) Каждое ребро правильной шестиугольной призмы равно . Най-

дите площадь сечения, проходящего через сторону основания и боль-
шую диагональ призмы.  

a

6.18. Боковые грани правильной треугольной призмы являются 
квадратами. Найдите угол между скрещивающимися диагоналями двух 
боковых граней призмы.  

6.19. а) Найдите площадь боковой поверхности правильной тре-
угольной призмы высотой , если прямая, соединяющая центр верхне-
го основания с серединой стороны нижнего основания, наклонена к 
плоскости основания под углом 

h

α .  
б) Основанием прямой призмы служит ромб с острым углом α  и 

меньшей диагональю, равной . Определите объем призмы, если ее 
большая диагональ образует с плоскостью основания угол 

d
β .  

6.20. а) Основание призмы – правильный треугольник, длина сторо-
ны которого равна 4. Одна из боковых граней, перпендикулярная плос-
кости основания, – ромб, длина диагонали которого равна 6. Найдите 
объем призмы.  

б) В основании прямой призмы лежит равносторонний треугольник. 
Плоскость, проходящая через одну из сторон нижнего основания и про-
тивоположную вершину верхнего, наклонена к плоскости нижнего ос-
нования под углом ϕ . Площадь сечения призмы этой плоскостью равна 

. Найдите объем призмы.  Q
6.21. Стороны основания прямого параллелепипеда равны  и , 

угол между ними 
a b

α . Найдите площадь сечения параллелепипеда плос-
костью, пересекающей все ее боковые ребра и образующей с плоско-
стью основания угол β .  
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6.22. Докажите, что сумма квадратов площадей диагональных сече-
ний параллелепипеда равна сумме квадратов площадей всех его боко-
вых граней.  

6.23. а) В призме проведено сечение, перпендикулярное боковому 
ребру. Пусть P⊥ −  периметр перпендикулярного сечения, S⊥ −  его 
площадь, а  длина бокового ребра. Докажите, что для объема и пло-
щади боковой поверхности призмы справедливы формулы: 

b −
,V S b⊥= ⋅  

. бок.S P⊥= ⋅b
б) Двугранный угол при боковом ребре наклонного параллелепипе-

да равен . Расстояния от этого ребра до двух соседних ребер равны 
5 и 4. Боковое ребро равно 6. Найдите объем параллелепипеда.  

°30

в) Двугранный угол при боковом ребре наклонного параллелепипе-
да равен α , расстояния от этого ребра до двух соседних ребер равны  
и . Боковое ребро равно . Найдите объем параллелепипеда.  

a
b c

6.24. а) Боковые ребра наклонной треугольной призмы  
равны 6 см. Сечение плоскостью, пересекающей все боковые ребра 
призмы и перпендикулярной им, представляет собой треугольник, сто-
роны которого относятся как 9:10:17. Определите площадь боковой по-
верхности этой призмы, если известно, что объем пирамиды  
равен 288 см

1 1 1ABCA B C

1A ABC
3.  

б) Боковые ребра наклонной треугольной призмы  рав-
ны 6 см. Определите площадь боковой поверхности этой призмы, если 
известно, что объем пирамиды  равен 

1 1 1ABCA B C

1A ABC 36 3  см3, а сечение 
плоскостью, пересекающей все боковые ребра призмы и перпендику-
лярной им, представляет собой прямоугольный треугольник один из 
углов, которого равен 30 .  °

в) Боковые ребра наклонной четырехугольной призмы 
 равны 5 см, а сечение плоскостью, пересекающей все 

боковые ребра призмы и перпендикулярной им, представляет собой 
ромб с острым углом . Определите площадь боковой поверхности 
этой призмы, если объем пирамиды  равен 160 см

1 1 1 1ABCDA B C D

30°
1A ABCD 3.  

6.25. В параллелепипеде длины трех ребер, выходящих из одной 
вершины равны ,  и . Ребра  и  взаимно перпендикулярны, а a b c a b
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ребро  образует с каждым из них угол c α . Найдите объем параллеле-
пипеда.  

6.26. Основание параллелепипеда – квадрат со стороной , а все 
боковые грани – ромбы. Одна из вершин верхнего основания одинаково 
удалена от всех вершин нижнего основания. Найдите объем 
параллелепипеда.  

b

6.27. а) Найдите объем параллелепипеда, если все его грани ромбы 
со стороной a  и острым углом .  60°

б) Найдите объем параллелепипеда, если все его грани ромбы, дли-
ны сторон которых равны , а острые углы равны a α .  

6.28. Найдите объем треугольной призмы, если площадь одной из ее 
боковых граней равна , а расстояние от этой грани до противополож-
ного бокового ребра равно 

S
H .  

6.29. На диагоналях  и 1AB 1BC  граней параллелепипеда 
 взяты точки 1111 DCBABCDA M  и N  так, что отрезки MN  и  

параллельны. Найдите отношение длин этих отрезков.  
1A C

6.30. Вычислите объем наклонного параллелепипеда, если длины 
его ребер, выходящих из одной вершины, равны   и , а плоские 
углы при этой вершине – 

,a b c
,α  β  и γ .  

6.31. а) На боковом ребре CC′  правильной шестиугольной призмы 
, сторона основания которой равна 2, а высота 

10, взята точка 
ABCDEFA B C D E F′ ′ ′ ′ ′ ′

M . Через точку M  проведены две взаимно перпенди-
кулярные плоскости, каждая из которых перпендикулярна плоскости 

. Кроме того, одна из проведенных плоскостей проходит через 
точку 
CC F′

F , а другая – через точку F ′ . Найдите площади сечений призмы 
проведенными плоскостями.  

б) На боковом ребре BB′  правильной шестиугольной призмы 
, сторона основания которой равна 2, а высота ABCDEFA B C D E F′ ′ ′ ′ ′ ′

4 2− , взята точка M , не принадлежащая ни одному из оснований. 
Через точку M  проведены две взаимно перпендикулярные плоскости, 
каждая из которых перпендикулярна плоскости BB E′ . Кроме того, одна 
из проведенных плоскостей проходит через центр симметрии верхнего 
основания, а другая – через точку E . Найдите площади сечений приз-
мы проведенными плоскостями.  
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§7. Пирамида 

Правильная пирамида 
7.1. Плоские углы при вершине правильной пирамиды равны α . 

Найдите угол между смежными боковыми гранями пирамиды при усло-
вии, что пирамида:  а) треугольная;  б) четырехугольная.  

7.2. Докажите, что в правильной треугольной пирамиде скрещи-
вающиеся ребра перпендикулярны. Найдите расстояние между скрещи-
вающимися ребрами правильного тетраэдра с ребром .  a

7.3. а) В правильную четырехугольную пирамиду с высотой 6 и сто-
роной основания 3 вписан куб так, что четыре его вершины лежат на 
основании, а остальные на боковых ребрах. Определите площадь по-
верхности куба.  

б) В правильную четырехугольную пирамиду вписан куб объема 8 
так, что четыре его вершины лежат на основании, а другие четыре на 
боковых ребрах. Сторона основания равна 3. Определите высоту пира-
миды.  

7.4. Сторона основания правильной пирамиды равна , высота рав-
на . Найдите расстояние от вершины основания до противоположной 
ей боковой грани при условии, что пирамида: 

a
h

а) треугольная;  б) четырехугольная.  
7.5. Все ребра правильной пирамиды равны . Найдите высоту и 

объем пирамиды при условии, что она: 
a

а) треугольная;  б) четырехугольная. 
7.6. Найдите плоский угол при вершине правильной четырехуголь-

ной пирамиды, если известно, что он равен углу между боковым ребром 
и плоскостью основания.  

7.7. Докажите, что если все двугранные углы треугольной пирамиды 
равны между собой, то все ее ребра также равны между собой. 

7.8. Найдите объем правильной -угольной пирамиды со стороной 
 и боковым ребром b .  

n
a

7.9. Найдите соотношения между углами правильной -угольной 
пирамиды (см. §4.3 стр. 81):    а) 

n
α  и β ;       б) α  и γ ;          в) α  и ϕ ;  

          г) β  и γ ;        д) β  и ϕ ;         е) γ  и ϕ . 
7.10. Найдите объем правильной -угольной пирамиды, если из-

вестны (см. §4.3 стр. 81): 
n

          а)  и a α ;  б) a  и β ;  в) a  и γ ;  г)  и a ϕ .  
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7.11. Вычислите площадь боковой поверхности правильной -
угольной пирамиды, если известны (см. §4.3 стр. 81): 

n

а)  и a β ;        б)  и a γ ;        в)  и a α ;  г)  и a ϕ .  
7.12. Площадь боковой поверхности правильной треугольной пира-

миды в  раз больше площади ее основания. Найдите плоский угол при 
вершине пирамиды.  

k

7.13. В правильной треугольной пирамиде расстояния от центра ос-
нования до плоскости боковой грани и до бокового ребра равны соот-
ветственно p  и q . Найдите объем пирамиды.  

7.14. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна , а 
угол между смежными боковыми гранями равен 

h
ϕ . Найдите площадь 

боковой поверхности пирамиды.  
7.15. а) В правильной четырехугольной пирамиде через две сосед-

ние вершины основания и середины двух противоположных боковых 
ребер проведена плоскость. Определите, в каком отношении эта плос-
кость делит высоту пирамиды.  

б) В правильной треугольной пирамиде проведено сечение через се-
редины двух сторон основания перпендикулярно плоскости основания. 
Определите, в каком отношении эта плоскость делит объем пирамиды.  

7.16. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 
равна , боковое ребро . Через середины двух смежных сторон 
основания проведено сечение параллельно пересекающему их боковому 
ребру. Найдите площадь сечения.  

a b

Произвольная пирамида 
7.16. Докажите утверждения:  
а) если боковые ребра пирамиды равны между собой, то около мно-

гоугольника, лежащего в основании, можно описать окружность и вер-
шина пирамиды проектируется в ее центр; 

б) если боковые грани пирамиды наклонены к плоскости основания 
под одним углом, то в многоугольник, лежащий в основании, можно 
вписать окружность и вершина пирамиды проектируется в центр этой 
окружности. 

7.17. а) В основании пирамиды лежит треугольник со сторонами 7, 
8, 9. Боковые ребра пирамиды наклонены  к плоскости основания под 
углом . Найдите высоту пирамиды.  60°

б) Найдите объем пирамиды, в основании которой лежит треуголь-
ник со сторонами 3, 4, 5 и все ее боковые ребра равны 5. 
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7.18. а) Основанием пирамиды служит треугольник, стороны кото-
рого равны 12, 10 и 10. Каждая боковая грань наклонена к основанию 
под углом . Найдите объем пирамиды.  45°

б) Боковые грани пирамиды наклонены  к плоскости основания под 
углом . В основании пирамиды лежит треугольник со сторонами 8, 
9, 11. Найдите объем пирамиды.  

60°

7.19. а) В пирамиде  с основанием  на ребрах  
 или на их продолжениях взяты соответственно точки  

так, что 

SABC ABC , ,SA SB
SC 111 ,, CBA

1 1 1: 2, : 1,5, : 0SA SA SB SB SC SC ,5= = = . Найдите площадь 
боковой поверхности пирамиды , если площади боковых гра-
ней   пирамиды  равны соответственно 3, 4 и 5.  

111 CBSA
,SAB ,SBC SAC SABC

б) В пирамиде  с основанием  на ребрах  
или на их продолжениях взяты точки  соответственно так, 

что 

SABC ABC SCSBSA ,,

111 ,, CBA

4
3,

4
1,4

111
===

SC
SC

SB
SB

SA
SA

. Найдите площадь боковой поверх-

ности пирамиды , если площади боковых граней пирамиды 
  равны соответственно 4, 5 и 6.  

SABC
111 CBSA 111111 ,, CSACSBBSA

7.20. а) Определите, как изменится объем пирамиды , если 
ребро  изменить в k ,  в , а  в  раз соответственно?  

SABC
SA SB m SC n

     б) Докажите, что плоскость, проходящая через середины противопо-
ложных ребер тетраэдра, делит его на два равновеликих многогранника. 

7.21. Все плоские углы при вершине D  тетраэдра  прямые. 
В тетраэдр вписан куб так, что одна из его вершин совпадает с верши-
ной 

ABCD

D  тетраэдра, а противоположная ей вершина принадлежит грани 
. Вычислите длину ребра куба, если ABC DA a= , DB b=  и DC c= .  

7.22. а) Основанием пирамиды  служит параллелограмм. На 
боковых ребрах  и  взяты точки  и  такие, что 

 и 

SABCD
SB SC K L

: 4SK KB = :1 SL LC= . Плоскость  пересекает ребро  в 
точке 

AKL SD
M . Найдите отношение .  :SM MD

б) Основанием пирамиды  служит параллелограмм. Через 
вершину  проведена плоскость, пересекающая ребро  в точке , 
а ребра  и  в точках  и 

SABCD
A SC L
SB SD K M , таких, что : 2SK KB =  и 

. Найдите отношение .  : 1SM MD = : 2 :SL LC
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7.23. Боковые ребра треугольной пирамиды попарно перпендику-
лярны и равны соответственно  

а) , b , c . Найдите площадь полной поверхности пирамиды.  a
б) 70 , 99  и 126  см. Найдите площадь основания пирамиды. 
7.24. Найдите объем треугольной пирамиды, если ее: 
а) боковые ребра попарно перпендикулярны и равны , b , ; a c
б) боковые ребра попарно перпендикулярны, а площади ее боковых 

граней равны ,  и ;  1S 2S 3S
в) боковые грани взаимно перпендикулярны и их площади равны 

,  и .  2a 2b 2c
7.25. В пирамиде  SABC °=∠ 60ACB , 1,AC =  2,BC =  3SC = , 

ребро  перпендикулярно плоскости . Найдите расстояние от 
точки С  до плоскости .  

SC ABC
ASB

7.26. В основании пирамиды , длины всех боковых ребер 
которой равны 3, лежит прямоугольник .  Точка 

SABCD
ABCD M −  середина 

ребра . Через прямую AS BM  параллельно диагонали  проведена 
плоскость. Найдите величину угла между этой плоскостью и плоско-
стью , если 

AC

SAC 4=AB , 2=BC .  
7.27. Основанием пирамиды служит ромб со стороной 4 и углом 
. Вершина пирамиды проектируется в центр основания. Найдите 

площадь боковой поверхности пирамиды, если высота ее равна 
°30

3 .  
7.28. а) Две плоскости, параллельные плоскости основания пирами-

ды, делят ее высоту на 3 равные части, а саму пирамиду на три части 
так, что объем средней из них равен 84. Найдите объем пирамиды.  

б) Площадь основания пирамиды равна 54, объем равен 108. Опре-
делите, на каком расстоянии от плоскости основания надо провести па-
раллельную ей плоскость, чтобы площадь сечения пирамиды этой плос-
костью равнялась 24?  

7.29. а) Найдите объем выпуклого многогранника с вершинами в се-
рединах ребер куба, если длина ребра куба равна .  a

б) Дан куб  с ребром . Точки 1111 DCBABCDA a M  и  середины 

ребер  и , точка 

N

AB AD P  лежит на ребре , причем 11BA
31
aPA = . В 

каком отношении плоскость  делит объем куба?  MNP
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7.30. а) В основании пирамиды  лежит ромб , сто-
рона которого равна 12, а диагональ . Высота пирамиды  
проходит через точку пересечения диагоналей ромба и равна 

SABCD ABCD
6DB = SO

3 13 . 
Точки E  и F  лежат на ребрах  и  соответственно, причем 

 . Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью, 
проходящей через точки 

AD AB
4,AE = 8FB =

E , F  и параллельной ребру . SC
б) В основании пирамиды  лежит ромб , сторона 

которого равна 12, а диагональ 
SABCD ABCD

8DB = . Высота пирамиды  прохо-
дит через точку пересечения диагоналей ромба и равна 

SO
2 19 . Точки 

E  и F  лежат на ребрах  и  соответственно, причем AD AB 3,ED =  
. Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей 

через точки 
9AF =

E  и F  параллельно ребру . SC
7.31. а) В основании пирамиды  лежит равнобедренный тре-

угольник, основание которого 
SABC

6AC = , а боковые стороны равны 9. 
Высота пирамиды  проходит через середину  и равна SO AC 6 2 . 
Точки D  и E  лежат на ребрах  и  соответственно, причем 

 . Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью, 
проходящей через точки 

AB CB
3,AD = 6BE =

D  и E  перпендикулярно ребру . SB
б) В основании пирамиды  лежит равнобедренный треуголь-

ник, основание которого 
SABC
8AC = , а боковые стороны равны 12. Высота 

пирамиды  проходит через середину  и равна SO AC 2 17 . Точки D  
и E  лежат на ребрах  и  соответственно, причем AB CB 3,DB =  

. Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью, проходящей 
через точки 

9CE =
D  и E  перпендикулярно ребру .  SB

Усеченная пирамида 
7.32. а) В правильной четырехугольной усеченной пирамиде сторо-

ны оснований равны 1 и 2, боковое ребро равно 3. Найдите объем пол-
ной пирамиды.  

б) Плоскости α  и β  параллельны плоскости основания пирамиды. 
Площади сечений пирамиды этими плоскостями равны 2 и 3. Найдите 
площадь сечения пирамиды плоскостью γ , параллельной α  и β  и 
одинаково удаленной от каждой из них.  
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7.33. а) Объем усеченной пирамиды равен 76, отношение площадей 
оснований равно 2,25. Найдите объем полной пирамиды.  

б) Объем усеченной пирамиды составляет 48,8% объема полной. 
Найдите площадь меньшего основания пирамиды, если площадь боль-
шего равна 50.  

7.34. а) В правильной треугольной усеченной пирамиде стороны ос-
нований равны  и , боковые ребра равны . Найдите высоту 
пирамиды.  

a b c

б) В правильной треугольной усеченной пирамиде стороны основа-
ний равны  и , а высота пирамиды равна . Найдите длину боково-
го ребра.  

a b h

7.35. В правильной четырехугольной усеченной пирамиде стороны 
оснований равны  и . Найдите:  a b

а) ее объем, если острый угол боковой грани равен α ; 
б) ее объем и двугранные углы при основании, если ее боковые реб-

ра наклонены к плоскости основания под углом α .  
7.36. В правильной усеченной треугольной пирамиде стороны ниж-

него и верхнего оснований равны соответственно  и  ( ). Най-
дите:  

a b a b>

а) объем усеченной пирамиды, если ее боковые ребра наклонены к 
плоскости основания под углом α ; 

б) полную поверхность усеченной пирамиды, если ее боковые грани 
наклонены к плоскости основания под углом α .  

Трехгранный угол 
7.37. Плоские углы трехгранного угла равны , ,α β γ . Вычислите его 

двугранные углы ,A Bϕ ϕ  и Cϕ . Определите, при каких значениях 
, ,α β γ  задача имеет решение.  

7.38. Двугранные углы трехгранного угла равны ,A Bϕ ϕ  и Cϕ . Вы-
числите его плоские углы , ,α β γ .  

7.39. Даны два плоских угла ,α β  трехгранного угла и двугранный 
угол между ними Cϕ . Вычислите третий плоский угол и два остальных 
двугранных угла. 

7.40. Даны два двугранных угла и плоский угол между ними. Вы-
числите третий двугранный угол и два остальных плоских угла.  
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7.41. Даны два плоских угла α , β  трехгранного угла и двугранный 
угол Aϕ , противолежащий одному из них. Вычислите третий плоский 
угол и два остальных двугранных угла. 

7.42. Основанием пирамиды служит квадрат. Две боковые грани 
перпендикулярны плоскости основания, а две другие составляют с ней 
углы, равные α . Чему равен двугранный угол между этими последними 
боковыми гранями?  

7.43. В трехгранном угле  ( O  вершина) все внутренние 
двугранные углы равны 

OABC −
α . Найдите угол между ребром  и биссек-

трисой угла 
OA

BOC .  
7.44. Докажите, что если все плоские углы треугольной пирамиды 

равны между собой, то все двугранные углы также равны между собой. 
7.45. В трехгранном угле плоские углы при вершине α  и β  острые 

и связаны с третьим углом γ  неравенством cos cos cosα β > γ . Тупым 
или острым является двугранный угол, противолежащий углу γ ? 

7.46. Докажите, что сумма углов, составленных ребрами трехгран-
ного угла с противоположными гранями, заключается между суммой 
углов и половиной этой суммы. 

7.47. Существует ли трехгранный угол, плоские углы которого рав-
ны , 2 , 3α α α ? 

7.48. Докажите, что если все двугранные углы некоторой треуголь-
ной пирамиды равны, то все ребра этой пирамиды также равны. 

7.49. Стороны угла α  наклонены к плоскости  под углами P β  и 
γ . Найдите косинус угла, являющегося проекцией угла α  на  плос-
кость .  P

7.50. Непересекающиеся диагонали двух смежных боковых граней 
прямоугольного параллелепипеда образуют с плоскостью его основания 
углы α  и β . Найдите угол между этими диагоналями. 
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§8. Круглые тела (цилиндр и конус) 
Цилиндр 

8.1. а) Радиус основания цилиндра равен , образующая – . Оп-
ределите, на каком расстоянии от оси цилиндра следует провести сече-
ние, параллельное оси цилиндра, чтобы оно имело форму квадрата.  

26 48

б) Осевое сечение цилиндра – квадрат. Площадь полной поверхности 
цилиндра равна 24π . Определите площадь сечения цилиндра плоско-
стью, параллельной оси и расположенной на расстоянии 3  от оси.  

8.2. а) Объем цилиндра равен 200π , высота равна 8. Найдите пло-
щадь сечения цилиндра плоскостью, параллельной его оси и располо-
женной на расстоянии 4 от нее. 

б) Цилиндр пересечен плоскостями, параллельными друг другу и об-
разующей цилиндра. Площади сечений равны 40. Найдите объем ци-
линдра, если расстояние между плоскостями равно 6, а площадь боко-
вой поверхности цилиндра равна 50π .  

8.3. а) Вершины прямоугольника лежат на боковой поверхности ци-
линдра. Докажите, что две параллельные стороны прямоугольника пер-
пендикулярны оси цилиндра. 

б) Высота цилиндра и радиус основания равны  и H R  соответст-
венно. В него вписан квадрат так, что все его вершины лежат на окруж-
ностях нижнего и верхнего оснований. Найдите сторону квадрата.  

8.4. Все вершины правильной пирамиды  лежат на боковой 
поверхности цилиндра, ось которого перпендикулярна плоскости . 
Найдите радиус цилиндра, если 

SABCD
SAB

aAB = .  
8.5. Радиус основания цилиндра равен R , высота цилиндра равна 

H . В плоскости нижнего основания взята прямая , касающаяся ок-
ружности основания, и через  проведены плоскости под углами 

l
l α  и 

β  к плоскости основания ( αβ > , 2 tgH R β>> ). Найдите объем час-
ти цилиндра, лежащей между плоскостями.  

8.6. Площадь боковой поверхности цилиндра равна 10π , площадь 
основания равна 2π . В цилиндр вписана правильная шестиугольная 
призма. Найдите расстояние от центра одного основания цилиндра до 
стороны шестиугольника, вписанного в другое основание.  

8.7. В цилиндре высота  равна диаметру окружности основания. 
Через точки окружностей верхнего и нижнего оснований проведена 

h
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прямая, образующая с плоскостью основания угол α . Определите крат-
чайшее расстояние между нею и осью цилиндра.  

Конус 
8.8. а) Две плоскости, перпендикулярные оси конуса, делят высоту 

на три равные части. Большая из площадей сечений конуса этими плос-
костями, равна 28. Определите площадь основания конуса.  

б) Объем усеченного конуса составляет  объема полного. Най-
дите отношение площадей оснований конуса.  

7 /8

8.9. а) Радиус основания и высота конуса равны соответственно 2 и 
3. В конус вписана правильная треугольная пирамида. Найдите угол 
между боковым ребром пирамиды и противоположной боковой гранью.  

б) Радиус основания и образующая конуса равны соответственно 3 и 
5. В конус вписана правильная четырехугольная пирамида. Найдите 
косинус угла между плоскостями, содержащими противоположные бо-
ковые грани пирамиды.  

8.10. Образующая конуса и его высота равны соответственно10 и 8. 
Около конуса описана правильная треугольная пирамида. Найдите угол 
между боковыми ребрами пирамиды.  

8.11. а) Три образующие конуса взаимно перпендикулярны и равны 
4 6 . Найдите площадь боковой поверхности конуса.  

б) Найдите косинус угла α  при вершине в осевом сечении прямого 
кругового конуса, зная, что на его поверхности можно провести три по-
парно перпендикулярные образующие.  

8.12. Докажите, что объем конуса равен 1/  произведения площади 
боковой поверхности на расстояние от центра основания до образую-
щей. 

3

8.13. Три конуса с общей вершиной и углами при вершине, равными 
α , касаются друг друга своими боковыми поверхностями. Четвертый 
конус с той же вершиной касается своей поверхностью трех данных. 
Найдите угол при вершине четвертого конуса.  

8.14. Плоскость, проведенная через вершину конуса, пересекает ос-
нование по хорде, длина которой равна радиусу этого основания. Опре-
делите отношение объемов получившихся частей конуса.  

8.15. а) Разверткой боковой поверхности конуса служит полукруг. 
Найдите угол при вершине осевого сечения.  

б) Угол в развертке боковой поверхности конуса равен α . Найдите 
угол при вершине в осевом сечении конуса.  
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8.16. Площадь сечения конуса плоскостью, проходящей через его 
вершину и составляющей угол с осью конуса, равна площади осе-
вого сечения. Найдите угол раствора конуса.  

°30

8.17. а) Найдите угол при вершине в осевом сечении конуса, если из-
вестно, что наибольшая площадь сечения конуса плоскостью, проходя-
щей через вершину, в два раза больше площади осевого сечения.  

б) Угол раствора конуса равен 2α , длина образующей . Найдите 
наибольшее значение, которое может принимать площадь сечения ко-
нуса плоскостью, проходящей через вершину, и определите величину 
угла между осью и плоскостью сечения наибольшей площади.  

l

8.18. Две взаимно перпендикулярные образующие конуса делят 
площадь его боковой поверхности в отношении 1:2. Найти объем кону-
са, если его образующая равна .  L

8.19. а) Через вершину конуса проведено сечение под углом  к 
его высоте. Найдите площадь сечения, если высота конуса равна 

°30
33 , а 

радиус основания 5.  
б) Площадь сечения конуса плоскостью, составляющей угол  с 

осью конуса, равна площади осевого сечения. Найдите угол раствора 
конуса.  

°30

8.20. а) Образующая конуса равна 5 2 , а площадь его боковой по-
верхности равна 30π . Найдите площадь боковой поверхности правиль-
ной четырехугольной пирамиды, вписанной в конус.  

б) В конус вписана правильная треугольная пирамида. Площадь бо-
ковой грани пирамиды равна площади осевого сечения конуса. Найдите 
отношение площадей боковых поверхностей конуса и пирамиды.  

8.21. Объем конуса равен . В конус вписана пирамида, в основа-
нии которой лежит равнобедренный треугольник с углом 

V
α  между бо-

ковыми сторонами. Найдите объем пирамиды.  
8.22. а) В конус с высотой H  и радиусом основания R  вписан куб 

так, что четыре вершины куба лежат в плоскости основания конуса, а 
четыре другие вершины – на его боковой поверхности. Найдите длину 
ребра куба.  

б) Конус описан около куба следующим образом: четыре вершины 
куба лежат в плоскости основания конуса, а четыре другие вершины – 
на его боковой поверхности. Определите, какой наименьший объем мо-
жет иметь такой конус, если ребро куба имеет длину .  a
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8.23. Ребро куба  имеет длину , точки 1111 DCBABCDA a M  и  – 
середины ребер  и  соответственно. Плоскость  касает-
ся боковой поверхности конуса, осью которого служит прямая , а 
центром основания – точка C . Найдите объем конуса.  

N

1AA 11BA MND1

1CC

8.24. Два равных конуса с общей вершиной , высотой  и радиу-
сом основания 

S h
( )R R h<  касаются друг друга и плоскости α . Пусть 

 прямая пересечения плоскостей оснований конусов. Вычислите 
угол между прямой   и плоскостью 
l −

l α .  
8.25. Около конуса, высота которого равна радиусу основания, опи-

сана пятиугольная пирамида. Ее полная поверхность в два раза больше 
полной поверхности конуса. Найдите объем пирамиды, если боковая 
поверхность конуса равна 2π .  

8.26. В конусе с вершиной  угол между образующими  и  
равен 

S SA SB
α , а угол между их проекциями на плоскость основания β . Вы-

числите угол между осью и образующей этого конуса.  
8.27. а) Два равных конуса имеют общую вершину и касаются по 

общей образующей. Угол осевого сечения конуса равен 2α . Найдите 
двугранный угол между двумя плоскостями, каждая из которых касает-
ся обоих конусов, но не проходит через их общую образующую.  

б) Два конуса с равными углами раствора имеют общую вершину и 
касаются друг друга (т.е. их боковые поверхности имеют одну общую 
касательную). Каждая грань двугранного угла, имеющего величину 
2α , касается боковой поверхности каждого из конусов. Найдите угол 
раствора этих конусов.  

8.28. Два конуса имеют общую вершину, и образующая первого 
конуса является высотой второго. Угол раствора первого конуса равен 

, угол раствора второго равен . Определите угол между обра-
зующими, по которым пересекаются боковые поверхности.  
1/ 3 120°

8.29. Три конуса с равными углами раствора имеют общую вершину.   
Каждый из конусов касается двух других. Все три конуса касаются од-
ной плоскости. Определите угол раствора этих конусов.  

8.30. а) Через вершину конуса проведена секущая плоскость, состав-
ляющая с плоскостью основания угол . Найдите объем конуса, если 
известно, что расстояние от центра основания конуса до секущей плос-
кости в три раза меньше длины образующей конуса и равно .  

45°

d
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б) Через вершину конуса проведена секущая плоскость, составляю-
щая с плоскостью основания угол в . 45° AB −  диаметр основания, 
перпендикулярный линии пересечения секущей плоскости  с плоско-
стью основания. Найдите площадь боковой поверхности  конуса, если 
известно, что расстояния от точек  и A B  до секущей плоскости равны 

 и 3  соответственно.  d d

8.31. а) Даны два конуса объемов  и , основания которых ле-
жат в параллельных плоскостях. Конусы расположены таким образом, 
что вершина одного совпадает с центром основания другого. Найдите 
объем их общей части.  

V 4V

б) Два конуса имеют общую высоту, а вершина каждого из них сов-
падает с центром основания другого. Найдите объем общей их части, 
если их объемы равны  и .  1V 2V

Усеченный конус 
8.32. Усеченный конус вписан в правильную треугольную усечен-

ную пирамиду, у которой ребра оснований равны 1 и 4, а боковое ребро 
равно 2 3 . Найдите объем конуса.  

8.33. Осевое сечение усеченного конуса – трапеция со сторонами 2, 
2, 2 и 4. Найдите площадь боковой поверхности правильной четырех-
угольной усеченной пирамиды, вписанной в конус.  

8.34. Радиус меньшего основания усеченного конуса равен , ра-
диус большего основания – 7 . Вершины  и  правильной пирами-
ды  лежат на окружности меньшего основания конуса, вершины 

3r
r S A

SABC
B  и  основания  лежат на окружности большего основания 
конуса. Найдите объем пирамиды .  

C ABC
SABC

8.35. В шар радиуса R  вписан усеченный конус. Отношение площа-
дей оснований конуса равно 4. Одно из оснований содержит центр ша-
ра. Найдите площадь полной поверхности усеченного конуса.  

8.36. Докажите, что для того, чтобы в усеченный конус можно было 
вписать сферу (касающуюся его обоих оснований и каждой образую-
щей), необходимо и достаточно, чтобы длина образующей была равна 
сумме радиусов оснований. 

 190



Цилиндр и конус 
8.37. а) В конус, осевое сечение которого – равносторонний тре-

угольник, вписан цилиндр, имеющий квадратное осевое сечение. Най-
дите отношение объемов цилиндра и конуса.  

б) Цилиндр вписан в конус объема . Найдите объем цилиндра, ес-
ли площади оснований конуса и цилиндра относятся как 1:3.  

V

8.38. а) Конус и цилиндр одинакового объема V  расположены таким 
образом, что их оси совпадают, а основания принадлежат одной плоско-
сти. Найдите объем общей части конуса и цилиндра, если их высоты 
равны.  

б) Конус и цилиндр одинакового объема  расположены таким об-
разом, что их оси совпадают, а основания принадлежат одной плоско-
сти. Найдите объем общей части конуса и цилиндра, если радиусы их 
оснований равны.  

V

8.39. В конус вписан цилиндр, объем которого составляет 37,5% 
объема конуса. Определите, в каком отношении площадь боковой по-
верхности конуса делится верхним основанием цилиндра.  

Тела вращения 
8.40. а) Треугольник со сторонами 3, 4, 5 вращается вокруг большей 

стороны. Найдите площадь поверхности и объем тела вращения.  
б) Ромб площади  вращается вокруг одной из сторон. Найдите 

площадь поверхности тела вращения.  
Q

8.41. а) Равнобедренный остроугольный треугольник  (ABC AC −  
основание) угол, при основании которого равен α , а боковые стороны 
равны , вращается вокруг оси, проходящей через точку C  параллель-
но стороне . Определите объем полученного тела вращения.   

b
AB

б) Прямоугольный треугольник  ( ACABC −  гипотенуза), с кате-
том, равным , и прилежащим к нему углом, равным b α , вращается 
вокруг оси, параллельной гипотенузе и проходящей через точку B . Оп-
ределите объем полученного тела вращения.  

в) Ромб  со стороной, равной ABCD α  и углом , равным ABC β , 
вращается вокруг оси, параллельной диагонали BD  и проходящей че-
рез точку . Определите объем полученного тела вращения.  A
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§9. Круглые тела (сфера и шар) 
Сечение шара и сферы плоскостью 

9.1. а) Сечение шара плоскостью имеет площадь 36π . Найдите 
радиус шара, если сечение удалено от его центра на 8. 

б) Линия пересечения сферы с плоскостью имеет длину 18π . Най-
дите расстояние от центра сферы до этой плоскости, если радиус сферы 
равен 15. 

9.2. а) Докажите, что все касательные к шару, проведенные из одной 
точки имеют одинаковую длину. 

б) Докажите, что если все ребра тетраэдра касаются одного шара, то 
суммы длин всех пар противоположных ребер одинаковы. 

9.3. а) Радиус шара равен R . На его поверхности даны две равные 
окружности, лежащие в перпендикулярных плоскостях и имеющие об-
щую хорду длиной . Найдите радиусы окружностей.  a

б) Две окружности, лежащие на поверхности сферы, имеют одну 
общую точку. Докажите, что прямая пересечения плоскостей, в которых 
лежат эти окружности, имеет с поверхностью сферы единственную об-
щую точку.  

9.4. а) Через конец радиуса шара под углом  к нему проведена 
секущая плоскость. Найдите площадь полученного сечения, если пло-
щадь поверхности шара равна 125. 

45°

б) Через конец радиуса шара под углом  к нему проведена се-
кущая плоскость. Площадь полученного сечения равна 11. Найдите 
площадь поверхности шара. 

60°

9.5. а) Через касательную к поверхности шара проведены две вза-
имно перпендикулярные плоскости, которые пересекают шар по кругам 
радиусов  и . Найдите радиус шара. 1r 2r

б) Через касательную к шару радиуса R , проведены две плоскости 
под углом  друг к другу. Найдите радиусы сечений шара этими 
плоскостями, если известно, что они относятся как 1:2.  

45°

9.6. а) Шар радиуса R  касается всех сторон правильного треуголь-
ника со стороной . Найдите расстояние от центра шара до плоскости 
треугольника.  

a

б) Шар радиуса R  касается всех сторон правильного шестиуголь-
ника со стороной . Найдите расстояние от центра шара до плоскости 
шестиугольника.  

a
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9.7. а) Докажите, что точки пересечения двух (неодинаковых) сфер 
лежат в одной плоскости и линия пересечения двух сфер является ок-
ружностью.  

б) Два равных шара радиуса R  расположены так, что центр одного 
лежит на поверхности другого. Найдите длину линии, по которой пере-
секаются их поверхности. 

9.8. Тело ограничено двумя концентрическими сферами. Докажите, 
что его сечение плоскостью, проходящей через центр, равновелико се-
чению, касательному к внутренней сфере.  

9.9. а) Три взаимно перпендикулярные хорды шара, исходящие из 
одной точки, равны . Найдите радиус шара. a

б) Три хорды шара, исходящие из одной точки, равны , а углы 
между ними равны . Найдите радиус шара.  

a
60°

9.10. а) Шар радиуса R  касается плоскости α  в точке . Прямая 
, образуя с этой плоскостью угол величиной 

A
l ϕ , пересекает ее в точке 

 и касается шара в точке C B . Найдите длину отрезка , если 
.  

AB
2AC R=

б) Из точки , удаленной от центра шара радиуса A R , на расстояние 
, проведены  касательных к шару так, что все плоские углы много-

гранного угла при вершине  равны между собой. Определите рас-
стояние между точками касания двух соседних лучей.  

l n
A

Шары и сферы, касающиеся плоскости или вписанные в 
двугранный угол. Касание шаров и сфер 

9.11. На плоскости лежат два шара, радиусы которых равны  и 
. Известно, что шары имеют единственную общую точку. Найдите: 

1R

2R
а) расстояние от плоскости до этой точки; 
б) расстояние между точками касания шаров плоскости; 
в) наименьший радиус сферы, касающейся этих шаров и плоскости. 
9.12. а) На плоскости лежат три сферы, каждая из которых касается 

двух других. Точки касания шаров с плоскостью образуют прямоуголь-
ный треугольник с катетом, равным 3, и противоположным углом . 
Найдите радиусы сфер.  

30°

б) На плоскости лежат три сферы, каждая из которых касается двух 
других. Расстояние между точками касания сфер с плоскостью равны 
соответственно . Найдите радиусы сфер.  cba ,,
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9.13. а) Три шара радиуса R  лежат на плоскости α  и касаются друг 
друга. Найдите радиус четвертого шара, касающегося плоскости α  и 
каждого из шаров.  

б) Три шара радиуса R  лежат на плоскости α  и касаются друг дру-
га. Сверху на них положен шар радиуса / 3R . Найдите расстояние от 
его центра до плоскости α .  

9.14. Три шара радиуса R  лежат на плоскости α  и касаются друг 
друга. Прямая , параллельная плоскости a α , касается каждого из ша-
ров. Найдите расстояние между прямой  и плоскостью a α .  

9.15. а) В двугранный угол вписаны два одинаковых касающихся 
друг друга шара. Третий шар меньшего радиуса, вписанный в этот угол, 
касается данных. Дано отношение  радиуса меньшего шара к радиусу 
данных. Найдите величину двугранного угла. В каких пределах может 
изменяться величина . 

m

m
б) В двугранный угол величиной 2α  вписаны два одинаковых ка-

сающихся друг друга шара радиуса R . Третий шар, вписанный в этот  
угол, касается данных. Найдите его радиус.  

9.16. а) Шары радиусов 1, 2 и 3 касаются друг друга, а также двух 
плоскостей. Найдите угол между плоскостями.  

б) Шары радиусов 2, 3, 4, касаются друг друга. Найдите угол между 
плоскостью, проходящей через центры шаров, и плоскостью, касаю-
щейся шаров.  

9.17. а) В двугранный угол величиной α  вписаны 2 касающихся 
друг друга шара, радиусы которых равны  и . Найдите угол между 
линией центров шаров и ребром двугранного угла.  

1R 2R

б) В двугранный угол величиной α  вписаны две одинаковых сфе-
ры, касающихся друг друга. Пусть A−  точка касания одной сферы с 
одной гранью двугранного угла, а B −  точка касания другой сферы с 
другой гранью. Определите, в каком отношении отрезок  делится 
сферами.  

AB

9.18. Два шара одинакового радиуса R  и два других одинаковых 
шара неизвестного радиуса расположены так, что каждый касается трех 
других и плоскости, на которой они лежат. Найдите радиусы двух по-
следних шаров.  

9.19. Четыре сферы радиуса R  расположены так, что каждая из них 
касается трех других. Найдите радиус сферы, которая касается каждой 
из данных сфер.  
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Комбинации шара с многогранниками 

Пирамида 
9.20. Докажите, что  
а) центр вписанного в пирамиду шара является точкой пересечения 

биссектральных плоскостей всех двугранных углов пирамиды;  
б) если в основание пирамиды можно вписать окружность, а осно-

вание высоты пирамиды является центром этой окружности, то в пира-
миду можно вписать сферу. 

9.21. Докажите, что  
а) центр описанного около пирамиды шара является точкой пересе-

чения серединных перпендикулярных плоскостей ко всем ее ребрам;  
б) для того, чтобы около пирамиды можно было описать шар, необ-

ходимо и достаточно, чтобы около ее основания можно было описать 
окружность. 

9.22. Докажите, что объем многогранника, описанного вокруг шара, 
равен произведению полной поверхности многогранника на треть ра-
диуса шара. 

9.23. Найдите радиус шара, 
а) описанного около правильного тетраэдра с ребром ;  a
б) вписанного в правильный тетраэдр с ребром .  a
9.24. а) В шар радиуса 13 вписана правильная треугольная пирами-

да. Высота пирамиды в два раза больше стороны основания. Найдите 
объем пирамиды.  

б) В шар радиуса R  вписан правильный тетраэдр. Найдите объем 
этого тетраэдра.  

9.25. а) Сторона основания правильной -угольной пирамиды равна 
, двугранный угол при основании равен 

n
a ϕ . Найдите радиус шара, 
вписанного в пирамиду.  

б) Сторона основания правильной треугольной пирамиды равна , 
боковое ребро . Найдите радиус шара, касающегося плоскости осно-
вания и боковых ребер пирамиды.  

a
b

9.26. Сфера радиуса R  делит каждое из ребер  и  
треугольной пирамиды  на три равные части и проходит через 
середины ребер  и . Найдите высоту пирамиды, опущенную из 
вершины .  

, ,SA SC AB CB
SABC

AC SB
S
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9.27. а) Найдите радиус шара, описанного около правильной -
угольной пирамиды, сторона основания которой равна , а боковое 
ребро наклонено к плоскости основания под углом 

n
a

α .  
б) Найдите радиус шара, описанного около правильной шести-

угольной пирамиды со стороной основания  и высотой .  a h
9.28. а) В правильной четырехугольной пирамиде центры вписанной 

и описанной сфер совпадают. Найдите величину плоского угла при 
вершине пирамиды.  

б) В правильной шестиугольной пирамиде центры вписанной и опи-
санной сфер совпадают. Найдите величину плоского угла при вершине 
пирамиды.  

9.29. а) Два противоположных ребра треугольной пирамиды равны 6 
и 8, остальные ребра 74 . Найдите радиус шара, описанного около 
пирамиды. 

б) В основании пирамиды лежит равносторонний треугольник со 
стороной . Высота пирамиды проходит через середину одного из ре-
бер основания и равна . Найдите радиус шара, описанного около 
пирамиды.  

a
1,5a

9.30. Одна из граней правильного тетраэдра лежит в плоскости α . 
Шар радиуса R , расположенный вне тетраэдра, касается плоскости α  
и другой грани тетраэдра в ее центре. Найдите ребро тетраэдра.  

9.31. Все плоские углы при вершине  пирамиды  прямые. 
Ребра , ,  равны ,  и  соответственно. Найдите радиус 
сферы, описанной около пирамиды .  

S SABC
SA SB SC a b c

SABC
9.32. а) Высота  правильной четырехугольной пирамиды 

 служит диаметром сферы. Известно, что 
SH

SABCD AS b= , а двугран-
ный угол при основании пирамиды равен β . Найдите длину линии 
пересечения сферы с поверхностью пирамиды.  

б) В правильной треугольной пирамиде  сторона основания SABC
ABC  равна , а двугранный угол при основании пирамиды равен a α . 
Сфера касается основания ABC  в его центре и проходит через вершину 

. Найдите длину линии пересечения сферы с поверхностью пирами-
ды.  
S

9.33. Докажите, что треугольная пирамида – правильная, если суще-
ствует сфера, касающаяся: 
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а) трех сторон основания пирамиды в их серединах и пересекает бо-
ковые ребра в их серединах;  

б) всех боковых граней пирамиды в центрах описанных около них 
окружностей, а плоские углы при вершине этой пирамиды равны.  

9.34. а) Докажите, что если противоположные ребра тетраэдра по-
парно равны, то центры вписанного в тетраэдр и описанного вокруг не-
го шаров концентричны. 

б) Докажите, что если в треугольной пирамиде сумма длин проти-
воположных ребер одна и та же для любой пары таких ребер, то верши-
ны этой пирамиды являются центрами четырех шаров, попарно касаю-
щихся друг друга. 

9.35. Докажите, что существует сфера, касающаяся всех ребер пра-
вильной треугольной пирамиды. Найдите ее радиус, если сторона осно-
вания пирамиды имеет длину , а боковое ребро – длину .  a b

Усеченная пирамида 
9.36. Вокруг шара описана четырехугольная усеченная пирамида. 

Докажите, что объемы пирамиды и шара относятся как их полные по-
верхности.  

9.37. В правильную треугольную усеченную пирамиду с боковым 
ребром  можно поместить сферу, касающуюся всех граней, и сферу, 
касающуюся всех ребер. Найдите стороны оснований пирамиды.  

a

9.38. а) В шар ради а ус R  вписана правильная усеченная 
четырехугольная пирамида, у которой большее основание проходит 
через центр шара, а боковая грань наклонена к плоскости основания под 

 / 3углом π . Найдите объем усеченной пирамиды.  
б) В шар вписана правильная усеченная четырехугольная пирамида, 

у которой большее основание проходит через центр шара, боковое реб-
ро равно , а боковая грань наклонена к плоскости основания под уг-
лом 

a
/ 3π . Найдите площадь боковой поверхности усеченной пирамиды.  

9.39. а) Шар радиуса R  вписан в правильную усеченную четырех-
угольную пирамиду, боковое ребро которой составляет с плоскостью 
основания угол, равный / 3π . Найдите объем усеченной пирамиды.  

б) Шар вписан в правильную усеченную четырехугольную пирами-
ду,  боковое ребро которой составляет с плоскостью основания угол, 
равный / 3π , а сторона большего основания равна . Найдите площадь 
боковой поверхности усеченной пирамиды.  

a
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Призма 
9.40. а) Докажите, что для того чтобы около призмы можно было 

описать сферу, необходимо и достаточно, чтобы призма была прямая, и 
чтобы около ее основания можно было описать окружность.  

б) Докажите, что для любой призмы, описанной около сферы, от-
ношение площади боковой поверхности к площади основания равно 4. 

в) Докажите, что для того, чтобы в призму можно было вписать сфе-
ру, необходимо и достаточно, чтобы в перпендикулярное сечение приз-
мы можно было вписать окружность, и, чтобы высота призмы была 
равна диаметру этой окружности.  

9.41. Правильная -угольная призма вписана в шар радиуса n R . 
Ребро основания призмы равно . Найдите высоту призмы при:  a

а) ; б) 3n = 4n = ; в) 6n = .  
9.42. а) В шар радиуса 7  вписан прямоугольный параллелепипед, 

с отношением ребер 1:2:3. Найдите объем параллелепипеда.  
б) Прямоугольный параллелепипед, одна из граней которого – квад-

рат площади 40, вписан в шар. Объем шара равен 288π . Найдите объем 
параллелепипеда.  

9.43. а) Основания призмы – ромбы с острым углом . В нее впи-
сан шар объема 36

30°
π . Найдите площадь боковой поверхности призмы.  

б) В правильную шестиугольную призму, объем которой равен 36, 
вписан шар. Найдите площадь боковой поверхности призмы.  

9.44. Около шара описан прямой параллелепипед с диагоналями 
равными 10  и 4. Найдите радиус шара.  

9.45. а) Около шара описана правильная треугольная призма, а око-
ло нее описана сфера. Найдите отношение поверхностей шара и сферы.  

б) Сфера касается всех ребер треугольной призмы. Определите от-
ношение объемов сферы и призмы.  

9.46. В куб с ребром  вписан шар. Найдите радиус шара, касаю-
щегося этого шара и трех граней куба.  

a

9.47. а) В прямоугольном параллелепипеде 1 1 1 1ABCDA B C D  
( 1 1 1 1|| || ||AA BB CC DD 2AB BC a= =) , 1AA a= . Плоскость сечения 
проходит через точки 1B  и D  параллельно прямой AC . Найдите ради-
ус шара, касающегося этого сечения и трех граней параллелепипеда с 
общей вершиной B .  
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б) В прямоугольном параллелепипеде  
( ) 

1 1 1 1KLMNK L M N

1 1 1 1|| || ||KK LL MM NN KL LM b= = , 1 2KK b= . Плоскость сече-
ния проходит через точки 1M  и  параллельно прямой . Найдите 
радиус шара, касающегося этого сечения и трех граней параллелепипеда 
с общей вершиной 

K LN

M .  

Полушар 

9.48. В полушар радиуса R  вписан куб так, что четыре его вершины 
лежат на плоскости основания полушара, а четыре другие – на его по-
верхности. Найдите ребро куба.  

9.49. а) Определите наименьшее значение радиуса полусферы, кото-
рой можно накрыть два лежащих на плоскости α  шара одинакового 
радиуса , так чтобы ее большой круг также лежал на плоскости r α .  

б) В полусферу радиуса R  вписаны три одинаковых шара так, что 
каждый касается двух других, полусферы и ее основания. Найдите ра-
диус этих шаров.  

9.50. а) Полушар радиуса R  вписан в правильную усеченную четы-
рехугольную пирамиду так, что его большой круг лежит в плоскости 
большего основания пирамиды. Найдите объем усеченной пирамиды, 
если ее боковая грань наклонена к плоскости основания под углом 

/ 3π .  

б) В правильную усеченную четырехугольную пирамиду, боковая 
грань которой наклонена к плоскости основания под углом / 3π , впи-
сан полушар так, что большее основание пирамиды лежит в плоскости 
большого круга полушара. Найдите площадь боковой поверхности пи-
рамиды, если сторона ее меньшего основания равна a .  

9.51. а) В конус, образующая которого наклонена к плоскости осно-
вания под углом α , вписан полушар, большой круг которого лежит на 
основании конуса. Расстояние от вершины конуса до ближайшей к ней 
точки полушара равно . Найдите объем конуса.  h

б) В правильный тетраэдр, ребро которого равно 1, вписан полушар 
так, что три грани тетраэдра касаются его сферической поверхности, а 
четвертая служит ему диаметральной плоскостью. Определите площадь 
полной поверхности полушара.  
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Конус и цилиндр 
9.52. а) Объем конуса равен 6, угол при вершине равен . Най-

дите объем шара, описанного около конуса.  
°120

б) В шар радиуса R  вписан прямой круговой конус. Найдите боко-
вую поверхность конуса, если его высота равна .  h

9.53. а) В шар вписан конус, образующая которого равна диаметру 
основания. Найдите отношение полной поверхности конуса к поверхно-
сти шара.  

б) В шар вписан конус, высота и радиус основания которого соот-
ветственно равны 3 и 3 . Найдите радиус шара.  

9.54. а) Образующая конуса равна , а высота в 4 раза больше ра-
диуса вписанного в него шара. Найдите боковую поверхность конуса и 
радиус описанного около него шара.  

l

б) Середина высоты прямого конуса с образующей  и углом при 
вершине 

l
α  является центром шара, проходящего через его вершину. 

Определите радиус круга, получившегося в результате пересечения по-
верхностей конуса и шара.  

9.55. а) В конус вписан шар. Окружность касания шаровой и кони-
ческой поверхностей делит площадь боковой поверхности конуса в от-
ношении 1:3, считая от вершины. Найдите угол между образующей ко-
нуса и его высотой.  

б) В конус с углом при вершине осевого сечения 2α  вписан шар. 
Площадь круга, по окружности которого поверхность шара касается 
боковой поверхности конуса, равна . Найдите объем данного конуса.  S

в) В конус вписан шар. Докажите, что отношение объемов конуса и 
шара равно отношению площадей полной поверхности конуса и шара.  

9.56. а) В прямой круговой конус вписан шар, поверхность которого 
равна площади основания конуса. Определите, в каком отношении бо-
ковая поверхность конуса делится линией касания шара и конуса?  

б) В шар вписан прямой круговой цилиндр. Определите, во сколько 
раз объем шара больше объема цилиндра, если известно, что отношение 
радиуса шара к радиусу основания цилиндра в вдвое меньше, чем от-
ношение поверхности шара к боковой поверхности цилиндра?  

9.57. а) Расстояние от центра вписанного в конус шара до вершины 
конуса равно . Угол между образующей и плоскостью основания ра-
вен 

a
α . Найдите объем конуса. 
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б) В конус вписан шар. Найдите объем конуса, если известно, что 
плоскости, касающиеся шара и перпендикулярные одной из образую-
щих конуса, отстоят от вершины конуса на расстоянии  и  
(  и угол при вершине в осевом сечении конуса острый).  

1d 2d

2d d> 1
9.58. В прямом круговом конусе расположены два шара радиуса , 

касающиеся основания конуса в точках симметричных относительно 
центра основания. Каждый шар касается боковой поверхности конуса и 
другого шара. Высота конуса в 4/3 раза больше радиуса основания. 
Найдите объем конуса.  

r

9.59. а) В конус с углом  при вершине осевого сечения вложено 
три одинаковых шара радиуса 

°60
R  так, что каждый из них касается двух 

других, основания и боковой поверхности конуса. Найдите радиус ос-
нования конуса. 

б) На плоскости лежат три шара радиуса R  так, что каждый из них 
касается двух других. Основание конуса лежит в той же плоскости, а 
данные шары касаются его извне. Высота конуса равна . Найдите 
радиус основания конуса.  

kR

9.60. а) На основании прямого кругового конуса лежат три одинако-
вых шара радиуса R . На них лежит четвертый шар того же радиуса. 
Каждый из четырех шаров касается трех других и боковой поверхности 
конуса. Найдите высоту конуса.  

б) На основании прямого кругового конуса лежат четыре одинако-
вых шара радиуса R , причем каждый из них касается двух других ша-
ров и боковой поверхности конуса. На них лежит пятый шар того же 
радиуса, касающийся боковой поверхности. Найдите объем конуса.  

9.61. а) Внутри прямого кругового цилиндра, высота которого , 
лежат три одинаковых шара радиуса 

R3
R  так, что каждый шар касается 

двух других и боковой поверхности цилиндра, причем два шара касают-
ся нижнего основания цилиндра, а третий верхнего. Найдите радиус 
основания цилиндра.  

б) На нижнем основании прямого кругового цилиндра лежат три 
одинаковых шара радиуса R  так, что каждый шар касается двух других 
и боковой поверхности цилиндра. На них лежит четвертый шар, касаю-
щийся боковой поверхности цилиндра и его верхнего основания. Най-
дите высоту цилиндра.  

в) Внутри прямого кругового цилиндра помещены четыре одинако-
вых шара объема V  так, что каждый из них касается трех других и бо-

 201



ковой поверхности, причем два шара касаются нижнего основания ци-
линдра, а два других верхнего основания цилиндра. Найдите объем ци-
линдра.  

9.62. В прямом круговом конусе, образующая которого составляет с 
его осью угол α , помещены три шара так, что первый шар касается 
боковой поверхности конуса и второго шара, второй шар касается боко-
вой поверхности первого и третьего шара, а третий шар касается боко-
вой поверхности, основания конуса и второго шара. Какую долю объема 
конуса занимают все три шара?  

9.63. Три прямых круговых конуса с углом α  ( 60 )α < °  в осевом 
сечении и радиусом основания, равным , поставлены на плоскость 
таким образом, что их основания лежат в этой плоскости и попарно ка-
саются друг друга внешним образом. Найдите радиус сферы, касающей-
ся всех трех конусов и плоскости, проходящей через их вершины.  

r

Усеченный конус 

9.64. а) Шар радиуса R  вписан в усеченный конус. Угол наклона 
образующей к плоскости нижнего основания конуса равен α . Найдите 
радиусы оснований и образующую усеченного конуса.  

б) В усеченный конус с площадью боковой поверхности  вписана 
сфера площади 

S
s . Найдите угол между образующей и плоскостью ос-

нования конуса.  

9.65. а) Около сферы радиуса R  описан усеченный конус, обра-
зующая которого равна . Найдите его объем.  a

б) В усеченный конус с радиусами оснований равными  и , впи-
сан шар, касающийся боковой поверхности и обоих оснований. Найдите 
отношение объемов усеченного конуса и шара.  

r 1r

в) В усеченный конус объема  вписан шар, касающийся боковой 
поверхности и обоих оснований. Радиус шара равен 

V
R . Определите 

величину угла между образующей конуса и плоскостью основания.  

9.66. В усеченный конус вписан шар, объем которого в 5,5 раз 
меньше объема конуса. Во сколько раз полная поверхность шара мень-
ше поверхности конуса? 
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Части сферы и шара 

9.67. а) Найдите объем общей части двух шаров радиуса R , если 
расстояние между центрами шаров равно R .  

б) Докажите, что сфера радиуса R  отсекает от любого шара боль-
шего радиуса, проходящего через ее центр, сферический сегмент, одной 
и той же площади поверхности. Определите значение этой площади?  

9.68. Дан куб с ребром . Центр шара, радиуса a 5
8

a , совпадает с 

центром куба. Найдите объем части шара, лежащей внутри куба.  
9.69. Диаметр шара разделен на 3 одинаковые части и через точки 

деления проведены плоскости, перпендикулярные диаметру. В каком 
отношении эти плоскости делят площадь сферы?  

9.70. Конус и полушар имеют общее основание круг радиуса R . 
Высота конуса равна H , причем . Найдите площадь части ша-
ровой поверхности, лежащей внутри конуса.  

H R>

9.71. Сфера с центром в вершине конуса касается плоскости основа-
ния конуса. Определите, в каком отношении сфера делит объем конуса, 
если угол при вершине в осевом сечении конуса равен α .  

9.72. Сектор круга радиуса R  с центральным углом α  вращается 
вокруг своей оси симметрии. Найдите площадь поверхности и объем 
тела вращения.  

9.73. а) Все ребра треугольной пирамиды равны . Высота пирами-
ды является диаметром сферы. Найдите площадь части поверхности 
пирамиды, лежащей внутри сферы.  

a

б) Все ребра треугольной пирамиды равны . Шар касается всех ее 
ребер. Найдите объем части шара, лежащей внутри пирамиды.  

a

9.74. а) Сфера касается всех ребер куба. Найдите объем части куба, 
лежащей внутри сферы, если ребро куба имеет длину .  a

б) Сфера касается всех боковых ребер правильной четырехугольной 
призмы и ее оснований. Найдите отношение части площади сферы, ле-
жащей вне призмы, к площади полной поверхности призмы.  

9.75. Из конца диаметра шара проведена хорда так, что поверхность, 
образуемая ее вращением вокруг этого диаметра, делит объем шара на 
две равновеликие части. Определите угол между хордой и диаметром.  
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§10. Задачи на определение экстремальных значений 

Задачи, решаемые геометрическими способами 
10.1. Через диагональ куба проведите сечение плоскостью так, что-

бы площадь сечения была наименьшей. 
10.2. а) Найдите значение наибольшей площади ортогональной про-

екции единичного куба на плоскость. 
б) Найдите из всех ортогональных проекций правильного тетраэдра 

на разные плоскости ту, которая имеет наибольшую площадь.  
10.3. Длины ребер прямоугольного параллелепипеда равны  и 

. Определите наибольшее значение площади ортогональной проекции 
этого параллелепипеда  на плоскость.  

,a b
c

10.4. а) Найдите наибольшее значение объема пирамиды  при 
следующих условиях 

SABC
4, 7,SA SB≤ ≥ 9, 5, 6, 8SC AB BC AC≥ = ≤ ≤ .  

б) Найдите наибольший объем пирамиды , если длины ее 
ребер связаны соотношениями: 

ABCD
5,CD =   , 8,AD ≥ 7AB ≥ 9,BD ≤  

. 4AC ≤
10.5. а) В кубе  с ребром равным 1 найдите наи-

меньшее расстояние от точки 
1 1 1 1ABCDA B C D

M , расположенной на окружности, впи-
санной в грань , до точки ABCD N , расположенной на окружности, 
описанной около треугольника .  1A BD

б) Дан куб  с ребром, равным . На прямых  и  1 1 1 1ABCDA B C D a 1AA
BC  взяты точки M  и N  соответственно так, что прямая MN  пересе-
кает ребро . Найдите наименьшее значение длины отрезка 1 1C D MN .  

10.6. а) В правильной четырехугольной призме  
высота в два раза меньше основания. Найдите наибольшее значение 
величины угла , где 

1 1 1 1ABCDA B C D

1A MC1 M  – точка на ребре .  AB
б) Все ребра правильной треугольной призмы  имеют 

длину . Рассматриваются отрезки с концами на диагоналях 
1 1 1ABCA B C

a 1BC  и 
 боковых граней, параллельные плоскости . Найдите наи-

меньшее значение длины таких отрезков.  
1CA 1 1ABB A

10.7. На поверхности куба найдите шесть точек, из которых диаго-
наль видна под наименьшим углом.  
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Задачи, решаемые с использованием производной 
10.8. В основании четырехугольной пирамиды лежит прямоуголь-

ник, одна сторона которого равна , боковые ребра пирамиды равны 
. Найдите наибольшее значение объема таких пирамид.  

a
b

10.9. а) Найдите наибольший объем правильной треугольной 
пирамиды, боковое ребро которой равно .  a

б) Определите длину стороны основания правильной треугольной 
призмы объема , имеющей наименьшую площадь полной поверхно-
сти.  

V

10.10. Диагональ боковой грани правильной четырехугольной приз-
мы равна . Найдите длину бокового ребра, при котором объем приз-
мы наибольший.  

d

10.11. Рассматриваются всевозможные треугольные призмы, каждая 
боковая грань каждой из которых имеет периметр, равный . Найдите 
среди них призму наибольшего объема (в ответе укажите длину боково-
го ребра призмы).  

a

10.12. а) Периметр осевого сечения цилиндра равен 6. Найдите наи-
большее значение объема цилиндра.  

б) Сумма длин радиуса основания цилиндра и его высоты равна 6. 
Найдите наибольшее значение объема цилиндра.  

в) Сумма длин диаметра основания цилиндра и его образующей рав-
на 6. Найдите наибольшее значение объема цилиндра.  

10.13. а) Найдите наименьшее значение площади полной поверхно-
сти цилиндра, объем которого равен 16π .  

б) Сумма площадей боковой поверхности и одного основания ци-
линдра равна 27π . Найдите наибольшее значение объема цилиндра.  

в) Найдите наибольшее значение объема цилиндра, площадь полной 
поверхности которого равна 6π .  

10.14. а) Найдите наибольшее значение объема цилиндра, диагональ 
осевого сечения которого равна 3 .  

б) Найдите наименьшее значение длины образующей конуса, объем 
которого равен 18π .  

в) Найдите наименьшее значение длины образующей конуса, пло-
щадь осевого сечения которого равна 18.  

10.15. Одно из оснований цилиндра является сечением шара, а дру-
гое основание принадлежит большому кругу этого шара. Радиус шара 
равен R . Определите высоту цилиндра, имеющего наибольший объем.  
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10.16. а) Найдите наибольшее значение объема конуса, периметр 
осевого сечения которого равен 8.  

б) Периметр осевого сечения конуса равен 8. Найдите наибольшее 
значение площади боковой поверхности конуса.  

10.17. а) Найдите наибольший объем цилиндра, вписанного в конус 
высотой H  и с радиусом основания R .  

б) Найдите высоту конуса наибольшего объема, который можно 
вписать в шар радиуса R .  

10.18. Найдите значение длины высоты цилиндра, наибольшего объ-
ема, вписанного в шар радиуса R .  

10.19. а) Из всех правильных треугольных призм, вписанных в по-
лусферу радиуса R  так, что плоскость основания призм совпадает с 
плоскостью, ограничивающей полусферу, выбрана призма наибольшего 
объема. Найдите площадь полной поверхности этой призмы.  

б) Из всех цилиндров, вписанных в полусферу радиуса R  так, что 
плоскость основания цилиндров совпадает с плоскостью, ограничи-
вающей полусферу, выбран цилиндр, имеющий наибольший объем. 
Найдите площадь его боковой поверхности.  
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§11. Элементы аналитической геометрии и векторной 
алгебры в пространстве. Метод координат в 

пространстве 
Векторы: сложение и умножение на число 

11.1. а) В параллелепипеде  точка 1 1 1 1ABCDA B C D M  – центр гра-

ни . Выразите вектор 1 1CC D D 1B M
→

 через векторы , , 

.  

1a AA
→ →
= b AB

→ →
=

c AD
→ →
=
б) В призме  точка 1 1 1ABCA B C M −  центр грани . Вырази-

те вектор 

1 1AA B B

1MC
→

 через векторы , , .  a AB
→ →
= b AC

→ →
= 1c AA

→ →
=

11.2. а) Основанием пирамиды  служит параллелограмм 
с центром . Точка 

SABCD
ABCD O M  – точка пересечения медиан треуголь-

ника . Выразите векторы  через векторы , 

, .  

SCD , ,SC AM SO
→ → →

a AS
→ →
=

b AB
→ →
= c AD

→ →
=

б) В пирамиде  ABCD M  – середина ребра BD . Разложите вектор 

 по базису , , .  CM
→

a AC
→ →
= b AD

→ →
= c AB

→ →
=

11.3. а) Основанием пирамиды с вершиной  служит параллело-

грамм . Разложите вектор  по базису , , 

.  

S

ABCD SD
→

a SA
→ →
= b SB

→ →
=

c SC
→ →
=

б) В правильной пирамиде  с вершиной  SABCDEF S AS a
→ →

= , 

, . Выразите вектор  через .  AB b
→ →

= AF c
→ →

= SE
→

, ,a b c
→ → →

11.4. а) В параллелепипеде  , , 

. Разложите векторы  и  по базису .  

1 1 1 1ABCDA B C D 1a AB
→ →
= 1b AD

→ →
=

c AC
→ →
= 1AA

→

1AC
→

, ,a b c
→ → →
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б) В параллелепипеде  1111 DCBABCDA , ,M N P  – центры граней 

, 1 1 1 1A B C D 1 1BB C C ,  соответственно. Выразите вектор  

через векторы , , .  

1 1CC D D 1AC
→

a AM
→ →
= b AN

→ →
= c AP

→ →
=

11.5. Даны два параллелограмма  и  с общей вер-

шиной . Докажите, что векторы 

ABCD 1 1 1AB C D

A 1BB
→

, , 1CC
→

1DD
→

 компланарны. 

11.6. Докажите, что в треугольной пирамиде отрезки, соединяющие 
середины противоположных ребер (скрещивающихся) пересекаются в 
одной точке и в точке пересечения делятся пополам. (На самом деле 
точка пересечения этих отрезков совпадает с точкой пересечения меди-
ан пирамиды (см. предыдущую задачу)). 

Прямоугольная система координат 

11.7. а) Даны три вершины параллелограмма : ABCD (3; 1; 2)A − , 
, (2; 2; 5)B (4;1; 1)C − . Найдите четвертую вершину D .  

б) Центр параллелограмма  имеет координаты , а 
координаты середин сторон 

ABCD (3; 5; 7)
,BC   есть CD ( 1; 0;1)−  и (2; 4; 3)−  соот-

ветственно. Найдите координаты вершин  и A B .  
11.8. Даны точки  и A B :  и число 1 1 1 2 2 2( , , ), ( , , )A x y z B x y z λ . 

Найдите координаты точки  такой, что C :AC CB λ
→ →

= .  
11.9. а) Вершины треугольника имеют координаты (3; 1; 4)− , 

, . Найдите координаты точки пересечения медиан 
треугольника.  
(2; 5; 7) (1; 1; 5)− −

б) Найдите точки пересечения медиан тетраэдра с вершинами 
, , (3; 1; 4)− (5; 2; 0) (3; 3; 3)− , .  (1; 6; 7)

11.10. а) При каких значениях α  и β  векторы {1; α ; β } и 
{α β− ; 5; 4} коллинеарны?  

б) При каких значениях α  векторы {1; 1; 0}− ,  и {2;1;1}
{1; 2 ; 3}α−  компланарны?  
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11.11. а) В правильной призме   ABCA B C′ ′ ′ AB AA a′= = . Точка 
M  – середина ребра BB′ , точка N  – середина ребра CC′ . Найдите 

длину вектора AM NB
→ →

′+ .  
б) В правильной призме   ABCDEFA B C D E F′ ′ ′ ′ ′ ′ AB AA a′= = . 

Найдите длину вектора FA EF
→ →
′ ′+ .  

11.12. а) В правильной пирамиде с вершиной  и основанием 
 . Точка 

S
ABCD AB SA a= = M  – центр грани ,  – центр осно-

вания. Найдите длину вектора .  

SCD O

OM AC
→ →

+
б) В правильной пирамиде с вершиной  и основанием  

 . Найдите длину вектора .  

S ABCDEF

,AB a= 2SA a= SA CF
→ →
+

11.13. а) В четырехугольной пирамиде  основание 
 прямоугольник, 

SABCD
ABCD − 2,SA =  3SB = , 4SC = . Найдите .  SD

б) В треугольной пирамиде  угол SBCD BCD −  прямой, 4,SB =  
, . Найдите расстояние от вершины  до точки  такой, 

что  прямоугольник.  
5SC = 6SD = S A

ABCD −

Скалярное произведение векторов 

11.14. Известно, что | | 2, | | 5a b
→ →

= = , . Найдите: ( , ) 120a b
→ →

∠ = °

а) ( , ;  б) (2)a b
→ →

,3 )a b a b
→ → → →
− + ;  в) | ;  2a b

→ →
+ |

г) 
a b

pr b→ →

→

+
;  д) co .  s ( , 2 )a a b

→ → →
∠ −

11.15. а) Определите значения λ , при которых векторы a bλ
→ →
+  и 

a bλ
→ →
−  перпендикулярны, если | | 3,a

→
=  | | 5b

→
= .  

б) Докажите, что вектор  перпендикулярен век-

тору . 

( , ) ( , )b a c c a b
→ → → → → →

−

a
→
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11.16. а) Векторы  таковы, что , ,a b c
→ → →

0a b c
→ → →
+ + =  и | | 3,a

→
=  

, . Найдите значение суммы ( , .  | | 7b
→

= | | 8c
→

= ) ( , ) ( , )a b b c c a
→ → → → → →

+ +

б) Пусть , ,a b c
→ → →

−  векторы единичной длины и 0a b c
→ → →
+ + = . До-

кажите, что углы между векторами равны .  °120

11.17. а) Найдите угол между ненулевыми векторами  и , если 

известно, что вектор 

a
→

b
→

a b
→ →
+  перпендикулярен вектору , а вектор 

 перпендикулярен вектору .  

6a
→ →
− b

|

2 3a b
→ →
+ 2 3a b

→ →
−

б) Найдите косинус угла между векторами  и  единичной дли-

ны, если известно, что вектор  перпендикулярен вектору 

.  

a
→

b
→

4a b
→ →
+

13 7a b
→ →
−

11.18. а) Найдите косинус угла между ненулевыми векторами  и 

 одинаковой длины, если известно, что | | .  

a
→

b
→

| 0,75a b a b
→ → → →
+ = −

б) Найдите косинус угла между векторами  и , если a
→

b
→

| | 2,a
→

=  

 и | | 3b
→

=
1cos ( , )
3

a a b
→ → →

∠ + = .  

11.19. а) Найдите | , если | |  2a b
→ →
− | 2,a

→
= | | 3b

→
= , .  1,5

b
pr a→

→
=

б) Найдите 
b

pr a→

→
, если | | 6,a

→
=  , | | 8b

→
= | | 1a b

→ →
2− = .  

11.20. а) Найдите угол между ненулевыми векторами  и , если 

известно, что | |  и .  

a
→

b
→

2 | |a b
→ →

= | | | 3a b a b
→ → → →
− = + |

б) Вычислите | , если | ||b
→

| | 3a a b
→ → →

= + = , | 2 | 4 3a b
→ →
− = .  
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11.21. а) В правильной призме 1 1 1ABCA B C  точки M  и  центры 
граней 

N

1 1AA B B  и 1 1BB C C  соответственно. Найдите угол между скре-
щивающимися прямыми AN  и , если известно, что 1C M 1 2AA AB= .  

б) В правильной призме 1 1 1 1ABCDA B C D  точки M  и  центры 
граней 

N

1 1AA B B  и 1 1BB C C  соответственно. Найдите угол между скре-
щивающимися прямыми AN  и , если известно, что 1C M 1 2AA AB= .  

11.22. а) Боковые грани правильной треугольной призмы являются 
квадратами. Найдите угол между скрещивающимися диагоналями боко-
вых граней призмы.  

б) В правильной шестиугольной призме боковое ребро в 2 раза 
больше стороны основания. Найдите угол между скрещивающимися 
диагоналями двух смежных боковых граней призмы.  

11.23. Три луча с общей вершиной образуют углы, все равные α . 
Найдите углы между биссектрисами данных углов.  

11.24. а) Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды в 
два раза больше стороны основания. Найдите угол между скрещиваю-
щимися диагональю основания и апофемой боковой грани.  

б) В правильной треугольной пирамиде  с вершиной  SABC S
2AS A= B . Точки M  и  середины ребер  и  соответственно. 

Найдите угол между прямыми  и 
N AB SC

SM BN .  
11.25. В правильной призме 1 1 1ABCA B C  все ребра равны . Опре-

делите, где на прямых 
a

1BA  и 1AC  следует взять точки M  и , чтобы 
отрезок 

N
MN  осуществлял кратчайшее расстояние между этими прямы-

ми? Чему равно расстояние MN .  
11.26. а) В пирамиде  плоские углы при вершине  равны 
, . Найдите длину отрезка, соединяющего 

вершину 

ABCD A
°60 1, 2, 3AB AC AD= = =

B  с точкой пересечения медиан противоположной грани.  
б) Три диагонали параллелепипеда взаимно перпендикулярны и 

равны соответственно . Найдите длину четвертой диагонали.  , ,a b c
11.27. Все ребра параллелепипеда равны , грани ромбы с углом 
. Найдите наибольшую диагональ параллелепипеда. 

a
°60

11.28. а) Найдите угол между векторами i j
→ →
+  и 2 k j

→ →
− .  
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б) Определите, при каком значении λ  векторы  и 

 перпендикулярны.  

2i j k
→ → →
+ −

(i j kλ
→ → →
+ + )

11.29. а) Найдите величину угла  и длину медианы  тре-
угольника 

A AM
ABC , вершины которого имеют координаты ( 3;1;3)A − , 

, .  (0;2;1)B (4;1;1)C
б) Даны точки (3;1; 2)A − , , (0;1;1)B ( 4;1;2)C − , ( 3;5;0)D − . Най-

дите расстояние между серединой ребра  и точкой пересечения ме-
диан треугольника 

AB
ACD .  

11.30. а) Вектор  составляет с осями абсцисс и ординат углы  

и  соответственно. Определите, какой угол составляет вектор  с 
осью аппликат.  

a
→

°60

°45 a
→

б) Найдите вектор длины 5, составляющий одинаковые углы с ося-
ми координат.  

Уравнение плоскости 
11.31. а) Выведите уравнение плоскости, проходящей через точки 

,  и .  ( 1;2;3)− (0;1;4) (2;3;5)
б) Выведите уравнение плоскости, проходящей через точку 

 параллельно плоскости (3; 2; 5)− − 3 4 2 2001 0x y z+ − + = .  
11.32. Выведите уравнение плоскости, симметричной плоскости 

:  а) относительно точки 3 5 2 7 0x y z+ − + = ( 1;4;3)− ;   
б) относительно оси абсцисс;         в) относительно плоскости .  Oxz
11.33. а) Найдите угол между плоскостями 3 2 4x y z 0− + + =  и 

.  4 5 17x y z+ − + = 0
0б) Найдите угол между плоскостью 3 5 2 7x y z− + − =  и осью 

ординат.   
11.34. а) Выведите уравнения плоскостей, проходящих через концы 

отрезка  перпендикулярно этому отрезку, если AB (3;3; 4)A − , 
.  ( 3;1;0)B −

б) Выведите уравнение плоскости, перпендикулярной отрезку  
и проходящей через его середину, если , 

PQ
(0;4;3)P ( 1;2;5)Q − .  
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11.35. а) Докажите, что расстояние от точки  до плоскости P α  вы-

ражается формулой:  
| ( , ) |( , ) | |

| |n

n PAP pr PA
n

ρ α →

→ →
→

→= = , где n
→
−  нор-

мальный вектор плоскости α , A−  произвольная точка плоскости. 
б) Найдите расстояние от точки ( 1;3;2)−  до плоскости 

.  2 2 4x y z− − + = 0

0 0
11.36. а) Найдите расстояние между плоскостями 

 и 2 3 1x y z+ − + = 2 4 6 1x y z+ − + = .  
б) Найдите расстояние между плоскостью 2 3 5 0x z− − =  и осью 

ординат.  
11.37. а) На оси абсцисс найдите все точки, которые вдвое ближе к 

плоскости , чем к плоскости 1 0x y z− + + = 3 0x y z+ − + = .  
б) Выведите уравнение плоскости, находящейся на одинаковом рас-

стоянии от плоскостей 2 3 4 0x y z− + + = 6 1 0x y z и 4 2− + − = .  
11.38. Найдите высоту  пирамиды , если AH ABCD (1; 2;3)A − , 

, (0; 1;4)B − (3;3; 4)C − , ( 2;0;1)D − .  
11.39. В прямоугольном параллелепипеде  1 1 1 1ABCDA B C D 1AB = , 

, . Точка 1 3AA = 2AD = M −  центр грани . Найдите: 1 1 1 1A B C D
а) расстояние от вершины  до плоскости ;  1D 1 1A C D
б) угол между плоскостями  и ;  1 1A C D 1 1AA D
в) угол между прямой  и плоскостью .  AM 1 1A C D
11.40. В правильной пирамиде  с вершиной  сторона ос-

нования равна  6, высота равна 8. Точки 
SABCD S

M  и N  лежат на ребрах SD  и 

 соответственно, причем SC 1
3

SM SD= , 
1
2

SN SC= . Найдите: 

а) расстояние от вершины  до плоскости ;  S AMN
б) угол между плоскостью  и плоскостью основания;  AMN
с) угол между прямой CM  и плоскостью BSD . 
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Уравнение прямой в пространстве 
11.41. а) Напишите канонические и параметрические уравнения пря-

мой, проходящей через точки (1;3; 2)−  и .  (2;5;7)
б) Составьте уравнение прямой, проходящей через точку (3;2; 5)−  

параллельно прямой 
1 2

3 4 2
x y z− +

= =
−

.  

11.42. Найдите угол между прямыми 
1 3

2 3 2
x y z− +

= =
−

 и 

3x t= + , , 2y t= − 1z t= + .  
11.43. Найдите расстояние от точки  до прямой : P l

а) , l : (1;3; 2)P −
1 1

2 1 3
x y z− +

= =
− −

;  

б) , : (0;2; 1)P − l 2x t= − , 3 2y t= + , 4z t= .  
11.44. Найдите расстояние между параллельными прямыми  и : 1l 2l

а) : 1l
1 1

3 4 2
x y z− +

= =
−

; : 2l
1 2

3 4 2
x y z+ +
= =

−
; 

б) : 1l 2 3 , 1 4 , 2x t y t z t= + = − + = ; : 2l 7 3 , 1 4 ,x t y t= + = +  3 2z t= + .  

Прямая и плоскость в пространстве 
11.45. а) Составьте уравнение прямой, проходящей через точку 

 перпендикулярно плоскости .  (3; 1;2)− 2 4 5 2001x y z+ − + = 0
б) Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 

 перпендикулярно прямой ( 2;3;4)− x t= , 3y t= − , 4 2z t= + .  
11.46. Выведите уравнение плоскости, проходящей через прямую  
1 3

2 3 2
x y− +

= =
−

z
 и точку ( 1;4;1)− .  

11.47. Спроектируйте:  

а) точку  на прямую (0; 3;5)−
1 2

3 1
x y z 2

2
− − −

= =
−

; 

б) точку (3;5; 4)−  на плоскость 2 3 53 0x y z+ − − = ; 
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в) прямую 
1 3

3 1
x y z 9

5
− + −

= =
−

 на плоскость 2 3 6 0x y z− + − = .  

11.48. а) Найдите точку, симметричную точке ( 3;1;5)−  относитель-
но плоскости 2 3 1x y z 0+ − + = .  

б) Найдите точку, симметричную точке (4; 0; 1) относительно пря-

мой 
2 3

1 2 3
x y z− + −

= =
−

9
.  

11.49. Докажите, что расстояние от точки ( , , )p p pP x y z до плоско-

сти α :  (см. задачу 11.35) можно выразить фор-

мулой: 

0Ax By Cz D+ + + =

2 2 2

| |
( , ) p p pAx By Cz D
P

A B C
ρ α

+ + +
=

+ +
. 

11.50. а) Выведите уравнение плоскости, равноудаленной от прямых 
2x y z= =  и 3 , 2 2 , 1 3x t y t z t= − = + = − + .  
б) Выведите уравнения плоскостей, находящихся на расстоянии 5 от 

плоскости .  2 2 5x y z+ − + = 0
11.51. а) Дан куб  с ребром, равным 1. Через пря-

мую 
1111 DCBABCDA

1B C  проведена плоскость, пересекающая ребро  и составляю-
щая угол  с прямой . Определите, в каком отношении эта плос-
кость делит ребро .  

AB
60° 1A B

AB
б) Дан куб  с длиной ребра 1. На ребрах 1111 DCBABCDA 1BB  и 

 взяты точки  и  соответственно, причем 1DD K P 1: 1BK B K : 3= , 
. Плоскость, проведенная через точки  пересекает 

диагонали  и 
1DP PD= , ,A K P

1A D 1B C  в точках M  и T . Найдите длину отрезка MT .  

Уравнение сферы  

11.52. Дана сфера 2 2 2 2x y z R+ + =  и плоскость 
. При каком условии на коэффициенты в уравне-

нии плоскости сфера касается этой плоскости?  
0Ax By Cz D+ + + =

11.53. а) Составьте уравнение сферы с диаметром , где 
, .  

AB
( 1;3;1)A − (2;0;5)B
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б) Составьте уравнение сферы, проходящей через точки (3; 1; –2), 
(7; –3; 4), (2; –8; 4), (4; –4; 8).  

11.54. а) Составьте уравнение сферы, с центром (–3; 1; 2), касаю-
щейся плоскости 2 3 3 4x y z 0+ − + = .  

б) Составьте уравнения сфер радиуса 6, касающихся плоскости 
 в точке (1; 1; 2).  2 2 3x y z− − + = 0

9

11.55. а) Составьте уравнения двух сфер равного радиуса, касаю-
щихся друг друга, с центрами в точках (1; –3; 1) и (5; 1; –7).  

б) Составьте уравнение сферы, с центром (1; –8; 9), касающейся 
сферы: .  2 2 2( 2) ( 1) 1x y z+ + − + =

11.56. а) Дан куб  с ребром 1. Найдите радиус сфе-
ры, проходящей через вершину , середины ребер , 

1111 DCBABCDA
A CD 1BB  и центр 

грани .  1 1 1 1A B C D
б) Дан куб  с длиной ребра . Точка 1 1 1 1ABCDA B C D a E −  середина 

ребра , точка 1 1C D F −  середина ребра 1 1B C . Найдите радиус сферы, 
проходящей через точки , , ,E F A C .  

11.57. Ребро куба  равно 1. Сфера с центром внутри 
куба проходит через вершины 

1111 DCBABCDA

1B , , касается ребра  и грани 
. Найдите ее радиус.  

1D 1AA
ABCD

11.58. а) Дан куб  с ребром 1. На ребре  как на 
диаметре построена сфера. Вторая сфера, лежащая внутри куба, касает-
ся первой сферы и граней трехгранного угла с вершиной . Определи-
те радиус второй сферы.  

1 1 1 1ABCDA B C D AD

1A

б) Дан куб  с ребром 1. Центр сферы радиуса 1 на-
ходится в вершине 

1 1 1 1ABCDA B C D
D . Вторая сфера, находящаяся вне куба, касается 

первой сферы и граней трехгранного угла с вершиной . Определите 
радиус второй сферы.  

1A
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ 
§1. Прямые и плоскости в пространстве 

1.2. в) Нет. 1.12. а) 27; б) 15. 1.14. Либо все три прямые парал-
лельны между собой, либо все три пересекаются в одной точке. 1.19. а) 

7 см; б) bca −+ . 1.22.  и  – 
скрещивающиеся прямые. 1.23. Указание. 
Заключите прямые  и  в параллельные 
плоскости. 1.24. а) Нет; б) плоскость, па-
раллельная данным прямым. 1.31 б) Ука-
зание. Воспользуйтесь результатом задачи 
1.13б. 1.32. в) Указание. Проведите через 
некоторую точку плоскости прямые, па-
раллельные данным. 1.34. Указание. Вос-
пользуйтесь результатом задачи 1.33 (см. 
рис. 1). , 

PQ 1AA

a b

1 1AC A B⊥ 1AC BD⊥ . 1.39. 16 
см и 4 см. 

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C

Рис. 1 

§2. Углы между прямыми в пространстве, прямой и 
плоскостью, между плоскостями 

2.1. а) ; б) все углы равны 60° 1arccos
3

; в) 1arctg
2

. 2.2. а) ; 

б) 

90°

15arccos
15

. 2.3. а) 3 3arccos , 2arccos
4 4

; б) 
2 42arccos

4
k k+ +

, 

2 43arccos
4

k k+ +
; 

2 3 3;
3 2

k
⎡ ⎞

∈ ⎟⎢ ⎟
⎣ ⎠

. 2.5. ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −++
ac

dcba
2

arcsin . 

Указание. Постройте прямоугольник 

2222

BCDE . Искомый угол равен углу 
между прямыми  и AB BE . 2.6. а) arccos(1/ 50) ; б) .  arccos0,1

2.7.а) 
6
π

; б) sinarcsin
2
ϕ⎛

⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ . 2.8. а) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
sinarcsin α

. б) 2arccoscos
2
α
=  

sin( / 2)2arcsin
2
α⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 2.9. а) arcsin sin( + )sin( )α β α β− ;  
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б) arcsin sin( + )sin( )α β α β− . Указание. Сведите задачу к задаче 

пункта а). 2.10. 5 sinarcsin
2

ϕ
. 2.11. Указание. Воспользуйтесь ра-

венством треугольников. 2.13. а) ( )arcsin sin sinα β⋅ ;  

б) 2 2arcsin sin + sinα β . 2.14. 2 2arccos
4
+

.  

2.15. а) cosarccos
cos / 2

α
α

; б) cosarccos
cos( / 2)

β
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 2.16. ctg ctgα β− ⋅ . 

2.17. а) 3arccos
11

; б) 3arccos
11

; в) 1arccos
65

.  

2.18. а) 1arccos
7

. Указание. Воспользуйтесь формулой площади ор-

тогональной проекции фигуры на плоскость. б) 1arccos
7

.  

2.19. а) tgarctg
sin( / 2)

β
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; б) 2 tgarctg
3
β⋅⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

§3. Расстояние между объектами в пространстве 

3.1. . 3.2. а) 2,5; б) 0,5CD a= 15 . Указание. Вершина пирамиды 

проектируется в центр вписанной окружности. 3.3. а) 2,5; б) 21 15
10

. 

3.4. а) 2 22b a− . Указание. Точка M  проектируется на биссектрису 

угла. б) 37 . 3.5. 2 2 2 2 cosa b c ab α+ + − . 3.6. 23
2

R
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Ука-

зание. Опустите перпендикуляры из центров фигур на прямую пересе-

чения плоскостей. 3.7. 2( 5 7)+ . 3.8. а) 24
5

; б) 3
5

. 3.9. а) 46
41

;  
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б) 
11
2

; в) 
2

a
. 3.10. 

2

sin( / 2)

1 sin ( / 2)

a α

α

⋅

+
. 3.11. 

2

2 1

2 ( 1) 1

ka
k

+
⋅

+ +
. 3.12. 

2 2

(2 1)

2 ( 1)

ah k

a k h

+

+ + 2
. 3.13. а) 

2 23
2

a l a
l
−

; б) 
2 2

2
3

16 5
l aa
l a
−

⋅
− 2 . 3.14. а) 

22 43

3

ba

ab

+
; б) 

2 23
2

a b a
b
−

. 3.15. а) 
2 22
2

a l a
l
−

; б) 
2
a

 и 

2 2

2 2
4 2
4
l aa
l a
−

⋅
−

;  в) 
2 2

2 2
4 2
4
l aa
l a
−

⋅
−

.  3.16. а) 
2 2

2 2
2

16 6
l aa
l a
−

⋅
−

;  

б) 
)4(2

2
22

22

ab

aba

−

−
. 3.17. 

2 2 2 2 2 2

abh

a b a h b h+ +
. 3.18. Два варианта: 

10
10

a
 и 

70
35

a
. 3.19. а) Два варианта: 3

2
a

 и 
2 2

2 2
3 32
4
l aa
l a
−

⋅
−

;  

б) четыре варианта: 
2 2

2
a l a

l
−

, 
2 2

2 2
3 3
4
l aa
l a
−

⋅
−

, 
2 2

2 22
4 3
l aa
l a
−

⋅
−

, 

2 23
2

a l a
l
−

. 3.20. 
22 4

2

cb

bc

+
. 3.21. 

2

2 2

3

4 3

a h

h a+
. 3.22. 

72
3a

.  

3.23. а) 3a ; б) 3
2

a
;  

в) 
2 2

3

2 4

ah

h a+
; г) 

2 2

2 3

4 3

ah

h a+
.  

3.24. Указание. Поместите скрещиваю-
щиеся прямые  и  в параллельные 
плоскости (см. рис. 2). Выведите форму-

лу: 

a b

2 2 2sinMN d x ϕ= + . 3.25. а) 12; 
б)  8.  
a

B

β

α

A

N

M

M1ϕ
a1

b

x

d

Рис. 2
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§4. Построения в пространстве 
4.16. а) См. рис. 3. Указание. Плоскость , содержащая диа-

гональ куба 
1 1AB C

1B D  перпендикулярна диагонали грани . б) См. рис. 
4. Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 1.33. 

1DD C

1||MN AC .  

4.17. Окружность, диаметром которой служит отрезок 1MA , где точка 
 ортогональная проекция данной точки  на плоскость 1A − A α . 4.18. 

Треугольник, четырехугольник и шестиугольник. Сечение куба не мо-
жет быть правильным пятиугольником, так как у сечения, имеющего 
больше трех сторон, найдется хотя бы одна пара параллельных сторон, а 
у правильного пятиугольника параллельных сторон нет. 4.19. а) Секу-
щая плоскость должна быть параллельна противоположным ребрам тет-
раэдра. б) Секущая плоскость должна делить ребро, соединяющее про-
тивоположные ребра, в отношении, равном отношению длин противо-
положных ребер. 4.37. а) Указание. Проведите через прямые  и  
параллельные плоскости. Если точка 

a b
M  не лежит ни в одной из этих 

плоскостей, то можно провести через одну из прямых и точку M  плос-
кость γ . Плоскость γ  пересечет другую прямую в точке . Прямая 

искомая. б) Указание. Проведите через прямые  и  парал-
лельные плоскости. Прямая  не может лежать ни водной из этих плос-
костей. Через произвольную точку этой прямой можно провести пря-
мую , пересекающую  и  (см. пункт а) этой задачи). 4.38. Указа-
ние. а) Постройте плоскость 

K
KM − a b

c

d a b
α  и в ней четыре различные прямые 

N

M

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C

    

N

M

A

B

D1

B1

A1

D

C1

C

Q
P

 
         Рис. 3         Рис. 4
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, ,a b c  и , пересекающиеся в одной точке; б) смотри пункт а). 4.39. 
Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 4.37б. 4.40. б) Указание. 
Воспользуйтесь результатом задачи 5.5а. 4.41. Указание. Постройте 
след 

d

M  прямой  на плоскости AB α , образованной прямыми  и . 

Множество точек 

a b

P α∈  таких, что MA MB MP MQ
→ → → →

⋅ = ⋅ , где 
 – окружность. Точки пересечения этой окружности с пря-

мой  – искомые. 4.42. Указание. Постройте общий перпендикуляр 
Q b MP= ∩

a
MN  данных прямых. На каждой прямой по обе стороны от точек пере-

сечения с перпендикуляром на расстоянии 
2

MN
 возьмите точки. Эти 

точки будут являться вершинами правильного тетраэдра. 4.43. Указа-
ние. Через каждые две прямые проведите параллельные плоскости.  

§5. Геометрические места в пространстве 
5.1. а) Плоскость, перпендикулярная отрезку, соединяющему данные 
точки, и проходящая через его середину; б) если точки лежат на одной 
прямой, то ГМТ – пустое множество; иначе – прямая, перпендикулярная 
плоскости точек и проходящая через центр окружности, содержащей 
эти точки; в) плоскость, перпендикулярная плоскости прямых и прохо-
дящая через середину любого отрезка с концами на этих прямых; г) две 
плоскости, перпендикулярные плоскости прямых и содержащие биссек-
трисы углов, образованных этими прямыми; д) биссектральные плоско-
сти двугранных углов, образованных данными плоскостями. 5.2. а) 
прямая, перпендикулярная плоскости треугольника и проходящая через 
центр вписанной в него окружности; б) прямая, перпендикулярная 
плоскости фигуры и проходящая через центр описанной около нее ок-
ружности. 5.3. Плоскость, параллельная данным, проходящая через се-
редину общего перпендикуляра к данным плоскостям. 5.4. Линии пере-
сечения биссекторных плоскостей между α  и β , α  и γ , β  и γ  (че-
тыре прямые). Исключение составляет случай, когда , ,α β γ  пересека-
ются по одной прямой. 5.5. а) Плоскость α , параллельная прямым  и 

, проходящая через некоторую точку  такую, что 
a

b C : :AC CB m n= , 
где A a∈ , B b∈ . б) Окружность в плоскости α  (см. пункт а) настоя-
щей задачи), центр которой лежит на общем перпендикуляре прямых  
и . 5.6. При 

a
b a d<  ГМТ – пустое множество; при a d= −  все точки, 
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лежащие между плоскостями; при  две плоскости, 
параллельные 

a d> −
α  и β , проходя-

щие на расстоянии a d−  от край-
ней из них. 5.7. а) Биссекторы 
двух двугранных углов, образо-
ванных одной из граней данного 
угла и плоскостью, параллельной 
другой грани и удаленной от нее 
на . б) Часть плоскости, образо-
ванной прямыми  и , парал-
лельными ребру и лежащими в 
гранях на данном расстоянии  

от него – между прямыми. 5.8. а) Окружность (см. рис. 5) с центром  

радиуса 

a
a b

d
O

2 20,5r a− , где 2 2 2 2

m
B

α

A

M
A1

n
O B1

Рис. 5. 

r k m n= − − 1 1 2A B, a= , точка O −  
середина отрезка 1 1A B . 5.9. Окружность, пересекающая прямую 1 1A B  
под прямым углом в двух точках, делящих отрезок 1 1A B  в отношении 

 внутренним и внешним образом, где :m n 1A  и 1B −  ортогональные 
проекции точек  и A B  на α , 

1AA m= , 1BB n= . 5.10. Пучок 
прямых с центром в точке , ле-
жащих в плоскости образованной 
параллельными прямыми , 
параллельными ребру  (см. рис. 
6). Прямые  можно прово-
дить по разные стороны от ребра 

. 5.11. Два пучка прямых с цен-
тром в точке , лежащих в двух 
плоскостях 

A

1 2||a a

2

a
1 ||a a

a
A

α  и β , проходящих 
через точку  на одинаковом расстоянии  от данной прямой . 
5.12. Два пучка прямых с центром в точке , лежащих в двух плоско-
стях 

A d a
O

α  и β , перпендикулярных плоскости, образованной прямыми 
 и  (1 ||a a 1 ||b b 1O a b1= ∩ ), и проходящими через биссектрисы углов 

образованных прямыми  и . 5.13. а) Сфера, диаметром которой 1a 1b

Bβ A

a2a

α
C

a1

 
Рис. 6 
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является данный отрезок; б) окружность, расположенная на плоскости 

α  и имеющая радиус 
2

2
12

ABR OO⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где точка O −  середина 

отрезка , AB 1O −  ортогональная проекция точки  на плоскость O α . 
5.14. Внутренность шара, ограниченного данной сферой. 5.15. Пусть 
B −  проекция точки  на прямую l . Искомое ГМТ – пересечение сфе-
ры, построенной на  как на диаметре с плоскостью, проходящей 
через точку  перпендикулярно прямой . 5.16. Если прямые парал-
лельны или совпадают, то искомое ГМТ – две параллельные плоскости. 
Если они не параллельны, то искомое ГМТ – бесконечная цилиндриче-
ская поверхность с прямоугольным сечением, ось которой перпендику-
лярна каждой из прямых и проходит через точку . Диагонали прямо-
угольника, являющегося сечением поверхности, равны , где 

A
AB

A l

O
2l l −  по-

стоянная величина из условия. 5.17. Пусть R  и r −  радиусы данных 
сфер ( )R r> , а точки  и A B −  их центры, AB a= . Пусть точка N  на 

отрезке  взята так, что . Тогда искомое 
ГМТ – кольцо, лежащее в плоскости, перпендикулярной  и прохо-
дящей через точку 

AB 2 2 2(AN ) / 2r a a= − +R
AB

N . Центры окружностей этого кольца совпадают с 
точкой N . 5.18. Две окружности на данной сфере, пересекающиеся в 
точках  и A B . Точки  и A B  исключаются. 5.19. Пусть H −  точка 
пересечения высот треугольника  и ABC L −  основание высоты, опу-
щенной из точки  на A BC . Искомое ГМТ – построенная на отрезке 

 как на диаметре окружность, плоскость которой перпендикулярна 
плоскости . 5.20. Пусть 
HL

ABC D −  точка симметричная  относитель-
но середины отрезка . Если угол C  тупой, то искомое ГМТ – пусто. 
Если угол  острый, то искомое ГМТ – сфера с центром в точке 

C
AB

C D  и 

радиусом 2 2(CD AB− ) / 2 . 5.21. Эти плоскости высекают на плоско-
сти α  треугольник. На этой плоскости надо взять центр описанной и 
центры вневписанных окружностей около этого треугольника. Искомое 
ГМТ – четыре прямых, перпендикулярных плоскости α , каждая из ко-
торых проходит через одну из указанных точек. 5.22. Пусть  и 

данные прямые, и 
k

l − A k∈ . Пусть B −  точка пересечения прямой  с 
плоскостью 

l
α , проходящей через точку A перпендикулярной l . И - и с
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комое ГМТ – окружность, построенная на диаметре  в плоскости AB
α . 5.23. Искомое ГМТ – цилиндр, диаметрально противоположными 
образующими которого являются прямая  и прямая , проходящая 
через точку  параллельно . Прямые  и  следует исключить. 5.24. 
Через каждую из вершин данного треугольника  следует провести 
две прямые, перпендикулярные сторонам, содержащим эту вершину. 
Искомое ГМТ –  внутренность шестиугольника, ограниченного этими 
прямыми. 5.25. Две плоскости, каждая из которых проходит через одну 
из биссектрис углов, образованных данными прямыми в плоскости, их 
содержащей и перпендикулярных последней. 5.26. Искомое ГМТ – 
часть сферы радиуса 

l k
A l k l

ABC

2R  с центром в начале координат, ограниченной 
плоскостями ,x R=  ,y R=  z R= . 5.27. Пусть  и P Q −  точки пере-
сечения продолжений противоположных сторон четырехугольника 

. Искомое ГМТ – сфера с диаметром . Точки ее, лежащие в 
плоскости четырехугольника, следует исключить. 5.28. Пусть  и 
ABCD PQ

K L −  
точки пересечения продолжений диагоналей  и AC BD  с прямой . 
Искомое ГМТ – сфера с диаметром . Точки ее, лежащие в плоскости 
четырехугольника, следует исключить. 5.29. Пусть 

PQ
KL

O −  центр окруж-
ности, вписанной в какое-либо осевое сечение конуса. Искомое ГМТ – 
боковая поверхность конуса с вершиной  и образующей , где 

 какая-нибудь точка на окружности основания исходного конуса. 
5.30. а) Внутренность шара, ограниченного данной сферой; б) все про-
странство. 5.31. а) и б) Внутренность данного трехгранного угла. 

O OA
A−

§6. Призма 

6.1. а) 7; б) 14; в) 52. 6.2. а) 7. 6.3. 
4

33 2a
. 6.4. 120 . 6.5. ° 33 3d . 

6.6. 1/ 3 . Указание. Воспользуйтесь результатом задачи 1.34. 6.7. а) 

1:5; б) 7:5; в) 2

6
41 a . Указание. Вычислите длины сторон и одной из  

диагоналей сечения. 6.8. )sin(sinarccos βα . 6.9. ( )arccos tg( / 2)α .  

6.10. 
22 ba

ab

+
. 6.11. 2 22 sin cos 2m mα α⋅ S+ . 6.12. а) 

23
2 2

a
;  

 224



б) 
238

6
a

. 6.13. 
24

177 2a
. 6.14. 

2
2 22

2
a a b

b
+ . 6.15. б) ( 3)n n − . 

6.16. 22 P Q+ 2 . 6.17. а) 
33 3

10 5
d

; б) . 6.18.. 23a
4
1arccos .  

6.19. а) 26 3 ctgh α ; б) 
3

2ctg tg
2 2

d α β⋅ ⋅ . 6.20. а) 216 ;  

б) 34 3 sin cosQ ϕ ϕ⋅ ⋅ ⋅ . 6.21. 
β
α

cos
sinab

. 6.23. б) 60; в) αsinabc . 

 6.24. а) 432 см2; б) 36(3 3)+  см2; в) 160 3  см2.  

6.25. cos2 ,abc α−  где 45 135α° < < ° . 6.26. 
2

3b
. 6.27. а) 

3

2
a

;  

б) 3 32 sin sin sin
2 2

a
2

α α α
. 6.28. SH

2
1

. 6.29. 1
3

.  

6.30. 2 sin sin sin sin
2 2 2

abc
2

α β γ β γ α α β γ α γ β+ + + − + − + −
⋅ ⋅ ⋅ . 

6.31. а) 3 15  и 6 15 ; б) 9 2  и 9. 

§7. Пирамида 

7.1. а) 
21 tg ( / 2)arccos
2
α−

; б) 2arccos tg
2
απ ⎛ ⎞− ⎜

⎝ ⎠
⎟ . 7.2. 

2
a

. 7.3. а) 24; 

б) 6. 7.4. а) 
22 12

3

ha

ah

+
; б) 

224

2

ah

ah

+
. 7.5. а) 

36 2,
3 12

a a
; б) 

,
2

a
 

3

3 2
a

. 7.6. 
2

15arccos −
. 7.8. 

2
2 2 2

2
cos( / ) 4 sin

24 sin ( / )
na n b a

nn
π π
π

− . 

7.9. а) sin ctg ctg
2 n
ϕ πα = ⋅ ; б) sin( / 2)cos

sin( / )n
γα
π

= ; в) tg tg cos ,
n
πα β=  

( )α β< ; г) cos tg ctg
2 n
γ πβ = ⋅ ; д) 2 cos( / 2)tg

cos cos(2 / )n
ϕβ

ϕ π
=

− −
; е) 
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cos( / )sin
2 cos( / 2)

nϕ π
γ

= . 7.10. а) 
3 tg ctg( / )
24sin( / )

na n
n

α π
π

⋅ ⋅
; б) 

3
2tg ctg

24
na

n
πβ⋅ ⋅ ; 

в) 
3ctg( / ) cos cos(2 / )

24 2 sin( / ) sin( / 2)
na n n

n
π γ π

π γ
− −

⋅
; г) 

3 22 ctg ( / )cos( / 2)
24 cos cos(2 / )

na n
n

π ϕ
ϕ π− −

.  

7.11. а) 
2ctg( / )
4cos

na nπ
β

; б) 
2ctg( / 2)

4
na γ

; в) 
2 2 2tg cos ( / )

4sin( / )
na n

n
α π

π
+

;  

г) 
22 cos( / )

4 cos cos(2 / )
na n

n
π

ϕ π− −
. 7.12. 32arctg

k
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 7.13. 

3 3

2 2 2 2

2,25

( ) 4

p q

p q p q

⋅

− −
. 7.14. 

24 cos
1 cos
h ϕ

ϕ
−

+
. 7.15. а) 2:1; б) 3:13. 7.16. 

ab
16

25
. 7.17. а) 21 15

10
; б) 35 . 7.18. а) 48; б) 30 3 . 7.19. а) 

3
34

; 

б) 
16
1522 . 7.20. а) В . 7.21. kmn abc

ab bc ac+ +
. 7.22. а) 4

3
; б) 2

5
SL
LC

= . 

7.23. а) 2 2 2 2 2 21 ( )
2

ab bc ac a b b c a c+ + + + + ; б) 21 55  ; в) 2см

2 ( 7 6)
2

a +
. 7.24. а) abc

6
1

; б) 1 2 32
3

S S S
; в) 2

3
abc

. 7.25. 
10
3

. 

7.26. arctg 5 . 7.27. 16. 7.28. а) 324; б) 2. 7.29. а) 3

6
5 a ; б) 19:197; в) 

( 111122
6

abbabaabh
+++ ) . Указание. Разбейте фигуру на пирамиды. 

7.30. а) 7 ; б) 9 51
4

. 7.31. а) ; б) 8 2 34
7

.  7.32. а) 4 34
3

; б) 

5 2 6
4

+
. 7.33. а) 108; б) 32.  7.34. а) 

3
)(3 22 abc −−

; б) 
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2 23 ( )
3

h b a+ −
.  7.35. а) 

3 3
2tg 1

6
a b α−

⋅ − ; б) 
3 3

tg
3 2

a bV α−
= ⋅ , 

arctg( 2 tg )ϕ α= . 7.36. а) 
3 3

tg
12

a b α−
⋅ ; б) 

2 2
2 23

4 cos
a b a b

α
⎛ ⎞−
⋅ + +⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟ .  7.37. Решение. По трем данным плоским 

углам можно построить трехгранный угол, если 
0 ,α β γ< < + 0 ,β α γ< < +  0 ,γ α β< < +  0 α β γ π< + + < . Для 
вычисления двугранных углов достаточно воспользоваться теоремой 

косинусов: 
cos cos coscos

sin sinA
α β γϕ

β γ
−

= ; 
cos cos coscos

sin sinB
β α γϕ

α γ
−

= ; 

cos cos coscos
sin sinC
γ α βϕ

α β
−

= . Решением задачи будут являться значе-

ния ,A Bϕ ϕ  и Cϕ , удовлетворяющие системе неравенств: 0 ,Aϕ π< <  
0 ,Bϕ π< <  0 ,Cϕ π< <  .A B Cϕ ϕ ϕ π+ + >  7.38. Решение. Пусть да-
ны три двугранных угла , ,A B Cϕ ϕ ϕ . Задача о нахождении плоских уг-
лов , ,α β γ  трехгранного угла решается с использованием формул: 

cos cos coscos
sin sin
A B C

B C

ϕ ϕ ϕ
α

ϕ ϕ
+

= ; 
cos cos coscos

sin sin
B A C

A C

ϕ ϕ ϕ
β

ϕ ϕ
+

= ; 

cos cos coscos
sin sin
C A

A B

Bϕ ϕ ϕγ
ϕ ϕ
+

= . Задача имеет решение и притом един-

ственное, если 3A B Cπ ϕ ϕ ϕ π< + + < . Полученные значения углов 
, ,α β γ  должны удовлетворять условиям: 0 ,α β γ< < +  0 ,β α γ< < +  

0 ,γ α β< < +  0 α β γ π< + + < . 7.39. Решение. Третий плоский угол 
находится из формулы (теорема «косинусов»):  
cos cos cos sin sin cos Cγ α β α β ϕ= + . Два остальных двугранных угла  

Bϕ  и Cϕ  можно найти из формул: 
cos cos coscos

sin sinB
β α γϕ

α γ
−

=  и  
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cos cos coscos
sin sinC
γ αϕ

α β
−

=
β

. 7.40. Указание. Задача решается анало-

гично предыдущей. 7.41. Решение. Угол Bϕ  находим из теоремы «си-

нусов» для трехгранного угла 
sinsin sin
sinB A

βϕ ϕ
α

= . Далее задача ре-

шается с использованием формул: 
cos cos coscos

sin sin
A B C

B C

ϕ ϕ ϕ
α

ϕ ϕ
+

= ; 

cos cos coscos
sin sin
B A C

A C

ϕ ϕ ϕ
β

ϕ ϕ
+

= ; 
cos cos coscos

sin sin
C A

A B

Bϕ ϕ ϕγ
ϕ ϕ
+

= . 7.42. 

2arccos( cos )α− . 7.43. cosarccos
sin( / 2)

α
α

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟

2

.  7.45. Тупой.  7.47.  Не 

существует, так как каждый его плоский угол меньше суммы двух дру-
гих плоских углов; в частности, должно быть 3α α α< + , что не вы-

полняется. 7.49. cos sin sin
cos cos
α β γ

β γ
−

. 7.50. arccos(sin sin )α β . 

§8. Круглые тела (цилиндр и конус) 
8.1. а) 10 ; б) 8. 8.2. а) 48; б) 125π . 8.3. б) Задача имеет решение, если 

2R H> . Сторона квадрата равна  или H
2

22
2

HR + .  8.4. 
3

a
. 8.5. 

3(tg tg )Rπ β α− . 8.6. 14 . 8.7. cos 2
2 sin
h α

α
−

. 8.8. а) 63; б) 4. 8.9. а) 

7arccos
130

; б) 23
41

. 8.10. 1arccos
26

π − . 8.11. а) 2π ; б) 1
3

− .  8.13. 

2sin( / 2)arcsin
3
α α⎛ ⎞

±⎜
⎝ ⎠

⎟ . 8.14. 
3310
332

+
−

π
π

. 8.15. а) ;  б) 60°

π
α
2

arcsin2 . 8.16. 22arctg
3

. 8.17. а) ; б) если °150 2
2
πα ≤ , то наи-

большая площадь равна 20,5 sin 2l α ; если 2 / 2α π> , то наибольшую 
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площадь, равную  имеет сечение плоскостью, составляющей с 

осью угол, равный 

2 / 2l

arccos( 2 cos )α . 8.18. 3
27
2 3Lπ . 8.19. а) 24;  б) 

22arctg
3

. 8.20. а) 12 41 ; б) 
3
7

3
π

. 8.21. 
2

cossin2 2 αα
π
V

. 8.22. а) 

2
2

RH
RH
+

; б) 39
8

aπ . 8.23. 3

15
32 a . 8.24. arccos R

h
.  8.25. 2

3
π . 8.26. 

sin( / 2)arcsin
sin( / 2)

α
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 8.27. а) sin2arctg
cos2

α
α

, если 2
2
πα > ; б) 

2arctgsinα . 8.28. 
3
π

. 8.29. 32arctg
2

.  8.30. а) 
37 2

3
dπ

; б) 

34 5 dπ . 8.31. а) 4
9
V

; б) 
( )

1 2
2

1 2

V V

V V

⋅

+
. 8.32. 7

4
π

. 8.33. 6 7 . 8.34. 

316 3r . 8.35. 
211

4
Rπ

. 8.37. а) 3
18

( 3 2)+
; б) 31

3
V

⎛ ⎞
⋅ −⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟ . 8.38. а) 

2 31
9

V
⎛ ⎞
⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

; б) 19
27

V
. 8.39. 1:3 или 

5
525 +

. Указание. Пусть R −  

радиус основания конуса, r −  цилиндра. Тогда, задача сводится к ре-
шению уравнения 3 2 3 /8 0r r R R− + = . Положительные корни этого 

уравнения 1 2
Rr =  и 2

(1 5)
4

Rr +
= . 8.40. а) π6,16 ; б) Qπ4 . 8.41. а) 

3 22 sin 2
3

bπ α ;  б) 
2

32 sin
3 cos

b απ
α

; в) . 32 sin sin( / 2aπ β β )

§9. Круглые тела (сфера и шар) 

9.1. а) 10; б) 12. 9.3. а) 
2 2

2 8
R ar = + . 9.4. а) 125

8
; б) 176. 9.5. а) 

2 2
1 2R r r= + ; б) (10 4 2) /17R + −  радиус большего сечения. Ука-
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зание. Учтите расположение центра шара и меньшего сечения относи-

тельно большего сечения. 9.6. а) 
2

2

12
aR − ; б) 

2
2 3

4
aR − . 9.7. б) 

3Rπ . 9.9. а) 
2

3a
; б) 6

4
a

. 9.10. а) 2 sinAB R ϕ= . Указание. 

Опустите из точки B  перпендикуляр на α ; б) 
2 22 sinR l R
l n

π−
⋅ . 

9.11. а) 1 2

1 2

2R R
R R+

; б) 1 22 R R ; в) 
( )

1 2
2

1 2

R R

R R+
. 9.12. а) 3 3

4
, 3 , 

3 3 ; б) 
c

ab
2

, 
a

bc
2

, 
b

ac
2

. 9.13. а) 
3
R

; б) 
3

5R
. 9.14. 

2
R

 или 
3
2
R

. Указа-

ние. Проекция прямой  на плоскость a α  содержит среднюю линию 
треугольника с вершинами в точках касания шаров плоскости. 9.15. а)  

2

12arcsin
2

m

m m

−

+
, 

1 1
4

m< < ; б) 
2 2

2
1 sin 3sin sin

cos
r R

4α α α
α

+ ± +
= ⋅ .  

9.16.а)
18
5arccos ;  б) 7arcsin

3 6
. 9.17.а) 1 2

1 2

| | 1arcsin
sin( / 2)

R R
R R α

⎛ ⎞−
⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠

;  

б) 21: tg :1α . 9.18. (2 3)R ± . 9.19. 6 2
2

R ±
⋅ . 9.23. а) 6

4
a

; б) 

6
12

a
. 9.24. а) 288 3 ; б) 3

27
38 R . Указание. Используйте результат 

задачи 9.23а.  9.25. а) tg( / 2)
2 tg( / )
a

n
ϕ
π

⋅ ; б) 
2 23

3 3
a b a

a b
−
+

.  9.26. 4 14
7

R .  

9.27. а) 
2sin 2 sin( / )

a
nα π⋅

; б) 
h
ah

2

22 +
. 9.28. а) ; б) . 9.29. а) 

5. Указание. Докажите, что центр шара лежит на отрезке, соединяющем 
середины сторон длины 6 и 8;  б) 

°45 30°

7 / 3a . 9.30. 6R .  
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9.31. 
2 2 2

2
a b c+ +

. 9.32.а) 
2

2

8 sin arctg(cos )

1 cos

b β β

β+
;  

б) 
2sin3 arctg( 3 co

cos
a α s )α

α
⋅ ⋅ .  9.35. 

2 2

(2 )

2 3

a b aR
b a

−
=

−
. 9.36. Указа-

ние. Воспользуйтесь формулой 
3VR
S

= .  9.37. 21
3

a
⎛ ⎞
±⎜⎜

⎝ ⎠
⎟⎟ . Указание. 

Воспользуйтесь тем, что сумма длин верхнего и нижнего основания 

пирамиды равна . 9.38. а) 2a
3124 6

375
R

; б) 
212

5
a

. 9.39. а) 
388

9
R

; б) 

214 (4 7) / 9a − . 9.40. в) Указание. Точки касания сферы с боковыми 
гранями призмы принадлежат перпендикулярному сечению, проведен-

ному через центр сферы. 9.41. а) 2 22 / 3R a− ; б) 2 22 / 2R a− ; в) 
2 22 R a− . 9.42. а) 12 2 ; б) 320. 9.43 а) ; б) 288 24 3 . 9.44. 1. 

9.45 а) 5:1. Указание. Смотри задачу 1.41.а. б) 16
27
π

. Указание. Дока-

жите, что призма правильная. 9.46. (2 3) / 2a − .  

9.47. а) 4 2 2 2 2
3 2 ctg(0,5 arctg( 2 / 4))

aa−
=

+ ⋅
; б) 3 3 3

3
b−
=  

2
2 ctg(0,5 arctg 2)

b
=

+ ⋅
. 9.48. 

3
2R . 9.49.а) (1 2)r + ; б) 

( 21 3)
4

R−
. 9.50. а) 

328
9
R

; б) . 9.51. а) 26a
2

3
6

1 ctg
24 sin ( / 2)

h απ
α

⋅ ;  б) 

2
9
π

. 9.52. а) 64; б) 2 (2 )h R R hπ − . 9.53. а) 9
16

; б) 2. 9.54. а) 

2

. 3бок
lS π

= , 
3

4 2
lR = ; б) 2cos sin

2 2
l α α
⋅ ⋅ . 9.55. а) ; б) °30
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3 3

5
1 (1 sin
3 cos sin

S α
π

)
α α

+
⋅

⋅
. 9.56. а) ; б) . 9.57. а) 4 : 21 16 :9

3 3 31 ctg (1 cos )
3

aπ α + α ; б) ( )
23

2 2 2 1
2 1 2 1

2 1
2 2

24
d dd d d d
d d

π ⎛ ⎞−
+ + − ⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

9.58. 312 rπ . 9.59. а) 
3

5R
; б) 

22 3( 1) 9 18 12
3( 2)

k k k R
k

− − − +
⋅

−
 при 

 и 2k ≠ 3
6

R⋅  при 2k = . 9.60. а) 2 61 3
3

R
⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
; б) 

3 3(1 2 2)
3

Rπ +
. 9.61. а) 31

2 2
R ⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
; б) 2 (3 3 9 6 3 )

3
R ⋅ + + +

; 

в) (6 3 2) V+ ⋅ . 9.62. 
15 9 34(tg tg tg )

tg
α α α

α
+ +

. 9.63. 2 tg
43

r π α−
⋅ . 

9.64. а) tg( / 2)R α⋅ , ctg( / 2)R α , 2 / sinR α ; б) arcsin /s S . 9.65. а) 

)(
3
2 22 RaR −π ; б) 

2 2
1 1

12
r rr r

rr
+ +

; в) 
3

3
4 2arccos
3 2
V R
V R

π
π

−
+

. 9.66. В 5,5. 

9.67. а) 35
12

Rπ ; б) . 9.68. 2Rπ 313
48

aπ . 9.69. 1:1:1.  

9.70. 
2 2

2 2
2 ( )R H R

H R
π −

+
. 9.71. 

2cos ( / 2)
sin( / 4) sin(3 / 4)

α
α α⋅

.  

9.72. 2 sin cos 2
2 2

S R α απ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 3 24 sin
3 4

V R απ= .  

9.73. а) 36 3 4
27

aπ+
⋅ ; б) 

3(18 3 31)
12 2

aπ −
. 9.74. а) 

3 (15 8 2)
12

aπ −
; 

б) (5 2 6)
7

π −
. 9.75. 4

1arccos
2

. 
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§10. Задачи на экстремальные значения 

10.2. а) 3 . Указание. 
В общем случае проекцией 
куба на плоскость является 
шестиугольник. На рис. 7 
площадь шестиугольника 

 в два раза 
больше площади треугольни-
ка , являющегося про-
екцией равностороннего тре-
угольника со стороной 

1 1 1AA B C CD

1 1A C D

2 . 
Площадь его проекции мак-
симальна, если он паралле-
лен заданной плоскости, и 
равна 3 / 2 ; б) проекция на 
плоскость, параллельную 
двум скрещивающимся реб-
рам; , где 2

. / 2прS a= a −  

длина ребра тетраэдра. 10.3. 2 2 2 2 2 2a b a c c b+ + . 10.4. а) 8 6 . Ука-
зание. cos 1/ 5SAB∠ ≤ − . Следовательно / 2SAB π∠ > , 

2 6sin
5

SAB∠ ≤ . 
1 1 sin 8 6
3 2CSABV BC AS AB SAB≤ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∠ ≤ ; б) 

2
1193

. 10.5. а) 3 2
2
−

; б) 3 . 10.6. а) a
2
π

; б) 
5

a
. 10.7. Вершины 

куба, кроме концов данной диагонали. 10.8. 
2 2(4 )
12

a b a−
. 10.9. а) 

3

6
a

; 

б) 3 4V . 10.10. 
3

3d
. 10.11. .

6
 a  10.12. а) π ; б) 32π ; в) 8π . 10.13. 

а) 24π ; б) 27π ; в) 2π . 10.14. а) 
2
π

; б) 3 3 ; в) 6. 10.15. 
3

R
.  

α

A

D C

C1

B1A1

Рис. 7 
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10.16. а) 256  
75 5

π
; б) 4π . 10.17. а) 24 

27
HRπ ; б) 

3
4R

. 10.18. 

3
32R

. 10.19. а) 23(1 2)R+ ; б) 
22 2

3
Rπ

. 

§11. Элементы аналитической геометрии и векторной 
алгебры в пространстве. Метод координат в 

пространстве 

11.1. а) 1 1
2 2

a b c
→ → →

− − + ; б) 1 1
2 2

a b c
→ → →

− + + . 11.2. а) a b c
→ → →

− + + , 

1 ( 2 )
3

a b c
→ → →
+ + , 

1 1
2 2

a b c
→ → →

− + + ; б) 1 1
2 2

a b
→ → →

− + + c .  11.3. а) 

; б) . 11.4. а) a b c
→ → →
− + 2a b c

→ → →
− + +

1 ( )
2

a b c
→ → →
+ − , 

1 ( )
2

a b c
→ → →
+ + ; б) 

1 (
2

a b c
→ → →
+ + ) 1. 11.5. Указание: докажите, что . 11.7. 

а) ; б) (8;11;23), (0;1;11). 11.8. 

1 1CC BB DD
→ → →

= +

(5; 2; 4)− − 1 2 1 2; ;
1 1

x x y yλ λ
λ λ

+ +⎛
⎜ + +⎝

 

1 2
1

z zλ
λ

+ ⎞
⎟+ ⎠

. 11.9. а) ; б) . 11.10. а) (2;1; 2) (3;2,5;2) 1 5α = , 1 4β =  

или 2 5α = − , 2 4β = − ; б) – 6. 11.11. а) ; б) 2a 7a . 11.12. а) 17
6

a ; 

б) 10a . 11.13. а) 11 ; б) 3 3 . 11.14. а) –5; б) 4; в) 2 21 ; г) 
20
19

; д) 7
2 31

. 11.15. а) 3
5

± . 11.16. а) . Указание. Воспользуй-

тесь тем, что 

61−

2( )a b c
→ → →

0+ + = . б) Указание. Запишите поочередно ска-

лярное произведение вектора a b c
→ → →
+ +  на векторы  и . 11.17. 

а) ; б) .  11.18. а) 
,a b

→ →
c
→

120° 1/ 3 0,125− ; б)  или 1/ 3− 23/ 27− . 11.19. а) 
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22 ; б) . 11.20. а) ; б) 2. 11.21. а) ; б) 2,75− 120° arccos(11/14)
8arccos
9

. 11.22. а) 1arccos
4

; б) .  11.23. arccos0,9 3cos 1arccos
2cos 2

α
α
+
+

. 

Указание. Отложите на лучах отрезки равной длины и рассмотрите по-

лученную правильную пирамиду.  11.24. а) 1arccos
30

;  

б) 4 2arccos
3 5

. 11.25. 1

1

3
2

C NBM
MA NA

= = , 
5

aMN = . Указание. Вос-

пользуйтесь тем, что 1BA MN⊥  и 1AC MN⊥ . 11.26. а) 13
3

; б) 

2 2 2a b c+ + . Указание. Введите систему координат с центром в точ-

ке пересечения диагоналей основания. 11.27. 6a . Указание. Пусть 

1 1 1 1ABCDA B C D  – данный параллелепипед, 1AC  – его большая диаго-

наль. Воспользуйтесь тем, что  и 1 1AC AB AD AA
→ → → →

= + +

1 1| | ( ,AC AC AC
→ → →

= 1) . 11.28. а) 1arccos
10

π − ; б) 1. 11.29. а) 

25arccos
742

, 
117
2

;  б) 362
6

. 11.30. а)  или ; б) 60° 120°

5 (1;1;1)
3
⋅ . 11.31. а) 3 4 17x y z 0− − + = ; б) 3 4 2 11 0x y z+ − − = . 

11.32. а) 3 5 2 29x y z 0+ − − = ; б) 3 5 2 7x y z 0− + + = ;  в) 

. 11.33. а) 3 5 2 7 0x y z− − + =
3arccos

42
; б) 5arccos

38
. 11.34. а) 

 и 3 2 20x y z+ − − = 0 03 2 8x y z+ − + = ; б) 2 4 4 5 0x y z+ − + = . 

11.35. б) 5
3

. 11.36. а) 1
2 14

; б) 5
13

.  11.37.  , (1;0;0) 5 ;0;0
3

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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11.38. 40
762

. 11.39. а) 6
7

; б) 6arccos
7

; в) 12arcsin
7 41

. 11.40. а) 

48
401

;  б) 9arccos
401

; в) 9arcsin
218

.  

11.41. а) 1 3
1 2 9

x y z− − +
= =

2
; 3 1 ,x t= +  3 2 ,y t= +  2 9z t= − + ; б) 

3 2
3 4

x y z− − +
= =

5
2−

. 11.42. 6arccos
17

. 11.43. а) 138
7

; б) 110
21

. 

11.44. а) 86
29

; б) 3. 11.45. а) 3 1
2 4

x y z 2
5

− + −
= =

−
;  

б) . 11.46. а) 172 3 0x y z− + − = 6 8 1 0x y z+ − + = ;  
б) . 11.47. а) 4 9 8 0x y z− − − = ( 2;1;4)− ; б) (5;9; 10)− ;  

в) 1 1
4 1

x y z− − −
= =

− −
3

2
. 11.48. а) ( 1;4;4)− ; б) ( 4;2;5)− .  11.50. а) 

; б) 8 5 12x y z+ − − = 0 2 2 10 0x y z+ − − = , 2 2 20x y z 0+ − + = . 

11.51. а) 1:1; б) 38
6

. 11.52. 
2 2 2

| |D R
A B C

=
+ +

. 11.53. а) 

; б) 2 2 2( 0,5) ( 1,5) ( 3) 8,5x y z− + − + − = 2 2( 1) ( 2)x y− + + +  

.  11.54. а) 2( 3) 38z+ − = 2 2 2 25( 3) ( 1) ( 2)
22

x y z+ + − + − = ;  

б) 2 2 2( 5) ( 1) ( 2) 36, 2 2 2( 3) ( 3) ( 6) 36x y zx y z− + + + + = + + − + − = .  

11.55. а) 2 2( 1) ( 3)x y− + + + 2( 1) 24z − = ,  
2 2 2( 5) ( 1) ( 7) 24x y z− + − + + = ; б) , 

. 11.56. а) 

2 2 2( 1) ( 8) ( 9) 76x y z− + + + − =

2 2 2( 1) ( 8) ( 9) 304x y z− + + + − =
371
28

; б) 41
8

a
.  

11.57. 1 2 2 2 1
2

+ − −
. 11.58. а) 21

2
− ; б) 3 7

2
+

.  
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